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from natural resources (rain, nearby rivers, etc.),
• the study of presenting solutions able to resolve the

local community’s current needs of freshwater pumping
volume, by suggesting new pumping active locations.

II. METHODOLOGY

A. Groundwater simulation model - PTC
PTC (Princeton Transport Code [4]) is a well known three-

dimensional groundwater flow and contaminant transport sim-
ulator that uses a combination of finite element and finite
difference methods to solve the groundwater flow equation
which, for the heterogeneous isotropic unconfined case, takes
the form (cf. [8])

r · (Khrh) +W = Sy
@h

@t

(1)

where h denotes the hydraulic head, K is the hydraulic
conductivity (considered to be heterogeneous and isotropic),
W is the volumetric flux per volume unit representing sources
and/or sinks of water, Sy is the specific yield and t denotes
time.

PTC employs a hybrid splitting algorithm for solving the
fully three-dimensional system. The domain is discretized into
approximately parallel horizontal layers, within each of which
a finite element discretization is employed allowing accurate
representation of irregular domains. The vertical connection of
the layers is represented by finite differences. This hybrid finite
element and finite difference coupling provides the opportunity
to divide the computations into two steps during a given time
iteration (splitting algorithm). At the first step, all horizontal
equations are solved while at the second step, the vertical
equations which connect the layers are solved (cf. [4]). This
model has been successfully used in several previous studies
(e.g. [3], [12], [6]).

B. Sharp interface approach
In this work, the PTC model is used in conjunction with

the sharp interface approach and the Ghyben-Herztberg ap-
proximation in order to estimate the saltwater intrusion extent.
The sharp interface is a hydraulic approach, thus only the
hydraulic head values on the model domain are needed in order
to approximate the saltwater intrusion extent, as opposed to
other approaches that utilize chloride or electrical conductivity
measurements. The main assumption is that the mixing zone
between the two immiscible fluids (fresh and saline water),
that have different densities, is limited to an interface of a
small finite width. The location of the sharp interface between
the two fluids is determined by the difference between the
hydraulic heads of the saline and fresh water and the volume of
freshwater flowing towards the shoreline from inland (cf. [22]).
The location of the seawater intrusion front is approximated
using the Ghyben-Herzberg relationship:

⇠ =
⇢f

⇢s � ⇢f
h⇠ ⇡ 40hf , (2)

where, ⇠ is the interface depth below the sea level, hf the
hydraulic head of the freshwater above the sea level, ⇢f =

1000 kg/m

3 the density of freshwater and ⇢s = 1025 kg/m

3

the density of saline water. This approach has been applied
and extended by many researchers in the literature (e.g. [2],
[11], [12], [13], [18] among many others).

C. Study area and numerical model development
The study area of Hersonissos aquifer is located on the

north coast of Crete, 25 km from the city of Heraklion
in Crete, Greece. The Hersonissos basin covers an area of
about 18 km

2, and stretches for 3.8 km in W - E direction
and almost 4.7 km in N - S direction. During the summer
period water demand is high due to extensive touristic and
agricultural activities, leading to significant drawdown in the
area, intensifying the problem of seawater intrusion. The
region of interest includes five pumping wells that are active
all year long, especially during the dry period, in order to
meet the irrigation needs and the increased population during
the summer period due to tourism.

The basin is covered mainly with karstified limestones of
variable hydraulic conductivity and marls, whereas along the
coastal line alluvial deposits with high permeability can be
found (cf. [17]). The hydraulic conductivity values (see Fig.
1) used for each geologic formation were 12.96 m/day for
limestones and dolomitic limestones, 5.2 m/day for bioclastic
limestones, 0.15 m/day for marl formations, 0.6 m/day for
clay and 430 for alluvial deposits located near the coastline
(cf. [11]).

Fig. 1. Areas with different hydraulic conductivity values at the Hersonissos
aquifer.

Initially, a six month groundwater flow simulation, rep-
resenting the dry season, when saltwater intrusion is more
intense, was implemented. This was followed, in the sequel,
by a six month wet season simulation in order to study the
aquifer’s response to saltwater intrusion during conditions of
increased fresh water inflow to the basin. A Dirichlet boundary
condition of fixed head equal to 100 m was applied along the
coastline to simulate the sea boundary, assuming a change in
the reference level from the sea level to the bottom of the
aquifer (the aquifer bottom elevation was set to zero thus the
sea level was set to 100 m). Various Neumann conditions were
applied at the southern boundary of the region during the
calibration process, in order to simulate groundwater inflow

the PDE and the boundary conditions have been identified.
Specifically, the user has to reformulate the PDE problem as a
variational problem, and then, make a Python program where
the formulas in the variational problem are coded, along with
definitions of the input data. FEniCS thereafter, automatically
generates basis functions, evaluates the variational forms and
assembles the finite elements.

Furthermore, for comparison reasons, we used the Hermite
Collocation Method (HC) for the numerical treatment of the
PDE model. HC is a fourth order spatial discretization method
for BVPs that requires no numerical integration unlike other
finite element methods. In some of our recent work (cf.
[1], [2]) we used the HC method, coupled with third order
Diagonally Implicit and Strong Stability Preserving Runge-
Kutta (RK) schemes, for the numerical investigation of a
general class of parabolic PDEs for medical and biological
applications. Therefore, the high accuracy and stability of the
HC-RK, were the reasons that prompted us to implement the
method in large-scale steady state models like the saltwater
intrusion.

The approach in this study is to efficiently couple a Col-
location or a FEniCS module, that would deal with the PDE
arising from the physical problem, with the latest ALOPEX
version introduced in [25]. In this hybrid coupling, an extended
guarding system will be used in order to create a control
zone around the pumping locations. The ultimate objective is
the development of an open source simulation model coupled
with a stochastic optimization algorithm, that could provide
an efficient pumping management strategy.

II. METHODOLOGY

A. Simulation model
The governing Struck’s flow potential equation, is expressed

as
r · (Kr�) +N �Q = 0 (1)

where � denotes the flow potential, K is the hydraulic con-
ductivity, N is the recharge distributed over the surface of the
aquifer and Q is the discharge rate over the active pumping
area.

B. Model assumptions
The above model equation is valid inside the aquifer under

the following two common simplifications:
• the sharp interface assumption, where the no mixing zone

is assumed between the fresh and salt water, and
• the Ghyben-Herzberg relationship:

⇠ =
⇢
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where ⇠ is the interface depth below the sea level,
h

f

the hydraulic head of the freshwater above the sea
level, ⇢

f

= 1000 kg/m

3 the density of freshwater and
⇢

s

= 1025 kg/m

3 the density of saline water. Assuming
steady state conditions, this equation is used to estimate
the position of the saltwater interface inside the aquifer.

This approach has been applied and extended by many re-
searchers in the literature (e.g. [3], [12], [13], [16], [20] among

many others), while a discussion about the validity of use of
this approach was conducted in the work of [14].

FEniCS
The FEniCS implementation presupposes the formulation of

the variational problem, by the multiplication of the equation
by a test function v and then integrating by parts. The bilinear
and the linear form are introduced then as

a(u, v) =
R
D

Krurvdx (3)

L(v) =
R
D

d · vdx+
R
@D

q · vdx (4)

respectively [15]. FEniCS automatically assembles the linear
system of the equations, using the proper boundary conditions,
solves and provides the flow potential � of the aquifer.

Hermite Collocation
Let us consider a uniform partition into N

x

⇥ N

y

squares
of length h. The HC method seeks approximate solutions
u(x, y) ⇠ �(x, y) in the form:
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Substituting, now, the approximate solution u(x,y) of (5) into
the PDE (1), observing that each element has 16 degrees of
freedom and assuming that K is scalar, the elemental equations
may be written as:
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for K = 2i� 1, 2i and L = 2j � 1, 2j. Working as in [2] the
elemental equations are expressed in the matrix form:
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1 Σκοπός

1.1 Γραμμικό μοντέλο καρκινικού όγκου με όρους θεραπείας

Ένας απο τους βασικούς μας τελικούς στόχους ήταν να εξελίξουμε το μο-
ντέλο εξέλιξης καρκινικού όγκου στον εγκέφαλο ώστε να περιέχει όρους ραδιο-
θεραπείας και χημειοθεραπείας.

1.2 Μη γραμμικό μοντέλο καρκινικού όγκου με όρους θερα-
πείας 2+1 διαστάσεων

Αφού πρώτα μελετήσαμε το μοντέλο με την θεραπεία για προβλήματα στις
1+1 διαστάσεις, επεκτείναμε την εφαρμογή της μεθόδου σε μη γραμμικές εξισώ-
σεις 2+1 διαστάσεων.

1.3 Επικύρωσηαποτελεσμάτωναριθμητικών μεθόδωνμε χρήση
της πλατφόρμας FeniCS

Αντικείμενο αυτής της ερευνητικής δραστηριότητας είναι η χρήση της πλατ-
φόρμας λογισμικού ανοικτού κώδικα σύγχρονων αριθμητικών μεθόδων FeniCS
για την επίλυση προβλημάτων εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου.

2 Μεθοδολογία

2.1 Μοντέλο καρκινικού όγκου με όρους θεραπείας

∂c

∂t
= ∇ · (D∇c) + f(c) (1)

Τα γλοιώματα χαρακτηρίζονται από την γρήγορη ανάπτυξη καθώς και την
υψηλή επιθετικότητα τους. Η ραδιοθεραπεία και η χημειοθεραπεία σε συνδυα-
σμό με την χειρουργική αφαίρεση του όγκου θεωρούνται αναγκαία πρωτόκολλα
θεραπείας για την θεραπεία των όγκων αυτών.
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πείας του για μεγαλύτερο χρονικό διάστημα. Η εξίσωση μοντέλο που θεωρούμε
είναι η:

∂c̄

∂ t̄
=

∂

∂x̄

(
D̄

∂c̄

∂x̄

)
+

∂

∂ȳ

(
D̄
∂c̄

∂ȳ

)
+ ρ̄ c̄(1− c̄

K
)− R̄(c̄, t̄)− Ḡ(c̄, t̄) , (19)

όπου η νέα παράμετρος K, εκφράζει την φέρουσα ικανότητα των κυττάρων
(carrying capacity).

Θεωρώντας τα ίδια πρωτόκολλα θεραπείας με το γραμμικό μοντέλο και χρη-
σιμοποιώντας τις αδιάστατες μεταβλητές η τελική εξίσωση που καταλήγουμε εί-
ναι η εξής:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ct = (Dcx)x + (Dcy)y + c(1− c)−R(c)−G(c)

∂c

∂η
= 0 , c(x, y, 0) = f(x, y)

Την εξίσωση την επιλύουμε με τις μεθόδους που ήδη έχουμε αναπτύξει (dDHC
- μη γραμμικές εξισώσεις Collocation - IMEX Runge-Kutta)

2.3 Επικύρωσηαποτελεσμάτωναριθμητικών μεθόδωνμε χρήση
της πλατφόρμας FeniCS

Σε αυτή την ερευνητική δραστηριότητα έγινε μελέτη της επίλυσης προβλημά-
των εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου με τη χρήση της πλατφόρμας λογισμι-
κού ανοικτού κώδικα [9],[10]. Η πλατφόρμα αυτή υλοποιεί αριθμητικές μεθόδους
πεπερασμένων στοιχείων υψηλής ακρίβειας για την επίλυση μερικών διαφορι-
κών εξισώσεων.

Πιο συγκεκριμένα έγινε επίλυση του προβλήματος εξέλιξης ενός καρκινικού
όγκου για την περίπτωση εγκεφάλου με MRI λήψη την εικόνα του Σχ. 1.

Η γεωμετρία του συγκεκριμένου προβλήματος, όπως έχει ήδη περιγραφεί,
έχει εισαχθεί επιτυχώς ψηφιακά στη πλατφόρμα λογισμικού FeniCS. Η εικόνα
Σχ.2 εμφανίζει τις δυο διαφορετικές περιοχές (λευκή-γκρι) του εγκεφάλου.

Θεωρούμε ότι ο συντελεστής διάχυσης στις δυο αυτές περιοχές είναι 1 και
0.2, καθώς και την αρχική συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων στην περιοχή του
εγκεφάλου σύμφωνα με το Σχ. 3.
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πείας του για μεγαλύτερο χρονικό διάστημα. Η εξίσωση μοντέλο που θεωρούμε
είναι η:

∂c̄

∂ t̄
=

∂

∂x̄

(
D̄

∂c̄

∂x̄

)
+

∂

∂ȳ

(
D̄
∂c̄

∂ȳ

)
+ ρ̄ c̄(1− c̄

K
)− R̄(c̄, t̄)− Ḡ(c̄, t̄) , (19)

όπου η νέα παράμετρος K, εκφράζει την φέρουσα ικανότητα των κυττάρων
(carrying capacity).

Θεωρώντας τα ίδια πρωτόκολλα θεραπείας με το γραμμικό μοντέλο και χρη-
σιμοποιώντας τις αδιάστατες μεταβλητές η τελική εξίσωση που καταλήγουμε εί-
ναι η εξής:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ct = (Dcx)x + (Dcy)y + c(1− c)−R(c)−G(c)

∂c

∂η
= 0 , c(x, y, 0) = f(x, y)

Την εξίσωση την επιλύουμε με τις μεθόδους που ήδη έχουμε αναπτύξει (dDHC
- μη γραμμικές εξισώσεις Collocation - IMEX Runge-Kutta)

2.3 Επικύρωσηαποτελεσμάτωναριθμητικών μεθόδωνμε χρήση
της πλατφόρμας FeniCS

Σε αυτή την ερευνητική δραστηριότητα έγινε μελέτη της επίλυσης προβλημά-
των εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου με τη χρήση της πλατφόρμας λογισμι-
κού ανοικτού κώδικα [9],[10]. Η πλατφόρμα αυτή υλοποιεί αριθμητικές μεθόδους
πεπερασμένων στοιχείων υψηλής ακρίβειας για την επίλυση μερικών διαφορι-
κών εξισώσεων.

Πιο συγκεκριμένα έγινε επίλυση του προβλήματος εξέλιξης ενός καρκινικού
όγκου για την περίπτωση εγκεφάλου με MRI λήψη την εικόνα του Σχ. 1.

Η γεωμετρία του συγκεκριμένου προβλήματος, όπως έχει ήδη περιγραφεί,
έχει εισαχθεί επιτυχώς ψηφιακά στη πλατφόρμα λογισμικού FeniCS. Η εικόνα
Σχ.2 εμφανίζει τις δυο διαφορετικές περιοχές (λευκή-γκρι) του εγκεφάλου.

Θεωρούμε ότι ο συντελεστής διάχυσης στις δυο αυτές περιοχές είναι 1 και
0.2, καθώς και την αρχική συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων στην περιοχή του
εγκεφάλου σύμφωνα με το Σχ. 3.
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