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1 Δράση 1: Συντονισμός Έργου

1.1 Σκοπός
Σκοπός της παρούσας δράσης είναι η παρακολούθηση και ο συντονισμός

του φυσικού και οικονομικού αντικειμένου του έργου ώστε να επιτευχθούν οι
στόχοι όλων των δράσεων και να υλοποιηθεί το σύνολο των παραδοτέων. Για
την επίτευξη των στόχων της παρούσας δράσης:

• Οργανώνονται ετήσιες ερευνητικές συναντήσεις όλων των συνεργατών του
έργου με σκοπό την παρουσίαση της προόδου των ερευνητικών αποτελε-
σμάτων και τον προγραμματισμό των μελλοντικών ερευνητικών στόχων
και ενεργειών

• Οργανώνονται εξαμηνιαίες συναντήσεις των συντονιστών και υπευθύνων
των Κεντρικών Ερευνητικών Ομάδων (ΚΕΟ) με σκοπό την επίλυση οργα-
νωτικών θεμάτων καθώς και την παρακολούθηση του οικονομικού αντικει-
μένου.

• Συντάσσονται ετήσιες εκθέσεις προόδου.

1.2 Δραστηριότητες Έτους 2013
Κατά τη διάρκεια του έτους 2013, σύμφωνα με το προγραμματισμό του ΤΔΥ,

διοργανώθηκαν δύο (2) συναντήσεις των συντονιστών των ΚΕΟ με διοικητικά-
οικονομικά θέματα καθώς και με θέματα σχετικά με την παρακολούθηση της πο-
ρείας εξέλιξης του φυσικού και οικονομικού αντικειμένου, αλλά και τον συντονι-
σμό διμερών ερευνητικών συνεργασιών. Των συναντήσεων αυτών προηγήθηκε
(Απρίλιος 2013) συνάντηση του Επιστημονικού Υπευθύνου του έργου με στε-
λέχη της ΕΥΔ στην Αθήνα. Τον Ιούλιο διοργανώθηκε με επιτυχία η ερευνητική
συνάντηση όλων των μελών ΚΕΟ καθώς και των εξωτερικών συνεργατών, όπου
παρουσιάστηκε αναλυτικά η συνολική ερευνητική δραστηριότητα της προηγού-
μενης περιόδου και προγραμματίστηκαν μελλοντικές ερευνητικές δράσεις. Ερευ-
νητικές διμερείς συναντήσεις έλαβαν μέρος τον Νοέμβριο του 2013, παράλληλα
με τη 2η συνάντηση συντονιστών. Οι πίνακες που ακολουθούν συνοψίζουν τις
βασικές δραστηριότητες της δράσης.

ΣΥΝΑΝΤΗΣΕΙΣ ΕΡΕΥΝΗΤΙΚΩΝ ΟΜΑΔΩΝ

A/A TΟΠΟΣ ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ ΧΡΟΝΟΣ ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΕΙΣ

2η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Ιούλιος 2013 18

http://www.tuc.gr/index.php?id=5244
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ΣΥΝΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΥΝΤΟΝΙΣΤΩΝ
A/A ΤΟΠΟΣ ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ ΧΡΟΝΟΣ ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ

1η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Απρίλιος 2013
2η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Νοέμβριος 2013

Από τη διοργάνωση της 2ης Ερευνητικής Συνάντησης στην Αργαλαστή-Βόλου

2 Δράση 2: Αριθμητικές και ΑναλυτικέςΜέθοδοι για
Ασυνεχή Προβλήματα Πολλαπλών Πεδίων

Σκοπός της παρούσας δράσης, όπως αναφέρεται στο ΤΔΥ, είναι η ανάπτυξη
και μελέτη αριθμητικών και αναλυτικών μεθόδων επίλυσης σύνθετων προβλη-
μάτων Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων (ΜΔΕ), οι οποίες χαρακτηρίζονται από
ασυνεχείς συντελεστές και αναφέρονται σε προβλήματα πολλαπλών πεδίων. Η
υλοποίησή της πραγματοποιείται από τέσσερις διαφορετικές δράσεις (2.1, 2.2,
2.3 και 2.4), ανάλογα με την κατηγορία μεθόδων επίλυσης που χρησιμοποιού-
νται, των οποίων η περιγραφή και η πρόοδος που επετεύχθη την τρέχουσα πε-
ρίοδο ακολουθεί.

2.1 Υβριδικές/Ασυνεχείς Μέθοδοι Collocation
Σκοπός της δράσης 2.1 είναι η ανάπτυξη και μελέτη ορθογώνιων ή spline

collocation μεθόδων για την επίλυση μη-κλασικώνΜΔΕ (multiphysics, multidomain)
και η αντιμετώπιση ασυνεχειών στους συντελεστές, αλλά και η κατανόηση της
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επίδρασης των ασυνεχειών αυτών στην συμπεριφορά της μεθόδου collocation
όσον αφορά τον βαθμό σύγκλισης και την ευστάθεια της μεθόδου, καθώς και
της κατάστασης των αντίστοιχων γραμμικών συστημάτων. Τα αριθμητικά σχή-
ματα που θα αναπτυχθούν θα υλοποιηθούν σε σειριακά υπολογιστικά περιβάλ-
λοντα αλλά και σύγχρονα παράλληλα για προβλήματα εφαρμογών (στα πλαίσια
δράσεων 3 και 4).

Την τρέχουσα περίοδο τα παραγόμενα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα συνοψί-
ζονται ως εξής:

• Βελτίωση του μαθηματικού φορμαλισμού και γενίκευση της μεθόδου dDHC,
ώστε να μπορεί να εφαρμοστεί σε πολλαπλά χωρία με ακαθόριστου πλή-
θους περιοχών ασυνέχειας και αρχικών πηγών (εφαρμογή σε προβλήματα
ανάπτυξης πολλαπλών καρκινικών εστιών στον εγκέφαλο). Κατασκευή κα-
τάλληλης αρχικής συνάρτησης που να ικανοποιεί την συνθήκη συνέχειας
της λύσης καθώς και την συνθήκη ασυνέχειας της παραγώγου της.

• Ανάπτυξη της μεθόδου Hermite Collocation για την επίλυση μη-γραμμικών
ελλειπτικών και παραβολικών προβλημάτων στις 1 + 1 διαστάσεις όπου ο
συντελεστής διάχυσης είναι συνεχής αλλά εξαρτάται γραμμικά από την ίδια
τη συνάρτηση.

• Ανάπτυξη της μέθοδου dDHC για την επίλυση γραμμικών ασυνεχών ελ-
λειπτικών και παραβολικών ΜΔΕ 2+1 διαστάσεων ορισμένες σε ορθογώ-
νια πεδία και με ασυνέχειες αποκλειστικά στην x-κατεύθυνση ή αποκλει-
στικά y-κατεύθυνση (τύπου stripes) ώστε να σχηματιστούν οι εξισώσεις
Collocation με χρήση εξωτερικών (tensor) γινομένων των αντίστοιχων μο-
νοδιάστατων εξισώσεων.

• Βελτίωση της παράλληλης επαναληπτικής επίλυσης των εξισώσεωνHermite
Collocation σε πολλαπλά γραφικά υποσυστήματα υπολογισμών (GPUs).

Παράλληλα ολοκληρώνεται η συγγραφή και παρουσιάζονται σε διεθνή επιστη-
μονικά συνέδρια οι εργασίες:

• Ι. Αθανασάκης, Μ.Παπαδομανωλάκη, Ε. Παπαδοπούλου, Ι. Σαριδάκης,
Discontinuous Hermite Collocation and Diagonally Implicit RK3 for a Brain
Tumour Invasion Model, World Congress of Engineering 2013

• Ι. Αθανασάκης, Ε. Παπαδοπούλου, Ι. Σαριδάκης,Runge-Kutta andHermite
Collocation for a biological invasion problem modeled by a generalized
Fisher equation, 2nd International Conference on Mathematical Modeling
in Physical Sciences 2013, Journal of Physics: Conference Series 490,
012133, 2014
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• N. Vilanakis and E. Mathioudakis, Parallel iterative solution of the Hermite
Collocation equations onGPUs II, 2nd International Conference onMathematical
Modeling in Physical Sciences 2013, και στη συνέχεια, σε βελτιωμένη έκ-
δοση, δημοσιεύθηκαν στο Journal of Physics: Conference Series 490 012097,
2014.

ενώ αναπτύσσεται λογισμικό σε προγραμματιστικό περιβάλλονMATLAB και συγ-
γράφονται οι προβλεπόμενες από το ΤΔΥ τεχνικές εκθέσεις.
Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 2.1, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Α’.

2.2 Μέθοδοι Χαλάρωσης στις Διεπαφές
Σκοπός της παρούσας δράσης, όπως αναφέρεται στο ΤΔΥ, είναι κυρίως η

δημιουργία και μελέτη νέων προχωρημένων μεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή
κατάλληλες για προβλήματα με σύνθετες ΜΔΕ και ιδιαίτερα κατάλληλες για την
αντιμετώπιση ασυνεχειών στους συντελεστές τους. Τα αριθμητικά σχήματα που
θα αναπτυχθούν θα υλοποιηθούν σε σειριακά υπολογιστικά περιβάλλοντα αλλά
και σύγχρονα παράλληλα για προβλήματα εφαρμογών (στα πλαίσια υποέργων
3 και 4).

Την τρέχουσα περίοδο τα παραγόμενα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα συνοψί-
ζονται ως εξής:

• Περαιτέρω επισκόπηση μεθόδων για επίλυση προβλημάτων πολλαπλών
φυσικών και χωρίων.

• Επισκόπηση υπαρχόντων μεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή για ελλει-
πτικά και παραβολικά προβλήματα.

• Έναρξη των υλοποιήσεων των μεθόδων που θα χρησιμοποιηθούν στην
πορεία του έργου.

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 2.2, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Β’.

2.3 Στοχαστικές/Ντετερμινιστικές Υβριδικές Μέθοδοι
Η βασική ερευνητική δραστηριότητα που θα αναπτυχθεί, στα πλαίσια της

παρούσας δράσης, στοχεύει στην ανάπτυξη υβριδικών μεθόδων επίλυσης σύν-
θετων προβλημάτων ΜΔΕ οι οποίες θα αποτελούνται από τον συνδυασμό μίας
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στοχαστικής διαδικασίας τύπου Monte Carlo, για να κατατμήσει το αρχικό σύν-
θετο πρόβλημα ΜΔΕ σε ένα σύνολο πλήρως ανεξάρτητων μεταξύ τους υπο-
προβλημάτων, καθώς και ντετερμινιστικών μεθόδων (πεπερασμένων στοιχείων,
πεπερασμένων διαφορών) για τον υπολογισμό προσεγγιστικών λύσεων των
υπο-προβλημάτων. Αισιοδοξούμε ότι θα μπορέσουμε να δημιουργήσουμε ένα
γενικό πλαίσιο για την επίλυση σύνθετων προβλημάτων (και όχι μόνον) αλλά
και ένα πρακτικό εργαλείο για την προσομοίωσης τους. Η υλοποίηση των σχη-
μάτων αυτών σε σύγχρονα παράλληλα υπολογιστικά περιβάλλοντα παρουσιά-
ζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, διότι, πέρα από τον εγγενή παραλληλισμό των στοχα-
στικών μεθόδων, τα εν λόγω σχήματα έχουν διάφορα επιπρόσθετα ελκυστικά
χαρακτηριστικά όσο αφορά την δυνατότητα παραλληλισμού τους, όπως μικρό
λόγο υπολογισμών/επικοινωνίας, ευέλικτους μηχανισμούς ελέγχου ροής, δυνα-
τότητα εύκολης υλοποίησης σε διάφορα υπολογιστικά πρότυπα (multithreading,
cluster, web services, κ.λ.π.).

Κατά την διάρκεια της αναφερόμενης περιόδου προσπαθήσαμε να αποκτήσουμε
μια ξεκάθαρη εικόνα για την σχέση μεταξύ τυχαίων περιπάτων και των γραμμι-
κών ΜΔΕ ιδιαίτερα των ελλειπτικών.

Επικεντρωθήκαμε πρωτίστως στην μελέτη μιας πληθώρας σχετικών εργα-
σιών και στον αρχικό σχεδιασμό και ανάπτυξη των μεθόδων μας.
Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 2.3, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Γ’.

2.4 Μέθοδοι Μετασχηματισμού Φωκά
Η βασική ερευνητική δραστηριότητα που θα αναπτυχθεί, στα πλαίσια της πα-

ρούσας δράσης, στοχεύει στην μελέτη και προσαρμογή της καινοτόμου αυτής
μαθηματικής μεθόδου μετασχηματισμού-Φωκά για την επίλυση σύνθετων προ-
βλημάτων ΜΔΕ με ασυνεχείς συντελεστές. Στην διαδικασία αυτή περιλαμβάνε-
ται η ανάπτυξη αναλυτικών ή αριθμητικών μεθόδων επίλυσης των γενικευμέ-
νων συνθηκών ή των αντίστοιχων Dirichlet-Neumann απεικονίσεων στην περί-
πτωση ασυνεχών συντελεστών καθώς και η ανάπτυξη λύσεων κλειστής μορφής
ως προς τον χρόνο σε ευαίσθητα εξελικτικά προβλήματα αιχμής (π.χ. πρόβλημα
εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου) για την άμεση παραγωγή αποτελεσμά-
των στον χρόνο χωρίς ενδιάμεσα χρονικά βήματα.

Την τρέχουσαπερίοδο τα παραγόμενα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα αφορούν
στην επέκταση και βελτίωση του μαθηματικού φορμαλισμού της μεθόδου μετα-
σχηματισμού Φωκά για γραμμικές ΜΔΕ με ασυνεχή συντελεστή διάχυσης, ώστε
η παραγόμενη αναλυτική λύση να συμπεριλάβει τη γενικευμένη περίπτωση των
πολλαπλών χωρίων με ακαθόριστου πλήθους περιοχών ασυνέχειας και αρχικών
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πηγών.

Ταυτόχρονα την τρέχουσα περίοδο ολοκληρώθηκε και παραδόθηκε η ερευνητική
εργασία και η διατριβή:

• Μ. Ασβεστάς, Α. Σηφαλάκης, Ε. Παπαδοπούλου, Ι. Σαριδάκης, Fokasmethod
for a multi-domain linear reaction-diffusion equation with discontinuous
diffusivity , 2nd International Conference onMathematical Modeling in Physical
Sciences 2013, Journal of Physics: Conference Series 490, 012143, 2014

• Μ. Ασβεστάς, ”Εφαρμογή της μεθόδου Φωκά στο μαθηματικό μοντέλο διά-
χυσης των καρκινικών κυττάρων σε n+1 εγκεφαλικές περιοχές”, Μεταπτυ-
χιακή Διατριβή 2013

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 2.4, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Δ’.

3 Δράση 3: Υλοποίησησε ΣύγχροναΥπολογιστικά
Περιβάλλοντα

Σκοπός της παρούσας δράσης, όπως αναφέρεται στο ΤΔΥ, είναι η χρήση
σύγχρονων υπολογιστικών αρχιτεκτονικών αφενός μεν στην υλοποίηση των αριθ-
μητικών μεθόδων και του αντίστοιχου επιστημονικού λογισμικού, που θα ανα-
πτυχθούν στα πλαίσια της Δράσης 2 (ιδιαίτερα 2.2 και 2.3), αφετέρου δε στην
ανάπτυξη της πλατφόρμας λογισμικού της Δράσης 4. Η υλοποίηση της πραγμα-
τοποιείται από δύο διαφορετικές δράσεις (3.1 και 3.2), ανάλογα με την κατηγορία
αρχιτεκτονικών που χρησιμοποιούνται, των οποίων των οποίων η περιγραφή και
η πρόοδος που επετεύχθη την τρέχουσα περίοδο ακολουθεί.

3.1 Υλοποίηση σε Παράλληλες Αρχιτεκτονικές
Αντικείμενο της συγκεκριμένης δράσης αποτελεί η αποδοτική υλοποίηση των

αριθμητικών μεθόδων για ασυνεχή προβλήματα πολλαπλών πεδίων σε σύγ-
χρονες παράλληλες αρχιτεκτονικές (Clusters, Grids και δυνητικά σε Clouds). Η
υλοποίηση των μεθόδων σε Clusters αναφέρεται τόσο σε ομοιογενή, συμμε-
τρικά σχήματα όπου θα γίνεται χρήση ενός συγκεκριμένου προγραμματιστικού
μοντέλου ανταλλαγής μηνυμάτων (MPI), όσο και σε ετερογενή, μη συμμετρικά
σχήματα, όπου ο παραλληλισμός των μεθόδων θα επιτελείται σε πολλαπλά επί-
πεδα. Σύμφωνα με αυτά τα συνεργατικά σχήματα θα εφαρμοστεί συνδυασμός
μοντέλων ανταλλαγής μηνυμάτων (MPI) με μοντέλα προγραμματισμού κοινής
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μνήμης (OpenMP, Pthreads) για την περισσότερο ευέλικτη αξιοποίηση των επε-
ξεργαστών πολλαπλών πυρήνων που περιέχονται σε κάθε κόμβο του Cluster.
Επίσης κατά τις περιπτώσεις όπου για την εκτέλεση των προσομοιώσεων θα
διατίθενται Clusters εξοπλισμένα με επεξεργαστές γραφικών (GPUs) πολλα-
πλών πυρήνων, το λογισμικό παράλληλης προσομοίωσης θα είναι σε θέση να
κατανείμει μέρος του υπολογισμού στους επεξεργαστές γραφικών χρησιμοποιώ-
ντας κατάλληλες διεπαφές (CUDA, OpenCL). Σε επόμενο στάδιο, η εκτέλεση
των προσομοιώσεων μεταφέρεται στο ευρύτερο περιβάλλον των διαδικτυακών
πλεγμάτων (Grids), όπου περιλαμβάνονται περισσότερα του ενός Clusters, γεω-
γραφικά κατανεμημένα και διασυνδεδεμένα μέσω διαδικτύου. Σε αυτό το στάδιο
θα υλοποιηθούν τμήματα λογισμικού τα οποία θα δίνουν τη δυνατότητα κατά
την προσομοίωση να γίνεται αποδοτική και ευέλικτη επιλογή υπολογιστικών πό-
ρων, στόχος της οποίας θα είναι η περαιτέρω ελάττωση του χρόνου εκτέλεσης
των υπό εξέταση αριθμητικών μεθόδων. Για το σκοπό αυτό θα γίνει ενσωμά-
τωση του λογισμικού που υλοποιήθηκε κατά το πρώτο μέρος της δράσης σε
κατάλληλο λογισμικό συστημάτων Grid, μεταξύ των οποίων σημαντικότερα είναι
τα περιβάλλοντα Globus και gLite. Τέλος, υπό την προϋπόθεση της ανάπτυξης
ώριμης υπολογιστικής υποδομής, τίθεται δυνητικά και η υλοποίηση της συγκε-
κριμένης δράσης στο επίπεδο των Clouds μέσω χρήσης υπηρεσιών διαδικτύου
(web services). Στη περίπτωση αυτή το παρεχόμενο λογισμικό θα είναι σε θέση
να αξιοποιεί με καλύτερο τρόπο τους διαθέσιμους υπολογιστικούς πόρους, ιδιαί-
τερα κατά την περίπτωση όπου υποβάλλονται μέσω του Cloud αιτήσεις για πα-
ράλληλη εκτέλεση από περισσότερους του ενός χρήστες.

Την τρέχουσα περίοδο έγινε:

• Εγκατάσταση Εικονικού Cluster σε OpenStack

• Υβριδική παράλληλη υλοποίηση της Monte Carlo σε Cluster πάνω από
Cloud

• Συγκριτική μελέτη Μεθόδων Χαλάρωσης στις Διεπαφές (ΜΧΔ / IR) και επι-
λογή της μεθόδου GEO για υλοποίηση σε παράλληλες αρχιτεκτονικές.

• Υλοποίηση της GEO στην πλατφόρμα FEniCS.

Τεχνική περιγραφή των δραστηριοτήτων της τρέχουσας περιόδου περιλαμβά-
νεται στην Ετήσια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 3.1, η οποία επισυνάπτεται στο
Παράρτημα Ε’.
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3.2 Υλοποίηση σε FPGAs και Πολυπύρηνα Συστήματα
(Multicores, Manycores)

O σκοπός της Δράσης 3.2 είναι η αποδοτική υλοποίηση των αριθμητικών με-
θόδων για ασυνεχή προβλήματα πολλαπλών πεδίων σε αρχιτεκτονικές επεξερ-
γασίας γραφικών (Graphics Processor Units, GPU) καθώς και σε επαναδιατασ-
σόμενες (reconfigurable) αρχιτεκτονικές (πχ. Field Programmable Gate Arrays,
FPGAs). Στόχος της μελέτης θα είναι να εκτιμηθεί η καταλληλόλητα του κάθε
πακέτου λογισμικού (συνολικά ή κατά τμήματά του) για εκτέλεση σε καθεμιά
από τις πολυπύρηνες πλατφόρμες που θα επιλεγούν ως πειραματικές πλατ-
φόρμες στο έργο, ή εναλλακτικά για επιτάχυνση με χρήση εξειδικευμένου κατά
περίπτωση αναδιατασσόμενου υλικού. Με βάση τα αποτελέσματα της μελέτης
θα μεταφερθούν και απεικονιστούν τα πακέτα λογισμικού – είτε καθολικά, είτε
κατά τμήματα - στα κατάλληλα κατά περίπτωση πολυπύρηνα συστήματα. Επί-
σης θα κατασκευαστεί εξειδικευμένο υλικό για την επιτάχυνση συγκεκριμένων
υπολογιστικών πυρήνων των εφαρμογών και το απαραίτητο λογισμικό για την
επικοινωνία με τον υπολογιστή ξενιστή (Host computer).

Την τρέχουσα περίοδο τα ερευνητικά αποτελέσματα περιλαμβάνουν:

• Παρουσίαση αρχικών αποτελεσμάτων εκτέλεσης ενός προγράμματος επί-
λυσης ΜΔΕ με την χρήση τεχνικών Monte Carlo.

• Παρουσίαση ενός καινοτόμου πλαίσιου το οποίο αυτοματοποιεί την δια-
χείριση δεδομένων (data management) από ένα σύστημα χρόνου εκτέλε-
σης (runtime system, RTS) σε ένα ετερογενές επεξεργαστικό σύστημα. Το
πλαίσιο αυτό χρησιμοποιεί compile-time ανάλυση βασισμένη στο πολυε-
δρικό μοντέλο (polyhedral model) με σκοπό να συνδέσει υπολογισμούς με
τα δεδομένα που αυτοί οι υπολογισμοί παράγουν και καταναλώνουν.

• Συντάσσονται οι τεχνικές προδιαγραφές για την απόκτηση του απαραίτη-
του υλικού.

Τεχνική περιγραφή των δραστηριοτήτων της τρέχουσας περιόδου περιλαμβά-
νεται στην Ετήσια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 3.2, η οποία επισυνάπτεται στο
Παράρτημα ΣΤ’.

4 Δράση 4: Συγκερασμός και Επικύρωση
Ανάπτυξη πλατφόρμας λογισμικού για προβλήματα πολλαπλών πεδίων κα-

θώς και επικύρωση της για την επίλυση προβλημάτων της Περιβαλλοντικής Μη-
χανικής και της Ιατρικής
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4.1 Συγκερασμός Αριθμητικών Μεθόδων και Λογισμικού
Κεντρική επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί η σχεδίαση μιας αρχιτε-

κτονικής η οποία θα θέσει τις βάσεις για μια ενοποιημένη προσέγγιση αντιμε-
τώπισης των σύνθετων προβλημάτων που μας απασχολούν καλύπτοντας τόσο
την αναγκαιότητα σχεδίασης/ανάπτυξης λογισμικού με δυνατότητα ενσωμάτω-
σης σύγχρονων υπολογιστικών συστημάτων όσο και ανάπτυξης ενός λειτουρ-
γικού περιβάλλοντος επίλυσης σύνθετων προβλημάτων, το οποίο θα ενσωμα-
τώνει μεθόδους και λογισμικό της Δράσης 2, θα επιτρέπει την εκμετάλλευση
των σύγχρονων υπολογιστικών συστημάτων και θα διευκολύνει την αποδοτική
χρήση των λογισμικών μονάδων. Η αρχιτεκτονική αυτή θα προσαρμοσθεί σε ήδη
υπάρχουσα πλατφόρμα ανοικτού λογισμικού (Fenics) και το περιβάλλον αυτό θα
αποτελέσει και την πλατφόρμα αξιολόγησης των μεθόδων επίλυσης σύνθετων
ΜΔΕ και δυνητικά την επικύρωσή τους σε σημαντικά προβλήματα της Περιβαλ-
λοντικής Μηχανικής και της Ιατρικής.

Την τρέχουσα περίοδο τα σημαντικότερα παραγόμενα κύρια ερευνητικά αποτε-
λέσματα συνοψίζονται ως εξής:

• Επιλογή βασικού Περιβάλλοντος Επίλυσης Προβλημάτων (ΠΕΠ).

• Επέκταση του ΠΕΠ για την αξιοποίηση σύγχρονων υπολογιστικών συστη-
μάτων και πιο συγκεκριμένα ετερογενών συστημάτων, αλλά και σύγχρονου
υλικού αποθήκευσης (flash storage).

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 4.1, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Ζ’.

4.2 Επικύρωση Αποτελεσμάτων σε Προβλήματα Ιατρικής
Το πρόβλημα της εξέλιξης καρκινικών εγκεφαλικών όγκων είναι ένα εξαιρε-

τικής κρισιμότητας πρόβλημα του οποίου η ιατρική αντιμετώπιση παρουσιάζει
μεγάλες δυσκολίες. Τα μαθηματικά μοντέλα που χρησιμοποιούνται για να πε-
ριγράψουν το πρόβλημα αυτό ανήκουν στην κατηγορία των ΜΔΕ με ασυνεχείς
συντελεστές, λόγω ανομοιογένειας του εγκεφαλικού ιστού, και συνεπώς ανήκουν
στην κατηγορία των σύνθετων ΜΔΕ που μελετώνται στο παρόν έργο. Κεντρική
επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί αφενός μεν η επικύρωση των απο-
τελεσμάτων μας (αποδοτικότητα μεθόδων) με ένα τόσο σημαντικό πρόβλημα,
αφετέρου δε η μελέτη της εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου, με χρήση νέων
μεθόδων, λογισμικού και σύγχρονων υπολογιστικών αρχιτεκτονικών.

Την τρέχουσα περίοδο σκοπός μας ήταν η εφαρμογή της μεθόδου που αναπτύ-
ξαμε στις δράσεις 2.1 και 2.4 (βλ. Τεχνικές Εκθέσεις 2.1 και 2.4 Έτους 2013) σε
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γενικευμένα (με ακαθόριστου πλήθους περιοχών ασυνέχειας και αρχικών πη-
γών) γραμμικά προβλήματα διάχυσης καρκινικών όγκων στον εγκέφαλο στις
1 + 1 αλλά και στις 1 + 2 διαστάσεις όπου παράλληλα επαληθεύσαμε την τέ-
ταρτη τάξη σύγκλισης της μεθόδου dDHC. Προς τούτο η dDHC μέθοδος συν-
δυάστηκε με ένα Diagonally Implicit Runge-Kutta σχήμα διακριτοποίησης χρό-
νου τρίτης τάξεως. Παράλληλα, εφαρμόσαμε τη Hermite-Collocation, με φορμα-
λισμό Hadamard που αναπτύξαμε στη Δράση 2.1 για μη-γραμμικά παραβολικά
προβλήματα σε ομοιογενή περιβάλλοντα, σε γενικευμένα προβλήματα βιολογι-
κής εισβολής τύπου Fisher και KPP. Τα Runge-Kutta σχήματα διακριτοποίησης
χρόνου που χρησιμοποιήσαμε για αυτήν την κατηγορία προβλημάτων ανήκουν
στην κλάση Strong Stability Preserving (SSP) τριών και τεσσάρων βημάτων τρί-
της τάξεως.

Επιπλέον, την περίοδο αυτή συνεχίστηκε η πειραματική επεξεργασία δεδομέ-
νων και η πραγματοποίηση ενδεικτικών προσομοιώσεων με την πλατφόρμα
πεπερασμένων στοιχείων FEniCS στα υπολογιστικά συστήματα του Εργαστη-
ρίου Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Η/Υ (ΕΕΜΗΥ). Ταυτόχρονα επεκτείνεται
η μελέτη απεικόνισης μεθόδων Hermite-Collocation σε πολυπυρήνες παράλλη-
λες υπολογιστικές αρχιτεκτονικές τύπου CPU/GPU (η περιγραφή των σχετικών
αποτελεσμάτων έχει συμπεριληφθεί στη ΤΕ Δράσης 4.3 έτους 2013).

Συνοψίζονται τα παραπάνω, η ερευνητική δραστηριότητα της περιόδου περιλαμ-
βάνει κυρίως:

• Επικύρωση των μεθόδων dDHC, καθώς και μετασχηματισμού Φωκά, και
σχημάτων DIRK σε γενικευμένα μοντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκε-
φάλου στις 1+1 διαστάσεις που περιγράφονται από αντίστοιχα γενικευμένα
γραμμικά προβλήματα πολλαπλών πεδίων.

• Επικύρωση των μεθόδωνHermite-Collocation και SSPRK για μη-γραμμικά
ομοιογενή παραβολικά προβλήματα, σε προβλήματα Βιολογικής εισβολής
πληθυσμών στις 1 + 1 διαστάσεις.

• Επικύρωση των μεθόδων dDHC και σχημάτων DIRK σε μοντέλα εξέλιξης
καρκινικών όγκων εγκεφάλου στις 1+2 διαστάσεις που περιγράφονται από
αντίστοιχα γραμμικά προβλήματα πολλαπλών πεδίων.

Τα παραδοτέα της περιόδου είναι κοινά με αυτά της παραγράφου 1.2 και έχουν
ήδη περιγραφεί.

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 4.2, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Η’.
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4.3 ΕπικύρωσηΑποτελεσμάτων σε Προβλήματα Περιβαλλο-
ντικής Μηχανικής

Το πρόβλημα της υφαλμύρισης (διείσδυση θαλασσινού ύδατος) υπόγειων
υδροφορέων γλυκών υδάτων έχει αναδειχθεί σε ένα σημαντικής σπουδαιότη-
τας οικολογικό πρόβλημα που απασχολεί τη χώρα, ιδιαίτερα δε τη νησιωτική. Τα
μαθηματικά μοντέλα που χρησιμοποιούνται για να περιγράψουν το πρόβλημα
αυτό ανήκουν επίσης στην κατηγορία των ΜΔΕ με ασυνεχείς συντελεστές, λόγω
ανομοιογένειας της υδραυλικής αγωγιμότητας του εδάφους, και συνεπώς ανή-
κουν στην κατηγορία των σύνθετων ΜΔΕ που μελετώνται στο παρόν έργο. Κε-
ντρική επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί αφενός μεν η επικύρωση των
αποτελεσμάτων μας (αποδοτικότητα μεθόδων και λογισμικού) με ένα σημαντικό
περιβαλλοντικό πρόβλημα, αφετέρου δε την ανάπτυξη λογισμικού για τη μελέτη
της βέλτιστης διαχείρισης του υδροφορέα με υψηλής ακρίβειας μεθόδους αλλά
και αλγορίθμους βελτιστοποίησης.

Την τρέχουσα περίοδο τα παραγόμενα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα συνοψί-
ζονται ως εξής:

• Μελέτη μίας διαδικασίας κυρώσεων ελέγχου η οποία πλαισιώνει τον στο-
χαστικό αλγόριθμο βελτιστοποίησης ALOPEX ΙΙ. Η μελέτη της συμπεριφο-
ράς της διεξάγεται μέσω του αναλυτικού μοντέλου περιγραφής ορθογώ-
νιων υδροφορέων, το οποίο προσομοιώνει τον υπόγειο υδροφορέα στο
Βαθύ Καλύμνου.

Τα παραδοτέα της περιόδου περιγράφονται ως εξής:

• P. Stratis, Y. Saridakis, E. Papadopoulou and M. Zakynthinaki, ALOPEX
stochastic optimization for pumping management in freshwater coastal
aquifers, 2nd International Conference onMathematical Modeling in Physical
Sciences 2013, Journal of Physics: Conference Series, 490, 012112, 2014.

• Η Ετήσια Τεχνική Έκθεση του Προγράμματος, που αφορά τη Δράση 4.3
για το έτος 2013.

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 4.3, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Θ’.

5 Δράση 6: Διάχυση Αποτελεσμάτων
Οι βασικές δραστηριότητες επίτευξης της διάχυσης των ερευνητικών αποτε-

λεσμάτων του έργου περιλαμβάνονται στις εξής γενικές κατηγορίες:
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• Συμμετοχή σε διεθνή επιστημονικά συνέδρια.

• Διοργάνωση επιστημονικών ημερίδων.

• Ανάπτυξη ιστοσελίδας του έργου.

• Διοργάνωση ημερίδας παρουσίασης των αποτελεσμάτων του έργου.

5.1 Συμμετοχή σε διεθνή επιστημονικά συνέδρια
Στο πλαίσιο διάχυσης των αποτελεσμάτων, την τρέχουσα χρονική περίοδο,

παρουσιάσαμε επιστημονικές εργασίες σε διεθνή επιστημονικά συνέδρια, που
συνοψίζονται στον πίνακα που ακολουθεί.

ΔΙΕΘΝΗ ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΑ ΣΥΝΕΔΡΙΑ

ΤΙΤΛΟΣ ΤΟΠΟΘΕΣΙΑ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΕΙΣ ΔΗΜΟΣΙΕΥΣΕΙΣ ΒΡΑΒΕΙΑ

ICAEM 2013
London
Jul 2013 1 1 -

ICPDC 2013
London
Jul 2013 1 1 1

ICMSQUARE 2013
Prague

Sept 2013 4 4 -

http://www.iaeng.org/WCE2013/
http://www.iaeng.org/WCE2013/
http://www.icmsquare.net/index.php/about/history
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1 Σκοπός
Σκοπός της δράσης 2.1, όπως προκύπτει από το ΤΔΥ, είναι η ανάπτυξη και

μελέτη ορθογώνιων ή spline collocation μεθόδων για την επίλυση μη-κλασικών
ΜΔΕ (multiphysics, multidomain) και η αντιμετώπιση ασυνεχειών στους συντε-
λεστές, αλλά και η κατανόηση της επίδρασης των ασυνεχειών αυτών στην συ-
μπεριφορά της μεθόδου collocation όσον αφορά τον βαθμό σύγκλισης και την
ευστάθεια της μεθόδου, καθώς και της κατάστασης των αντίστοιχων γραμμικών
συστημάτων. Τα αριθμητικά σχήματα που θα αναπτυχθούν θα υλοποιηθούν σε
σειριακά υπολογιστικά περιβάλλοντα αλλά και σύγχρονα παράλληλα για προ-
βλήματα εφαρμογών (στα πλαίσια δράσεων 3 και 4).

Στο παραπάνω πλαίσιο, συνεχίζοντας την ερευνητική δραστηριότητα που
αναπτύξαμε τη προηγούμενη περίοδο και λαμβάνοντας υπόψιν τον προγραμμα-
τισμό του ερευνητικού έργου, οι βασικές ερευνητικές δραστηριότητες που ανα-
πτύξαμε το έτος 2013 επικεντρώθηκαν στην προσαρμογή και επέκταση της με-
θόδου Collocation με ασυνεχή κυβικά Hermite στοιχεία (dDHC) ώστε να μπο-
ρεί να επιλύει διευρυμένες κλάσεις ελλειπτικών και παραβολικών προβλημάτων
ΜΔΕ πολλαπλών πεδίων. Ο σκοπός και οι στόχοι που επετεύχθησαν την τρέ-
χουσα περίοδο εξειδικεύονται και αναλύονται στις παραγράφους που ακολου-
θούν.

Παράλληλα βελτιώνεται η παράλληλη επαναληπτική επίλυση των εξισώσεων
Hermite Collocation σε πολλαπλά γραφικά υποσυστήματα υπολογισμών (GPUs).

1.1 Προσαρμογή της dDHC σε γενικευμένα γραμμικά προ-
βλήματα πολλαπλών πεδίων στις 1 + 1 διαστάσεις

Με κύριο στόχο τη βελτίωση του μαθηματικού φορμαλισμού που αναπτύξαμε
την προηγούμενη περίοδο, ώστε με περισσότερη ευκολία να μπορεί να προ-
σαρμόζεται σε γενικότερες κλάσεις προβλημάτων, η μέθοδος dDHC προσαρ-
μόστηκε και επεκτάθηκε σε προβλήματα πολλαπλών πεδίων με ακαθόριστου
πλήθους περιοχών ασυνέχειας και αρχικών πηγών. Επίσης, για προβλήματα
παραβολικού τύπου όπου απαιτείται και αρχική συνθήκη, κατασκευάστηκε κα-
τάλληλη αρχική συνάρτηση που να ικανοποιεί την συνθήκη της συνέχειας της
λύσης καθώς και την συνθήκη της ασυνέχειας της πρώτης παραγώγου της.
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1.2 Ανάπτυξη της μεθόδου Hermite Collocation για ομογενή
παραβολικά μη-γραμμικά προβλήματα στις 1+ 1 διαστά-
σεις

Με στόχο την ανάπτυξη του απαραίτητου μαθηματικού φορμαλισμού για την
αντιμετώπιση μη-γραμμμικών προβλημάτων πολλαπλών πεδίων αλλά και τη
διεύρυνση των φυσικών προβλημάτων και εφαρμογών που μπορούν να επι-
λυθούν με την νέα μέθοδο dDHC που έχουμε αναπτύξει, την τρέχουσα περίοδο
θεωρήσαμε την επίλυση ομογενών μη-γραμμικών ελλειπτικών και παραβολικών
προβλημάτων στις 1+1 διαστάσεις όπου ο συντελεστής διάχυσης είναι συνεχής
αλλά εξαρτάται γραμμικά από την ίδια τη συνάρτηση. Με τη χρήση γινομένων
πινάκων τύπου Hadamard αναπτύχθηκε νέος φορμαλισμός για την την αντιμε-
τώπιση των μη γραμμικών όρων πολυωνυμικού τύπου.

1.3 Επέκταση της dDHC σε γραμμικά προβλήματα πολλα-
πλών πεδίων στις 1 + 2 διαστάσεις

Έχοντας αναπτύξει τον απαιτούμενο φορμαλισμό στις 1 + 1 διαστάσεις ξεκι-
νάμε την ανάπτυξη φορμαλισμού για γραμμικά προβλήματα πολλαπλών πεδίων
στις 1+2 διαστάσεις με στόχο την επέκταση της dDHC μεθόδου για την αντιμετώ-
πιση μιας διευρυμένης κλάσης ρεαλιστικών προβλημάτων. Τα αρχικά μας απο-
τελέσματα αφορούν ορθογώνιες γεωμετρίες με ασυνέχειες αποκλειστικά στην
x-κατεύθυνση ή αποκλειστικά y-κατεύθυνση (τύπου stripes) ώστε να σχηματι-
στούν οι εξισώσεις με χρήση εξωτερικού γινομένου.

1.4 Παράλληλη επαναληπτική επίλυση των Collocation εξι-
σώσεων με χρήση πολλαπλών υποσυστημάτων GPUs

Αντικείμενο αυτής της ερευνητικής δραστηριότητας είναι η μελέτη απεικό-
νισης των Hermite Collocation εξισώσεων, που προκύπτουν από ελλειπτικά
προβλήματα συνοριακών τιμών, σε παράλληλες αρχιτεκτονικές που χρησιμο-
ποιούν γραφικούς επιταχυντές GPUs. Σε παλαιότερη εργασίας μας, παρουσιά-
στηκε παράλληλος αλγόριθμος, στον οποίο γίνεται χρήση του συμπληρώμα-
τος Schur σε συνδυασμό με την επαναληπτική μέθοδο επίλυσης Bi-Conjugate
Gradient Stabilized (BiCGSTAB) για πολυπύρηνες αρχιτεκτονικές με χρήση γρα-
φικού υποσυστήματος (GPU). Στην ερευνητική διαδικασία, η χρήση του συγκε-
κριμένου αλγορίθμου επεκτείνεται σε αρχιτεκτονικές υψηλών επιδόσεων με χρήση
πολλαπλών γραφικών υποσυστημάτων GPUs. Για την υλοποίηση του παράλλη-
λου αλγορίθμου σε συγκεκριμένου τύπου αρχιτεκτονικές, απαιτείται υβριδικού
τύπου διαχείριση της μνήμης λόγω της αρχιτεκτονικής των επιμέρους υλικών -
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το γραφικό υποσύστημα αποτελεί σύστημα κατανεμημένης μνήμης ενώ οι πολ-
λαπλοί πυρήνες του κεντρικού επεξεργαστή επικοινωνούν μέσω ενιαίας μνήμης.
Η υλοποίηση του αλγορίθμου πραγματοποιήθηκε σε πολυπύρηνο μηχάνημα τύ-
που HP SL390, εξοπλισμένο με γραφικά υποσυστήματα τύπου Tesla M2070, με
χρήση των προτύπων OpenMP και OpenACC. Οι χρόνοι εκτέλεσης που παρου-
σιάζονται φανερώνουν την αποδοτικότητα της παράλληλης εκτέλεσης.

Το υπόλοιπο της παρούσης Τεχνικής Έκθεσης είναι οργανωμένο ως εξής. Στην
παράγραφο 2 παρουσιάζουμε τα βασικά στοιχεία της μεθοδολογίας που ακο-
λουθήσαμε και στην παράγραφο 3 ενδεικτικά αριθμητικά αποτελέσματα ενώ στις
επόμενες δύο αναφέρουμε τις συνεργασίες που προέκυψαν κατά τη διάρκεια του
έτους καθώς και τους μελλοντικούς στόχους.

2 Μεθοδολογία

2.1 Προσαρμογή της dDHC σε γενικευμένα γραμμικά προ-
βλήματα πολλαπλών πεδίων στις 1 + 1 διαστάσεις

Ως γνωστόν, το μοντέλο αναφοράς στις 1+1 διαστάσεις έχει τη μορφή:
ct = (Dcx)x + c , x ∈ [a, b] , t ≥ 0

cx(a, t) = 0 και cx(b, t) = 0

c(x, 0) = f(x)

(1)

ή, ισοδύναμα, αντικαθιστώντας c(x, t) = etu(x, t), στη μορφή:
ut = (Dux)x , x ∈ [a, b] , t ≥ 0

ux(a, t) = 0 και ux(b, t) = 0 .

u(x, 0) = f(x)

(2)

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει στις Τεχνικές Εκθέσεις των Δράσεων 2.1 & 4.2
έτους 2012, η συντελεστής διάχυσης D ≡ D(x) είναι ασυνεχής και χαρακτηρί-
ζει προβλήματα πολλαπλών πεδίων. Προς χάριν γενίκευσης και βελτίωσης του
φορμαλισμού που έχουμε ήδη αναπτύξει, ας υποθέσουμε ότι έχουμεK διακριτά
εσωτερικά σημεία διεπαφής wk στο χωρίο [a, b] που ορίζουν K + 1 διακριτές
περιοχές διάχυσης. Δηλαδή υποθέτουμε:

a = w0 < w1 < · · · < wk < · · · < wK < wK+1 = b,
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και ορίζουμε τα υποχωρία

Wk = (wk−1, wk) , k = 1, . . . , K + 1 . (3)

έτσι ώστε
D(x) = γk ∈ R for x ∈ Wk , k = 1, . . . , K + 1 . (4)

 !  !

  w0   w2   w3  w1   
wj−1  

wj   
wj+1   wK+1 wK  wK−1

 γ 2

 γ 3
 γ 1

 
γ j

  
γ j+1

 γ K

  γ K+1

Σχήμα 1: Ο συντελεστής διάχυσης D στα K + 1 υποχωρία

Όπως και στο πρόβλημα με τις 3 περιοχές, έτσι και εδώ η παραβολική φύση
της διαφορικής συνεπάγεται την συνέχεια της c, καθώς και των ct, (Dcx). Και,
καθώς ο D στην (4) είναι ασυνεχής, η cx πρέπει να είναι επίσης κατάλληλα
ασυνεχής, ώστε να προκύπτει η συνέχεια της (Dcx). Αυτές οι προυποθέσεις
οδηγούν στις παρακάτω συνθήκες μεταξύ των εσωτερικών σημείων διεπαφής
wk , k = 1, . . . , K:

lim
x→w−

k

c(x, t) = lim
x→w+

k

c(x, t)

lim
x→w−

k

D(x)cx(x, t) = lim
x→w+

k

D(x)cx(x, t)
. (5)

Ας θεωρήσουμε τώρα μια ομοιόμορφη διαμέριση σε κάθε ένα απο τα k =
1, . . . , K + 1 κλειστά χωρίαWk = [wk−1, wk] σε Nk υποδιαστήματα μήκους

hk :=
wk − wk−1

Nk

. (6)

οπότε

[a, b] =
N+1∪
j=1

Ij , Ij = [xj−1, xj] (7)

με
xj = a+ j hj(k) , j = 0, . . . , N + 1 , (8)

όπου

N =
K+1∑
k=1

Nk and hj(k) = hk when Ij ⊆ Wk , (9)

για k = 1, . . . , K + 1.
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Η μέθοδος DHC (cf. [20], [21], [22]) αναζητά προσεγγίσεις u(x, t) ∼ c(x, t)
στη μορφή

u(x, t) =
N+1∑
j=0

[α2j(t)ϕ2j(x) + α2j+1(t)ϕ2j+1(x)] (10)

όπου οι ασυνεχείς συναρτήσεις βάσης Hermite ϕ2j(x) και ϕ2j+1(x), με κέντρα τον
κόμβο xj, ορίζονται ως εξής

ϕ2j(x) =


ϕ

(
xj − x
hj(k)

)
, x ∈ Ij

ϕ

(
x− xj
hj+1(k)

)
, x ∈ Ij+1

0 , διαφορετικά

, (11)

και

ϕ2j+1(x) =


−hj(k)

γj
ψ

(
xj − x
hj(k)

)
, x ∈ Ij

hj+1(k)

γj+1

ψ

(
x− xj
hj+1(k)

)
, x ∈ Ij+1

0 , διαφορετικά

. (12)

Οι συναρτήσεις ϕ(s) και ψ(s) είναι τα κυβικά πολυώνυμα Hermite ορισμένα στο
[0, 1],

ϕ(s) = (1− s)2(1 + 2s) , ψ(s) = s(1− s)2. (13)

Στο Σχ. 2 παρακάτω, φαίνονται τα ασυνεχή πολυώνυμα Hermite μεταξύ αρκετών
κόμβων που περιέχουν και ένα σημείο διεπαφής xi = wk.

Μπορεί τώρα να επαληθευθεί ότι,

u(xj, t) = a2j(t), (14)

ux(xj, t) =

{
a2j+1(t)/γj , if xj ∈ Ij

∧
xj ̸= wk ∀k

a2j+1(t)/γj+1 , if xj ∈ Ij+1

∧
xj ̸= wk ∀k

, (15)

οπότε, για οποιοδήποτε xj = wk, ισχύει

lim
x→w−

k

γjux(x, t) = lim
x→w+

k

γj+1ux(x, t) (16)

άρα, οι συνθήκες (5) ικανοποιούνται.
Θεωρώντας τα εσωτερικά σημεία Gauss σε κάθε στοιχείο Ij:

σ2j−1 =
xj−1 + xj

2
− hj

2
√
3
and σ2i =

xj−1 + xj
2

+
hj

2
√
3
. (17)
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0.8

1

xi = wkxi−1
xi+1

Σχήμα 2: Ασυνεχής βάση Hermite μεταξύ των xi = wk

Αντικαθιστώντας τώρα, την προσεγγιστική λύση (10) στην διαφορική,και παρα-
τηρώντας ότι κάθε Ij είναι στοιχείο με βαθμό ελευθερίας τέσσερα οι elemental
εξισώσεις collocation μπορούν να γραφούν ως

2j+1∑
L=2j−2

α̇L(t)ϕL(σi) = γj

2j+1∑
L=2j−2

αL(t)ϕ
′′

L(σi) (18)

για i = 2j − 1 , 2j και φυσικά, α̇L(t) =
d

dt
αL(t) και ϕ

′′
L(x) =

d

dx
ϕL(x).

Δουλεύοντας όπως στη ΤΕ 2012, οι elemental εξισώσεις του γραμμικού όρου
u(m)(x, t) μπορούν να γραφούν στην εξής μορφή πίνακα:

2j+1∑
L=2j−2

αL(t)ϕ
(m)
L (σi) = C

(m)
j αααj , i = 2j − 1, 2j , (19)

όπου

C
(m)
j =

[
A

(m)
j B

(m)
j

]
, m = 0, 2 (20)

αααj =
[
α2j−2(t) α2j−1(t) α2j(t) α2j+1(t)

]T (21)
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με

A
(m)
j =

[
ϕ
(m)
2j−2(σ2j−1) ϕ

(m)
2j−1(σ2j−1)

ϕ
(m)
2j−2(σ2j) ϕ

(m)
2j−1(σ2j)

]

=
1

hmj

[
s
(m)
1

hj(k)

γj
s
(m)
2

s
(m)
3 −hj(k)

γj
s
(m)
4

]
, m = 0, 2

(22)

B
(m)
j =

[
ϕ
(m)
2j (σ2j−1) ϕ

(m)
2j+1(σ2j−1)

ϕ
(m)
2j (σ2j) ϕ

(m)
2j+1(σ2j)

]

=
1

hmj

[
s
(m)
3

hj(k)

γj
s
(m)
4

s
(m)
1 −hj(k)

γj
s
(m)
2

]
, m = 0, 2 .

(23)

Επομένως, συνθέτοντας τα παραπάνω, το σύνολο των εξισώσεων μπορεί
να γραφεί στη μορφή:

C(0)α̇αα = γγγC(2)ααα (24)

όπου οι (2N + 2)× (2N + 2) πίνακες C(m) m = 0, 1, 2, γγγ ορίζονται από:

Cm =


Ã

(m)
1 B

(m)
1

A
(m)
2 B

(m)
2
. . . . . .

A
(m)
N B

(m)
N

A
(m)
N+1 B̃

(m)
N+1

 (25)

και
γγγ = diag [γ1 γ2 γ2 · · · γN γN γN+1] .

Επιπλέον, επιβεβαιώνεται ότι από τις συνοριακές συνθήκες Neumann συνε-
πάγεται ότι

α1(t) = α2N+3(t) = 0 , (26)

και
α̇1(t) = α̇2N+3(t) = 0 . (27)

Τα διανύσματα Ã(k)
1 και B̃(k)

N+1 είναι τα ανάλογα των A(k)
1 και B(k)

N+1, παραλεί-
ποντας την δεύτερη στήλη λόγω των συνοριακών συνθηκών.
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Τέλος, έχουμε προσεγγίσει την αρχική συνθήκη με δύο διαφορετικές συναρ-
τήσεις. Ειδικότερα,ορίσαμε μια συνάρτηση τύπου Dirac για πολλαπλές αρχικές
πηγές,

f(x) =
k∑

i=1

δ(x− ξi) , ξ ∈ [a, b] , (28)

και μια συνάρτηση που ικανοποιεί τις συνθήκες ασυνέχειας μεταξύ των διαφο-
ρετικών χωρίων,

fk(x) =



1

α
√
π
e

[(x+
k−1∑
i=1

(−1)i−1wi)− γ(c+
k−1∑
i=1

(−1)i−1wi)]
2

(αγ)2 , k περιττός

1

α
√
π
e
−

[γ(x− c) + (1− γ)
k−1∑
i=1

(−1)i−1wi)]
2

(αγ)2 , k άρτιος

2.2 Ανάπτυξη της μεθόδου Hermite Collocation για ομογενή
παραβολικά μη-γραμμικά προβλήματα στις 1+ 1 διαστά-
σεις

Ένας τρόπος για να ενσωματωθεί η πυκνοεξαρτώμενη κινητικότητα ενός εί-
δους, στην εξίσωση Fisher-Kolmogorov , ένα κλασσικό μοντέλο βιολογικής ει-
σβολής, είναι να αντικατασταθεί ο σταθερός συντελεστής διάχυσης D με έναν
πυκνοεξαρτώμενο D(u). Υποθέτωντας ότι η διάχυση εξαρτάται γραμμικά απο
την πυκνότητα, δηλαδή D(u) = λ0u + λ1, η γενικευμένη εξίσωση του Fisher
μπορεί να πάρει την ακόλουθη μορφή:

ut = [(λ0 + λ1u)ux]x + λ2u− λ3u2 (29)

όπου u ≡ u(x, t), x ∈ [a, b], t ∈ [0, T ] και λi ∈ R, για i = 0, 1, 2, 3, με λ2λ3 > 0, ενώ
έχουν τεθεί συνοριακές συνθήκες τύπου Neumann ux(a, t) = 0 και ux(b, t) = 0
καθώς και μια αρχική κατανομή της πυκνότητας u(x, 0) = f(x). Υπάρχουσες
αναλυτικές λύσεις που έχουν βρεθεί βοηθούν στην μελέτη της συμπεριφοράς
των αριθμητικών λύσεων και στο καθορισμό της τάξης σύγκλισης της μεθόδου.

Μία γενικότερη κλάση μη-γραμμικών προβλημάτων περιγράφεται από την
Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (KPP) εξίσωση

ut = L[u] := [(λ0 + λ1u)ux]x +
M∑
k=1

λk+1u
k , (30)
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την οποία και θα χρησιμοποιήσουμε στη παρούσα έκθεση για την παραγωγή
του μαθηματικού φορμαλισμού.

Θεωρώντας μια επαρκώς ομαλή λύση της εξίσωσης (30), μια ομοιόμορφη
διαμέριση του [a, b] σε N υποδιαστήματα, με βήμα h = (b − a)/N και κόμβους
xj := a+ jh , j = 1, . . . , N + 1, η μέθοδος Hermite Collocation επιδιώκει O(h4)
προσεγγίσεις της μορφής:

U(x, t) =
N+1∑
j=1

[α2j−1(t)ϕ2j−1(x) + α2j(t)ϕ2j(x)] (31)

όπου ϕ2j−1(x) και ϕ2j(x) είναι οι συνεχείς συναρτήσεις βάσης Hermite και ορίζο-
νται φυσικά από τις σχέσεις (11)-(12) με γj = 1 και hj(k) = h για όλα τα j.

Η αντικατάσταση της προσεγγιστικής λύσης (31) στην εξίσωση (30) παράγει
το υπόλοιπο:

R(x, t) := Ut − [(λ0U + λ1)Ux]x −
M∑
k=1

λk+1U
k . (32)

Χρησιμοποιώντας τώρα τα σημεία Gauss ως εσωτερικά σημεία Collocation μπο-
ρούμε να αποδείξουμε οτι οι εξισώσεις Collocation σε κάθε στοιχείο γράφονται
στη μορφή:

2j+2∑
ℓ=2j−1

α̇ℓ(t)ϕℓ(σi) =

(
λ0 + λ1

2j+2∑
ℓ=2j−1

αℓ(t)ϕℓ(σi)

)

·
2j+2∑

ℓ=2j−1

αℓ(t)ϕ
′′
ℓ (σi)

+ λ1

(
2j+2∑

ℓ=2j−1

αℓ(t)ϕ
′
ℓ(σi)

)2

(33)

+
M∑
k=1

λk+1

(
2j+2∑

ℓ=2j−1

αℓ(t)ϕℓ(σi)

)k

.

Για να παράξουμε την αντίστοιχη εξίσωση σε μορφή πινάκων, όπως και στην
προηγούμενη παράγραφο, θέτουμε

2j+2∑
ℓ=2j−1

αℓ(t)ϕ
(m)
ℓ (σi) |i=2j−1,2j = C

(m)
j αααj , (34)

όπου

C
(m)
j =

[
A

(m)
j B

(m)
j

]
, m = 0, 1, 2 (35)

αααj =
[
α2j−1(t) α2j(t) α2j+1(t) α2j+2(t)

]T (36)
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με

A
(m)
j =

[
ϕ
(m)
2j−1(σ2j−1) ϕ

(m)
2j (σ2j−1)

ϕ
(m)
2j−1(σ2j) ϕ

(m)
2j (σ2j)

]

=
1

hm



[
s
(m)
1 hs

(m)
2

s
(m)
3 −hs(m)

4

]
, m = 0, 2

[
s
(m)
1 hs

(m)
2

s
(m)
1 hs

(m)
4

]
, m = 1

(37)

B
(m)
j =

[
ϕ
(m)
2j+1(σ2j−1) ϕ

(m)
2j+2(σ2j−1)

ϕ
(m)
2j+1(σ2j) ϕ

(m)
2j+2(σ2j)

]

=
1

hm



[
s
(m)
3 hs

(m)
4

s
(m)
1 −hs(m)

2

]
, m = 0, 2

[
s
(m)
3 hs

(m)
4

s
(m)
3 hs

(m)
2

]
, m = 1

(38)

και

m = 0 m = 1 m = 2

s
(m)
1

9+4
√
3

18
−1 −2

√
3

s
(m)
2

3+
√
3

36

√
3
6

−1−
√
3

s
(m)
3

9−4
√
3

18
1 2

√
3

s
(m)
4 −3−

√
3

36
−

√
3
6

−1 +
√
3

.

Αποδεικνύοντας, επιπλέον, ότι οι Collocation εξισώσεις στοιχείου για έναν
γενικό μη-γραμμικό όρο της μορφής

u(m)(x, t)u(n)(x, t) , m, n = 0, 1, 2

μπορούν να εκφραστούν ως το γινόμενο πινάκων κατά Hadamard(
C

(m)
j αααj

)
◦
(
C

(n)
j αααj

)
, (39)
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οι Collocation εξισώσεις στοιχείου σε μορφή πινάκων παίρνουν τη μορφή:

C
(0)
j α̇ααj = λ0C

(2)
j αααj + λ1

(
C

(0)
j αααj

)
◦
(
C

(2)
j αααj

)
+ λ1

(
C

(1)
j αααj

)
◦
(
C

(1)
j αααj

)
+

M∑
k=1

λk+1

(
C

(0)
j αααj

)◦k
. (40)

Επομένως, συνθέτοντας τα παραπάνω, το σύνολο των εξισώσεων μπορεί να
γραφεί στη μορφή:

C0α̇αα = λ0C2ααα

+ λ1 (C1ααα ◦ C1ααα + C0ααα ◦ C2ααα)

+
M∑
k=1

λk+1 (C0ααα)
◦k

(41)

όπου οι (2N + 2)× (2N + 2) πίνακες Cm, m = 0, 1, 2 έχουν την μορφή (25).
Επισημαίνουμε ότι το Collocation μη-γραμμικό σύστημα ΣΔΕ που ορίζεται

στη σχέση (41) μπορεί τώρα να συνδυαστεί με SSP Runge-Kutta σχήματα υψη-
λής τάξης για επιτευχθεί επιτυχώς η λύση του και να διερευνηθεί και η τάξη σύ-
γκλιση των σχημάτων. Αυτό γίνεται ενδεικτικά στη Παράγραφο 3 καθώς και στη
Τεχνική Έκθεση της Δράσης 4.2 όπου και επιβεβαιώνεται η τέταρτη τάξη σύ-
γκλιση της μεθόδου Collocation.

2.3 Επέκταση της dDHC σε γραμμικά προβλήματα πολλα-
πλών πεδίων στις 1 + 2 διαστάσεις

Για να αναπτύξουμε τον απαραίτητο φορμαλισμό στις 1+2 διαστάσεις ας θε-
ωρήσουμε κατ’ αρχήν το στοιχειώδες γραμμικό μοντέλο Προβλήματος Αρχικών-
Συνοριακών Συνθηκών (ΠΑΣΣ) Διάχυσης-Αντίδρασης:

∂c

∂t
= ∇ · (D∇c) + c , (x, y) ∈ [a, b]2 , 0 ≤ t ≤ T

c(0, x, y, ) = f(x, y) ,
∂c

∂η
= 0

όπου φυσικά c := c(t, x, y, ), το οποίο βεβαίως μετά τον κλασικό εκθετικό μετα-
σχηματισμό c←− etc γράφεται ισοδύναμα και ως

∂c

∂t
= ∇ · (D∇c) , (x, y) ∈ [a, b]2 , 0 ≤ t ≤ T (42)

c(0, x, y, ) = f(x, y) ,
∂c

∂η
= 0.
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Η περίπτωση ενδιαφέροντος, τον φορμαλισμό της οποίας αναπτύξαμε την
τρέχουσα περίοδο, χαρακτηρίζεται από το γεγονός ότι ο συντελεστής διάχυσης
D ≡ D(x, y) παρουσιάζει ασυνέχειες αποκλειστικά στην x-κατεύθυνση ή απο-
κλειστικά y-κατεύθυνση (τύπου stripes). Οι περιπτώσεις αυτές σχηματικά απει-
κονίζονται στο σχήμα Σχ. (3) για καλλίτερη κατανόηση.

w1

w2

w3

w4

α	 b	

b	

w1 w2 w3 w4α	 b	

b	

Σχήμα 3: Χωρία Stripes και στις δεύο διευθύνσεις.

Χωρίς να βλάπτεται η γενικότητα, ας υποθέσουμε ότι έχουμεK διαφορετικές
γραμμές διεπαφής x = wk, όλες κάθετες στην x διεύθυνση, στο χωρίο [a, b]2

όπου δημιουργούν K + 1 διαφορετικές περιοχές διάχυσης. Πιο συγκεκριμένα,
θεωρώντας τη διαμέριση

a = w0 < w1 < · · · < wk < · · · < wK < wK+1 = b,

και τα αντίστοιχα πεδία

Wk = (wk−1, wk)× (a, b) , k = 1, . . . , K + 1 , (43)

ο συντελεστής διάχυσης D ≡ D(x, y) καθορίζεται από την σχέση

D(x, y) = γk ∈ R για (x, y) ∈ Wk , k = 1, . . . , K + 1 . (44)

Παρατηρούμε τώρα, ότι, η παραβολική φύση της διαφορικής συνεπάγεται τη
συνέχεια της c, όπως φυσικά στις ct και (Dcx). Αφού οD (βλ. 44) είναι ασυνεχής
στη x κατεύθυνση, η cx πρέπει να είναι επίσης ασυνεχής, ώστε το γινόμενο (Dcx)
να είναι συνεχής. Σε αυτό το σημείο πρέπει να αναφέρουμε ότι, αφού ο D είναι
συνεχής στην y κατεύθυνση τότε η cy και ηDcy είναι συνεχείς συναρτήσεις. Αυτές
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…" …"
γK+1"

γK"

γj+1"
γj"γ3"

γ2"
γ1"

wK+1"w1"w0" w3"w2" wj,1" wj+1"wj" wK,1" wK"
α"

b"

Σχήμα 4: Ο συντελεστής διάχυσης D για τα K +1 πεδία για το πρόβλημα τύπου
stripes στη x-διεύθυνση.

οι συνθήκες ορίζουν τις σχέσεις που πρέπει να ισχύουν στις γραμμές διεπαφής
wk , k = 1, . . . , K:

lim
x→w−

k

c(t, x, y) = lim
x→w+

k

c(t, x, y)

lim
x→w−

k

D(x, y)cx(t, x, y) = lim
x→w+

k

D(x, y)cx(t, x, y).

(45)

Ας θεωρήσουμε τώρα μια ομοιόμορφη διαμέριση σε καθένα απο τα k =
1, . . . , K + 1 κλειστά χωρία [wk−1, wk] από Nxk

υποδιαστήματα μήκους

hxk
:=

wk − wk−1

Nxk

, (46)

και Ny υποδιαστήματα μήκους

hy :=
b− a
Ny

. (47)

Οπότε,

[a, b]2 =

Nxk
+1∪

i=1

Ny+1∪
j=1

Iij , Iij = Ixi × I
y
j (48)

με

Ixi = [xi−1, xi] , Iyj = [yj−1, yj]

xi = a+ i hi(k), i = 0, . . . , N + 1 ,

yj = a+ j hy, j = 0, . . . , Ny + 1 ,

(49)

όπου

N =
K+1∑
k=1

Nk and hi(k) = hxk
when Ixi ⊆ [wk−1, wk] , (50)
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για k = 1, . . . , K + 1.
Η μέθοδος dDHC αναζητά προσεγγίσεις u(t, x, y) ∼ c(t, x, y) της μορφής

u(t, x, y) =
2N+1∑
i=0

2Ny+1∑
j=0

αi,j(t)Φi,j(x, y) (51)

όπου οι derivative discontinuous Hermite bicubic συναρτήσεις βάσης Φi,j(x, y)
ορίζονται ως

Φi,j(x, y) = ϕi(x; γk)ϕj(y; 1) (52)

με ϕi(x; γk) να συμβολίζουν τα ασυνεχή Hermite κυβικά πολυώνυμα, όπως ορί-
στηκαν στις σχέσεις (11)-(12), και ϕj(y; 1) να συμβολίζουν τα συνεχή Hermite
κυβικά πολυώνυμα, δηλ. όπως ορίστηκαν στις σχέσεις (11)-(12) αλλά με γk =
1. Όπως έχουμε ήδη εξηγήσει αναλυτικά στη μονοδιάστατη περίπτωση, στους
όρους u(t, x), ux(t, x) και uxx(t, x) αντιστοιχούν οι Collocation πίνακες C0, C1

και C2 αντίστοιχα. Εδώ, χρησιμοποιώντας το συμβολισμό C̃m για να συμβο-
λίσουμε τους πίνακες που προέρχονται από τα ασυνεχή Hermite πολυώνυμα
στη x-κατεύθυνση και Cm για να συμβολίσουμε τους πίνακες που προέρχονται
από τα συνεχή Hermite πολυώνυμα στη y-κατεύθυνση, αποδείξαμε (γενικεύο-
ντας τον σχετικό φορμαλισμό του Tensor Product Collocation) ότι μπορούμε να
γράψουμε το σύστημα ΣΔΕ που προκύπτει από τη διακριτοποίηση του ΠΑΣΣ
(43) στη μορφή:

A0̃0ȧ̇ȧa = A2̃0aaa+ A0̃2aaa

όπου
Am̃n = C̃m ⊗ Cn .

Αξίζει να σημειώσουμε ότι στην περίπτωση όπου οι γραμμές διεπαφής ήταν
κάθετες στον άξονα y′y τότε είναι εύκολο κανείς να παρατηρήσει ότι το αντίστοιχο
σύστημα που θα προκύψει είναι της μορφής:

A00̃ȧ̇ȧa = A20̃aaa+ A02̃aaa

Δηλαδή οι πίνακες με τα ασυνεχή πολυώνυμα Hermite θα είναι αυτοί που αντι-
στοιχούν στην y διεύθυνση.

2.4 Παράλληλη επαναληπτική επίλυση των Collocation εξι-
σώσεων με χρήση πολλαπλών υποσυστημάτων GPUs

Η μέθοδος διακριτοποίησης Collocation είναι μια γνωστή μέθοδος Πεπερα-
σμένων Στοιχείων υψηλής τάξης ακρίβειας, βασισμένη στα πολυώνυμα Hermite
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bi-cubic, που χρησιμοποιείται στην επίλυση ελλειπτικών Προβλημάτων Συνορια-
κών Τιμών (BVPs) (βλέπε [51, 44, 46]).

Με την εφαρμογή της μεθόδου σε τετράγωνα χωρία, και με χρήση ομοιόμορ-
φης ns × ns διαμέρισης και κατάλληλης αρίθμησης αγνώστων και εξισώσεων
με τη μέθοδο red-black ([45]), το παραγόμενο Collocation red-black γραμμικό
σύστημα Ax = b είναι στη μορφή [35],[

DR HB

HR DB

] [
xR

xB

]
=

[
bR

bB

]
(53)

όπου οι πίνακες DR και DB είναι block διαγώνιοι και ομαλοί (βλέπε [49]). Το
μεγάλο μέγεθος του γραμμικού συστήματος, ειδικά σε περιπτώσεις πυκνής δια-
κριτοποίησης, αυξάνει τον απαιτούμενο χώρο αποθήκευσης των δεδομένων και
ταυτόχρονα, υποδεικνύει τη χρήση επαναληπτικής μεθόδου [42, 50] για την απο-
δοτική επίλυση σε παράλληλα υπολογιστικά συστήματα [52, 46, 47, 48]. Η προ-
ρυθμισμένη επαναληπτική μέθοδος BiCGSTAB ([34]) είναι μια αποδοτική μέ-
θοδος επίλυσης για Collocation) γραμμικά συστήματα (53), σε υψηλών επιδό-
σεων παράλληλες αρχιτεκτονικές [47, 52, 48]. Στην [53] παρουσιάστηκε ένας
νέου τύπου επιλύτης με χρήση του συμπληρώματος Schur για πολυπύρηνες
αρχιτεκτονικές με χρήση γραφικού υποσυστήματος (GPU). Στη μέθοδο προσεγ-
γίζονται επαναληπτικά μόνο οι black άγνωστοι και από αυτούς υπολογίζονται
άμεσα οι κόκκινοι άγνωστοι. Καθότι βασίζεται στην εφαρμογή τεχνικής προρύθ-
μισης στο γραμμικό σύστημα (53), σε 2 φάσεις, η επαναληπτική διαδικασία του
αλγορίθμου για την επίλυση του γραμμικού συστήματος του συμπληρώματος
Schur περιλαμβάνει επιλύτη δίχως προρύθμιση. Για το λόγο αυτό επιλέγεται η
μέθοδος BiCGSTAB, για τον υπολογισμό των μαύρων αγνώστων. Λαμβάνοντας
υπ’όψιν ότι αυτό είναι το πλέον δαπανηρό υπολογιστικά μέρος της διαδικασίας
επίλυσης - συγκεκριμένα, οι δύο πολλαπλασιασμοί που εμπλέκουν το συμπλή-
ρωμα του Schur του πίνακα για κάθε επαναληπτικό βήμα της BiCGSTAB - επι-
λέγουμε ένα σημαντικό μέρος των παράλληλων υπολογισμών για αυτούς τους
πολλαπλασιασμούς να πραγματοποιούνται σε γραφικά υποσυστήματα προκει-
μένου να επιτευχθεί επιτάχυνση της επίλυσης. Για την περίπτωση υλοποίησης
του αλγορίθμου σε συστήματα με ένα γραφικό υποσύστημα, έχει ήδη παρουσια-
στεί ο αλγόριθμος και το μοντέλο διαχείρισης μνήμης. Σε περίπτωση όμως που
υπάρχει δυνατότητα χρήσης περισσοτέρων από ένα γραφικών υποσυστημάτων,
είναι επιβεβλημένη μια διαφορετικού τύπου υβριδική διαχείριση της μνήμης, δε-
δομένου ότι κάθε υποσύστημα αποθηκεύει δεδομένα στην τοπική του μνήμη και
επιπλέον, με δεδομένη την ιδιαίτερη δομή των πινάκων HR και HB, προκύπτει
εξάρτηση δεδομένων σε κάθε πολλαπλασιασμό πίνακα με διάνυσμα. Η επό-
μενη παράγραφος παρουσιάζει τον υβριδικό αλγόριθμο, που βασίζεται σε ένα
κοινής-κατανεμημένης μνήμης μοντέλο, που απαιτείται σε περίπτωση χρήσης
πολλαπλών γραφικών υποσυστημάτων (GPUs).
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2.4.1 Παράλληλος Αλγόριθμος

Ο παράλληλος αλγόριθμος για αρχιτεκτονικές κοινής μνήμης στην [53] βασί-
ζεται σε συγκεκριμένη αντιστοίχιση των αγνώστων σε CPU/GPU υπολογιστικά
νήματα επιτρέποντας ομοιόμορφη κατανομή υπολογιστικού φόρτου για τους πυ-
ρήνες, ελαχιστοποιώντας το κόστος επικοινωνίας μεταξύ νημάτων και κοινής
μνήμης και επιπλέον εκμηδενίζοντας το φαινόμενο idle core κατά τη διάρκεια
της παράλληλης διαδικασίας.

Ακολουθώντας την ίδια αντιστοίχιση αγνώστων σε περίπτωση N πλήθους
διαθέσιμων γραφικών υποσυστημάτων και για άρτιο k = ns

N
, οι παράλληλες δια-

δικασίες πολλαπλασιασμού πίνακα διάνυσμα t = HRz και q = HBs πρέπει να
χρησιμοποιήσουν GPU και CPU υπολογιστικά νήματα για την αποφυγή πολλα-
πλών μεταφορών δεδομένων μεταξύ της CPU μνήμης και της αντίστοιχης της
GPU. Οι υπολογιστικοί πυρήνες κάθε GPU j = 1, . . . , N υπολογίζουν τα μέρη
των διανυσμάτων tl και ql με l = (j − 1)k + 1, . . . , jk τον αριθμό των υποδιανυ-
σμάτων διάστασης 2ns. Για τον υπολογισμό στην jth GPU, των υποδιανυσμά-
των t(j−1)k+1,t(j−1)k+2,tjk−1, tjk, q(j−1)k+1 και qjk απαιτούνται τα υποδιανύ-
σματα z(j−1)k,zjk+1,s(j−1)k−1,s(j−1)k,sjk+1 και sjk+2, τα οποία είναι αποθηκευ-
μένα στη τοπική μνήμη των j − 1 και j + 1 GPUs. Για αυτό το λόγο, οι συγκε-
κριμένες διαδικασίες εκτελούνται από υπολογιστικούς πυρήνες του CPU, όπου
επίσης είναι αποθηκευμένα.

Ο παράλληλος αλγόριθμος Νο 1 (βλέπε Σχήμα 5) υλοποιεί τα προαναφε-
ρόμενες διαδικασίες και παρουσιάζει τον t = HRz GPU/CPU πολλαπλασια-
σμό πίνακα με διάνυσμα. Ο GPU/CPU πολλαπλασιασμός πίνακα με διάνυσμα

Σχήμα 5: Παράλληλος αλγόριθμος Νο 1.
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q = HBs μπορεί να περιγραφεί με τον παράλληλο αλγόριθμο Νο 2 (βλέπε
Σχήμα 6). Σημειώνεται ότι, για την αποδοτική υλοποίηση του παραπάνω αλ-

Σχήμα 6: Παράλληλος αλγόριθμος Νο 2.

γορίθμου πρέπει να είναι διαθέσιμα τουλάχιστον N CPU υπολογιστικά νήματα,
τα οποία ουσιαστικά διαχειρίζονται τις GPUs. Συγκεκριμένα, κάθε ένα από τα
νήματα φορτώνει τα απαραίτητα δεδομένα από τη κοινή μνήμη του CPU και τα
μεταφέρει στην αντίστοιχη τοπική μνήμη της GPU. Όταν ολοκληρωθούν όλοι οι
υπολογισμοί στη συγκεκριμένη GPU, το ίδιο CPU νήμα μεταφέρει τα δεδομένα
από την τοπική μνήμη της GPU στην μνήμη του CPU. Η διαδικασία αυτή πε-
ριγράφεται παραπάνω εντός της OMP PARALLEL διαδικασίας. Η υπορουτίνα
acc_device_num του προτύπου OpenACC αναλαμβάνει την αντιστοίχιση κάθε
GPU σε ένα από τα CPU υπολογιστικά νήματα που έχει εκτελούν μέσα στην
OMP parallel region.

3 Αριθμητικά Αποτελέσματα Υλοποιήσεων
Τα αποτελέσματα της μελέτης των μεθόδων που περιγράφονται στην πα-

ρούσα Τεχνική Έκθεση, παρουσιάζονται αναλυτικά στην Τεχνική Έκθεση 4.2
Έτος 2013, όσον όμως αφορά τις εξισώσεις Collocation παρουσιάζουμε ένα
απλό πρόβλημα όπου επιβεβαιώνεται η τέταρτη τάξη σύγκλισης της dDHC.
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3.1 Αριθμητικά αποτελέσματα της dDHCσε γενικευμένα γραμ-
μικά προβλήματα πολλαπλών πεδίων στις 1 + 1 διαστά-
σεις

Ανακαλώντας το ΠΑΣΣ (1) θεωρούμε το μοντέλο με τις εξής τιμές το παρα-
μέτρων:

a = −5, w1 = −2.5, w2 = 0, w3 = 2.5, b = 5, γ = 0.5

και f(x) = 1
η
√
π
e−(x−1)2/η2 , με η = 0.2.

Για την διακριτοποίηση στο χρόνο χρησιμοποιήθηκαν σχήματα DIRK (βλ. Τε-

Σχήμα 7: Η αριθμητική λύση της εξίσωσης.

Σχήμα 8: Τάξη σύγκλισης της χωρικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων.

χνική Έκθεση Δράσης 4.2 έτους 2013) και η τάξη σύγκλισης της Collocation σε
όλες τις περιπτώσεις διατηρείται τετάρτη.
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3.2 Αριθμητικά αποτελέσματα της μεθόδουHermite Collocation
για ομογενή παραβολικά μη-γραμμικά προβλήματα στις
1 + 1 διαστάσεις

Το πρόβλημα μοντέλο που χρησιμοποιούμε έχει τη μορφή:

ut =

[(
1

10
u+ 1

)
ux

]
x

+ u− u2 − 2u3

ux(−5, t) = 0, ux(5, t) = 0, u(x, 0) =
1

0.4
√
π
e−(

x
0.4)

2

.

Τα αριθμητικά αποτελέσματα συνοψίζονται στο σχήμα Σχ.?? και στον Πίνακα ΙΙΙ
που ακολουθούν.

2
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Σχήμα 9: Απεικόνιση της αριθμητικής λύσης

TABLE III Computational Performance of HC-RK schemes
Error Norm Collocation’s Time (sec) needed
E∞ O.o.C. to reach t = 2

h SSP(4,3)/(3,3) SSP(4,3)/(3,3) SSP(4,3) SSP(3,3)
1/4 1.72e-05 - 0.18 0.27
1/8 1.26e-06 3.77 0.78 1.20
1/16 8.17e-08 3.94 3.93 6.17
1/32 5.15e-09 3.98 23.03 36.14
1/64 3.24e-10 3.98 147.29 252.05

Για την διακριτοποίηση στο χρόνο χρησιμοποιήθηκαν σχήματα SSPRK (βλ.
Τεχνική Έκθεση Δράσης 4.2 έτους 2013) και η τάξη σύγκλισης της Collocation
σε όλες τις περιπτώσεις διατηρείται τετάρτη.
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3.3 Αριθμητικά αποτελέσματα της dDHC σε γραμμικά προ-
βλήματα πολλαπλών πεδίων στις 1 + 2 διαστάσεις

Θεωρούμε την εξίσωση

∂c

∂t
= ∇ · [D∇(c)] + c , c := c(x, y, t)

(x, y) ∈ [a, b]2 , 0 ≤ t ≤ 2

c(x, y, 0) = f(x, y) ,
∂c

∂η
= 0

όπου

D =


0.2 , (x, y) ∈ [−4,−2]× [−4, 4]
1 , (x, y) ∈ (−2, 2)× (−2, 2)
0.2 , (x, y) ∈ [2, 4]× [−4, 4]

Όπως μπορεί κανείς εύκολα να παρατηρήσει στο Σχ. 10, διακρίνονται οι διαφο-
ρετικές περιοχές στο χωρίο όπου στις γραμμές διεπαφής σχηματίζεται η ασυνε-
χής πρώτη παράγωγος της λύσης. Η τάξη σύγκλισης της μεθόδου παραμένει στο
τέσσερα (Σχ. 11) ενώ ο υπολογιστικός χρόνος επίλυσης της εξίσωσης αυξάνει
πολυωνυμικά.

Σχήμα 10: Αριθμητική Λύση του προβλήματος τύπου Stripes σε 2+1 διαστάσεις
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Σχήμα 11: Τάξη Σύγκλισης

3.4 ΑποτελέσματαΠαράλληλης επίλυσης τωνCollocation εξι-
σώσεων με χρήση πολλαπλών GPUs

Το κοινής μνήμης υπολογιστικό μηχάνημα HP SL390s G7 διαθέτει ένα 6-
πύρηνο επεξεργαστή τύπου Xeon X5660@2.8GHz με 12 MB Level 3 μνήμη τα-
χείας προσπέλασης. Η συνολική μνήμη είναι 24 GB και το λειτουργικό σύστημα
είναι Oracle Linux έκδοσης 6.2. Διαθέτει επίσης 2 γραφικά υποσυστήματα Tesla
M2070 αρχιτεκτονικής Fermi ([37]), συνδεδεμένα μέσωPCI-e gen2 θυρών. Κάθε
γραφικό υποσύστημα διαθέτει 6 GB μνήμης και 448 πυρήνες, ομαδοποιημένους
σε 14 πολυεπεξεργαστές. Η εφαρμογή έχει υλοποιηθεί σε κώδικα Fortran διπλής
ακρίβειας με χρήση των προτύπων OpenMP ([43, 40]) και OpenACC ([41]) με
μεταγλωτιστή της εταιρείας PGI ([38]), έκδοσης 12.9. Επίσης, για τη πράξεις
γραμμικής άλγεβρας χρησιμοποιούνται υποπρογράμματα από τις επιστημονι-
κές βιβλιοθήκες BLAS και LAPACK ([39]).

Για την εκτέλεση του παραπάνω αλγορίθμου χρησιμοποιείται το πρόβλημα
Dirichlet modified Helmholtz, το οποίο δέχεται την παρακάτω αναλυτική λύση

u(x, y) = 10 ϕ(x) ϕ(y) , ϕ(x) = e−100(x−0.1)2(x2 − x),

με τιμή της παραμέτρου λ = 1. Για τη διερεύνηση της απόδοσης του αλγορίθμου
γίνεται χρήση ενός CPU υπολογιστικού νήματος σε περίπτωση εκτέλεσης απο-
κλειστικά στο CPU, ενώ για CPU/GPU υλοποιήσεις το πλήθος τωνCPU νημάτων
είναι ίσο με το πλήθος των διαθέσιμων GPUs. Επιλύονται διάφορα προβλήματα
μεγέθους από ns = 256 μέχρι έως και 2048 πεπερασμένα στοιχεία σε κάθε χω-
ρική κατεύθυνση. Το σύνολο των βαθμών ελευθερίας για κάθε πρόβλημα είναι
16n2

s, καθώς κάθε πεπερασμένο στοιχείο Hermite Collocation έχει 16 βαθμούς
ελευθερίας. Για παράδειγμα, στη περίπτωση της πλέον πυκνής διακριτοποίη-
σης, το σύνολο των βαθμών ελευθερίας ξεπερνά τα 67 εκατομμύρια.
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Ο πίνακας 1 παρουσιάζει το συνολικό χρόνο υπολογισμών σε secs και τις μετρή-
σεις της επιτάχυνσης (speedup) με χρήση μόνο CPU αρχικά, CPU και μιας GPU
στη συνέχεια και CPU με δύο GPUs τελικά, για όλα τα μεγέθη προβλημάτων.

Πίνακας 1: Speedup και χρόνοι εκτέλεσης σε seconds.
ns CPU CPU + GPU CPU + 2GPUs

time time speedup time speedup
256 12.24 11.18 1.09 8.58 1.42
512 88.83 71.25 1.25 54.61 1.63
1024 750.35 549.82 1.37 399.42 1.88
2048 9176.02 6770.11 1.36 5209.01 1.76

Όπως αναμενόταν, το μέγεθος του προβλήματος και το πλήθος των διαθέσι-
μων γραφικών υποσυστημάτων επηρεάζουν την απόδοση του αλγορίθμου. Για
περιπτώσεις πυκνής διακριτοποίησης παρατηρείται επιτάχυνση της διαδικασίας
επίλυσης κατά 50% χρησιμοποιώντας το σύνολο των διαθέσιμων GPU πυρή-
νων.

4 Παραδοτέα
• IE Athanasakis, MGPapadomanolaki, EPPapadopoulou and YGSaridakis,
Discontinuous Hermite Collocation and Diagonally Implicit RK3 for a Brain
Tumour InvasionModel, Proceedings of theWorld Congress on Engineering
2013, Vol I, pp 241-246, WCE-ICAEM 2013, July 3 - 5, 2013, London, U.K.

• ENMathioudakis, NDVilanakis, EPPapadopoulou and YGSaridakis, Parallel
Iterative Solution of the Hermite Collocation Equations onGPUs, Proceedings
of the World Congress on Engineering 2013 Vol II, WCE 2013, July 3 - 5,
2013, London, U.K. (Best Paper Award)

• N. Vilanakis and E. Mathioudakis, Parallel iterative solution of the Hermite
Collocation equations onGPUs II, 2nd International Conference onMathematical
Modeling in Physical Sciences 2013, και στη συνέχεια, σε βελτιωμένη έκ-
δοση, δημοσιεύθηκαν στο Journal of Physics: Conference Series 490 012097,
2014.

• Ανάπτυξη λογισμικού σε προγραμματιστικό περιβάλλον MATLAB, Fortran,
CUDA.

• Η παρούσα τεχνική έκθεση.
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5 Συνεργασίες
Η παρούσα έρευνα πραγματοποιήθηκε από η ερευνητική ομάδα του Πολυ-

τεχνείου Κρήτης (ΚΕΟ1) αποτελούμενη από τους καθ. Ι. Σαριδάκη και καθ. Ε.
Παπαδοπούλου, Δρ. Μ. Παπαδομανωλάκη και τον υποψήφιο διδάκτορα Ι. Αθα-
νασάκη.

6 Μελλοντικές Δράσεις
Έχοντας ως σκοπό την ολοκλήρωση του συνολικού στόχου του προγράμμα-

τος, προγραμματίζονται ως μελλοντικές δράσεις της ομάδας τα παρακάτω:

• Επέκταση της dDHCσε μη-γραμμικά προβλήματα πολλαπλώνπεδίων στις
1 + 1 διαστάσεις

• Επέκταση της dDHCσε μη-γραμμικά προβλήματα πολλαπλώνπεδίων στις
1 + 2 διαστάσεις τύπου stripes

• Μελέτη dDHC σε προβλήματα πολλαπλών πεδίων στις 1 + 2 διαστάσεις
με γενικότερη γεωμετρία
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1 Σκοπός
Στη Δράση 2.2 (Μέθοδοι Χαλάρωσης στις Διεπαφές - ΜΧΔ) κύριο σκοπό απο-

τελεί η δημιουργία και μελέτη νέων προχωρημένων μεθόδων χαλάρωσης στη
διεπαφή κατάλληλες για προβλήματα με σύνθετες ΜΔΕ και ιδιαίτερα κατάλλη-
λες για την αντιμετώπιση ασυνεχειών στους συντελεστές τους. Συγκεκριμένα,
η δράση το 2013 υλοποιεί τους εξής επιμέρους στόχους: (i) περαιτέρω επισκό-
πηση μεθόδων για επίλυση προβλημάτων πολλαπλών φυσικών και χωρίων, (ii)
επισκόπηση υπαρχόντων μεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή για ελλειπτικά και
παραβολικά προβλήματα. (iii) έναρξη των υλοποιήσεων των μεθόδων που θα
χρησιμοποιηθούν στην πορεία του έργου.

Το υπόλοιπο της παρούσης Τεχνικής Έκθεσης είναι οργανωμένο ως εξής. Στην
παράγραφο 2 παρουσιάζουμε τα βασικά στοιχεία της μεθοδολογίας που ακο-
λουθήσαμε και στην παράγραφο 3 τα σημαντικότερα αποτελέσματα.

2 Μεθοδολογία

2.1 Μεθόδων επίλυσης προβλημάτων πολλαπλών φυσικών
και χωρίων

Ανακεφαλαιώνοντας τη μέχρι τώρα πορεία του έργου αναφέρουμε ότι τα προ-
βλήματα πολλαπλών φυσικών και χωρίων ορίζονται μέσα από αλγεβρικές μορ-
φές, πριν διακριτοποιηθούν για να επιλυθούν με οποιαδήποτε κατάλληλη μέ-
θοδο. Οι δύο πιο συνήθεις [1] αλγεβρικές μορφές είναι: (i) το συζευγμένο πρό-
βλημα ισορροπίας (coupled equilibrium problem - (1))

F (u) ≡
(

F1(u1, u2)
F2(u1, u2)

)
= 0, (1)

και (ii) to συζευγμένο πρόβλημα εξέλιξης (coupled evolution problem - (2))

∂tu1 = f1(u1, u2)
∂tu2 = f2(u1, u2)

. (2)

Θέτοντας J = ∂(F1,F2)
∂(u1,u2)

και u = (u1, u2)
T , οι αλγόριθμοι αντιμετώπισης προ-

βλημάτων ισορροπίας (1) μπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε 3 ομάδες όπως
αυτές καταγράφονται στον Πίνακα 1. Συγκεκριμένα υπάρχουν οι μεθοδολογίες
Jacobi, Gauss-Seidel και Newton. Υποθέτοντας ότι το αρχικό πρόβλημα αποτε-
λείται από δύο επιμέρους προβλήματα τότε οι αλγόριθμοι σημειώνονται ως εξής:
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Jacobi Gauss-Seidel Newton
Ορισμός αρχικής τιμής (u0

1, u
0
2)

Για k=1,2,... (εως ότου παρατηρηθεί σύγκλιση)
Υπολόγισε τις (uk+1

1 , uk+1
2 ) Υπολόγισε τις (uk+1

1 , uk+1
2 ) Υπολόγισε το δu

F1(u
k+1
1 , uk

2) = 0 F1(u
k+1
1 , uk

2) = 0 J(uk)δu = −F (uk)

F2(u
k
1 , u

k+1
2 ) = 0 F2(u

k+1
1 , uk+1

2 ) = 0 Υπολόγισε uk+1 = uk + δu
Τέλος βήματος επαναληπτικής διαδικασίας

Πίνακας 1: Κατηγορίες αλγορίθμων για προβλήματα ισορροπίας.

Παρατηρούμε ότι στην αριστερή κλάση των αλγορίθμων η εκτέλεση ακολου-
θεί την μεθοδολογία Jacobi για την επίλυση συστήματος γραμμικών εξισώσεων.
Για παράδειγμα στην k επανάληψη, η νέα λύση στο πρώτο χωρίο uk+1

1 υπολο-
γίζεται με βάση την προηγούμενη λύση από το γειτονικό χωρίο uk

2, ενώ η νέα
λύση στο δεύτερο χωρίο uk+1

2 υπολογίζεται με βάση την προηγούμενη λύση από
το πρώτο χωρίο uk

1. Η διαδικασία αυτή μπορεί να επεκταθεί για περισσότερα
από δύο υποχωρία, όπου κάθε φορά η νέα λύση uk+1

i στο i χωρίο υπολογίζεται
χρησιμοποιώντας πληροφορία από τη λύση όλων των γειτονικών χωρίων στην
προηγούμενη επανάληψη k. Το συγκεκριμένο σχήμα είναι πλήρως παραλληλί-
σιμο, αφού χρησιμοποιώντας τις λύσεις των επιμέρους προβλημάτων από την
προηγούμενη επανάληψη, μπορούμε να υπολογίσουμε τις νέες λύσεις σε όλα
τα χωρία ταυτόχρονα.
Οι μέθοδοι τύπου Gauss-Seidel, ακολουθούν το πρότυπο της αντίστοιχης με-
θόδου για την επίλυση συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Υποθέτοντας ότι
έχουμε n επιμέρους συζευγμένα προβλήματα, η νέα λύση uk+1

i στο i χωρίο υπο-
λογίζεται λαμβάνοντας υπόψιν όλες τις uk+1

1 , uk+1
2 , . . . , uk+1

i−1 από την τρέχουσα
επανάληψη και τις uk

i+1, . . . , u
k
n από την προηγούμενη επανάληψη. Η συγκεκρι-

μένη μεθοδολογία δεν έχει χαρακτηριστικά παραλληλισμού, ωστόσο λόγω της
άμεσης χρήσης των διορθωμένων τιμών των γειτόνων συγκλίνει ταχύτερα της
Jacobi.
Τέλος, οι αλγόριθμοι τύπου Newton, θεωρούνται αυστηρά συζευγμένα σχήματα
καθώς εμπλέκουν τις ∂Fi,

∂uj
στον Ιακωβιανό πίνακα του συστήματος και χρησιμο-

ποιούνται τόσο σε προβλήματα ισορροπίας όσο και σε προβλήματα εξέλιξης.

Ορισμός αρχικής συνθήκης (u1(t0), u2(t0))
Για n = 1, . . . , Nt

Προχωρούμε ένα βήμα στο χρόνο για την u1 λύνοντας την ∂tu1 = f1(u1, u2(tn−1))
στο n χρονικό σημείο (δηλ., u1(tn))

Προχωρούμε ένα βήμα στο χρόνο για την u2 λύνοντας την ∂tu2 = f2(u1(tn), u2)
στο n χρονικό σημείο (δηλ., u2(tn))

Τέλος βήματος επαναληπτικής διαδικασίας

Πίνακας 2: Αλγόριθμοι για προβλήματα εξέλιξης.
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Για τα προβλήματα εξέλιξης σε πολλαπλά χωρία και φυσικά μοντέλα, θεω-
ρούμε σχήματα όπως αυτό του Πίνακα 2. Η μεθοδολογία αυτή είναι η απλού-
στερη δυνατή για την επίλυση παραβολικών προβλημάτων πολλαπλών χωρίων
και πολλαπλών φυσικών μοντέλων. Κάθε επιμέρους πρόβλημα μπορεί να αντι-
μετωπιστεί με άμεσα ή έμμεσα σχήματα για τη διακριτοποίησηωςπρος το χρόνο.
Σε κάθε βήμα στο χρόνο χρησιμοποιούμε εμφωλευμένη επαναληπτική διαδικα-
σία για βελτίωση της λύσης στο steady πρόβλημα της συγκεκριμένης χρονικής
στιγμής.

Οι μέθοδοι διαχωρισμού του χωρίου [2]–[8] είναι μέθοδοι που χρησιμοποιή-
θηκαν αρχικά για να αντιμετωπίσουν τέτοιου είδους προβλήματα. Το κύριο χα-
ρακτηριστικό τους είναι ότι διακριτοποιείται το αρχικό σύνθετο πρόβλημα (ακόμη
και αν είναι ήδη χωρισμένο από τη φυσική του) και στη συνέχεια κόβεται σε επι-
μέρους προβλήματα σε επίπεδο γραμμικής άλγεβρας. Πλήθος μεθόδων, κυρίως
επαναληπτικές χρησιμοποιούνται για να επιλύσουν τα επιμέρους γραμμικά συ-
στήματα που προκύπτουν τα οποία είναι ισχυρά συζευγμένα.

Οι Μέθοδοι Χαλάρωσης στη Διεπαφή (ΜΧΔ) [9] αποτελούν μια εναλλακτική
μεθοδολογία για την αντιμετώπιση σύνθετων προβλημάτων και περιγράφονται
στην παράγραφο 2.2

2.2 Μέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή για ελλειπτικά και πα-
ραβολικά προβλήματα

Οι ΜΧΔ μελετούν σύνθετα προβλήματα ΜΔΕ πολλαπλών μοντέλων φυσικής
και πολλαπλών χωρίων με κύριο χαρακτηριστικό τα επιμέρους προβλήματα να
ορίζονται σε ένα απλό χωρίο στο οποίο εφαρμόζεται μια ΜΔΕ. Επίσης, μελετούν
το σύνθετο πρόβλημα, ερμηνεύοντας τη φυσική του προκειμένου να κατανοή-
σουμε και να αξιοποιήσουμε όλες τις ιδιότητές του. Το επιμέρους προβλήματα
που προκύπτουν, προέρχονται από τεμαχισμό είτε με βάση τη φυσική του αρχι-
κού προβλήματος είτε με βάση θέματα παραλληλισμού. Αυτά τα μικρά προβλή-
ματα μελετώνται ανεξάρτητα και επιλύονται με τις κατάλληλες μεθόδους (FEM,
FD, κλπ.). Ωστόσο, υπάρχει σύζευξη μεταξύ των υποπροβλημάτων [10]–[12]
στα κοινά σύνορα, που ονομάζονται διεπαφές (interfaces), έτσι ώστε να ικανο-
ποιούνται συνθήκες και ιδιότητες του αρχικού προβλήματος (π.χ., συνέχεια και
ομαλότητα της λύσης του αρχικού σύνθετου προβλήματος, ή ασυνέχεια στην
παράγωγο της λύσης στο αρχικό πρόβλημα κλπ.).
Αρχικές συνθήκες ορίζονται πάνω στις διεπαφές και μεταφέρονται κατάλληλα
ως συνοριακές συνθήκες στα επιμέρους προβλήματα. Αυτά επιλύονται ταυτό-
χρονα και οι προσεγγίσεις που προκύπτουν συνδυάζονται κατάλληλα μέσω κά-
ποιας ΜΧΔ χρησιμοποιώντας την τιμή της λύσης ή/και της παραγώγου της πάνω
στις διεπαφές για να παραχθούν καλύτερες προσεγγίσεις (πάνω στις διεπα-
φές). Κατά την ανάλυση των ΜΧΔ, μελετώνται θέματα μαθηματικής ανάλυσης,
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υπολογιστικής πολυπλοκότητας και θέματα υλοποίησης που έχουν να κάνουν
με λογισμικό ή/και υλικό [1]. Η μαθηματική ανάλυση επιτυγχάνεται κυρίως σε
απλά μοντέλα φυσικής καθώς δεν είναι εφικτό να αναλυθούν σε βάθος πραγ-
ματικά προβλήματα. Η χρήση υπάρχοντος λογισμικού είναι μεγάλης σημασίας
στην υλοποίηση των ΜΧΔ. Υπάρχει πληθώρα πακέτων λογισμικού που υλο-
ποιούν μεθόδους επίλυσης απλών προβλημάτων αλλά πρέπει να συνδυαστούν
και υποστηριχθούν κατάλληλα σε επίπεδο λογισμικού αλλά και υλικού, για να
επιλύσουμε σύνθετα προβλήματα

Η διαδικασία των ΜΧΔ είναι επαναληπτική [11] και περιγράφεται ως:

1. Ορισμός αρχικών τιμών της συνάρτησης (ή και των παραγώγων) σε όλες τις
διεπαφές όλων των υποχωρίων για να χρησιμοποιηθούν σαν συνοριακές
συνθήκες.

2. Επίλυση του κάθε απλού προβλήματος ΜΔΕ, ταυτόχρονα σε όλα τα υπο-
χωρία με τις κατάλληλες συνοριακές συνθήκες.

3. Σύγκριση των νέων τιμών (με τις προηγούμενες) πάνω στις διεπαφές. Υπο-
λογισμός νέων βελτιωμένων τιμών χρησιμοποιώντας κατάλληλη ΜΧΔ.

4. Επιστροφή στο Βήμα 2, μέχρι να επιτευχθεί σύγκλιση.

Η διαδικασία χαλάρωσης στη διεπαφή ποικίλει από απλό μέσο όρο τιμών της
συνάρτησης από τα δυο υποχωρία που έχουν κοινό σύνορο τη διεπαφή, μέχρι
την εφαρμογή πολύπλοκων τελεστών υψηλής τάξης ακρίβειας με κύριο σκοπό
η λύση στο σύνθετο πρόβλημα να ικανοποιεί όλες τις απαραίτητες συνθήκες. Το
παραπάνω επαναληπτικό σχήμα, ορίζεται σε επίπεδο φυσικής των προβλημά-
των, επομένως η ανάλυση των μεθόδων απαιτεί γνώσεις μαθηματικής ανάλυσης
και όχι αριθμητικής ανάλυσης [10], [12]. Τα κύρια πλεονεκτήματα της μεθόδου
συνοψίζονται στα εξής: i) παρέχει την ακριβή σύζευξη των διαφόρων μοντέλων
τόσο για τις ΜΔΕ όσο και για τις διεπαφές, ii) υποστηρίζει την επαναχρησιμο-
ποίηση του λογισμικού που επιλύουν απλά μοντέλα φυσικής, iii) εισαγάγει ένα
υψηλότερο επίπεδο παραλληλισμού στους υπολογισμούς, iv) ακολουθεί τη γε-
ωμετρική και φυσική μοντελοποίηση ενός σύνθετου προβλήματος ΜΔΕ.

Ακολουθεί η μεθοδολογία της χαλάρωσης στη διεπαφή, για προβλήματα που
προσομοιώνονται από δεύτερης τάξης ελλειπτικές ΜΔΕ. Τα επιμέρους προβλή-
ματα ΜΔΕ δηλώνονται ως

Liui = fi στο Ωi για i = 1, . . . , p, (3)

υποθέτοντας ότι τα Ωi δεν αλληλοεπικαλύπτονται. Επίσης οι συνθήκες στις διε-
παφές μπορούν να περιγραφούν μέσω έμμεσων σχημάτων/τύπων, όπως:

Gi,j

(
ui,

∂ui

∂ηi,j
;uj,

∂uj

∂ηj,i
; J1, J2

)
= 0 στο Γi,j ≡ Ωi

∩
Ωj, (4)
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όπου ηi,j το διάνυσμα με κατεύθυνση κάθετη στην διεπαφή Γi,j και J1, J2 οι ποσό-
τητες που δηλώνουν τις ασυνέχειες μέσωπηδήματος στην u ή/και την παράγωγό
της. Το Gi,j δηλώνει τον τελεστή που θα εφαρμοστεί στις u ή/και στις παραγώ-
γους τους πάνω στην διεπαφή. Επίσης, υποθέτουμε την ύπαρξη συνοριακών
συνθηκών στα σύνορα των χωρίων (που είναι υποσύνολα των συνόρων του
γενικού χωρίου) αλλά και την ύπαρξη λύσης του κάθε επιμέρους προβλήματος
ΜΔΕ.

Στις εργασίες [9]–[12] παρουσιάζονται κάποιες ΜΧΔ για ελλειπτικά προβλή-
ματα. Από αυτές τις μεθόδους μελετήσαμε τη GEO και τη ROB. Ενδεικτικά ανα-
φέρουμε ότι η GEO θέτει πάνω στην διεπαφή των χωρίων Ωi και Ωj την τύπου
Dirichlet συνθήκη :

UNew
i = UNew

j =
UOld
i + UOld

j

2
− ρij

(
ϑUOld

i

ϑη
–
ϑUOld

j

ϑη

)
H ROB πάνω στη διεπαφή που ορίζεται από τα χωρία Ωi και Ωj θέτει τις μεικτές
συνθήκες

ϑUNew
i

ϑη
+ λij ∗ UNew

i =
ϑUOld

j

ϑη
+ λij ∗ UOld

j

3 Αποτελέσματα

3.1 Μέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή για σύνθετα προβλή-
ματαπολλαπλώνφυσικώνμοντέλων και πολλαπλών χω-
ρίων

Για να οργανώσουμε την συγκέντρωση των πειραματικών αποτελεσμάτων
μας καθορίσαμε σετ από προβλήματα ώστε να είναι εφικτή η επαλήθευση της
ορθότητας των υλοποιήσεων σε διαφορετικά υπολογιστικά περιβάλλοντα αλλά
και της ορθής εφαρμογής ων μεθόδων (GEO, ROB). Ορίσαμε λοιπόν το πα-
ρακάτω πρόβλημα ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων με 2 διαφορετικά χωρία
που εμφανίζονται στο Σχήμα 1.

Lu (x, y) ≡ −∇u (x, y) + γ2u (x, y) = f (x, y) , (x, y) ∈ Ω

u (x, y) = ub (x, y) , (x, y) ∈ ∂Ω

όπου f (x, y) and ub (x, y) τέτοια ώστε η λύση του προβλήματος να είναι η:

u (x, y) = ey(x+4)x(x− 1)(x− 0.7)y(y − 0.5) (5)

Οι διεπαφές για το ομοιόμορφα (ως προς τον άξονα των x) τεμαχισμένο χωρίο
βρίσκονται στις ευθείες x = x1 = 1

3
και x = x2 = 2

3
και για το μη ομοιόμορφα

τεμαχισμένο χωρίο στις x = x1 =
1
5
και x = x2 =

1
2
ενώ γ2 = 2.
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Σχήμα 1: Ομοιόμορφα (ως προς τον άξονα των x) τεμαχισμένο χωρίο (αριστερά)
και Μη Ομοιόμορφα τεμαχισμένο χωρίο (δεξιά)

Ομοιόμορφο πρόβλημα Μη-Ομοιόμορφο πρόβλημα
case h left middle right left middle right
c1 0.1 4x21 4x6 4x11 3x21 4x6 6x11
c2 0.05 8x41 8x11 8x21 5x41 7x11 11x21
c3 0.025 14x81 14x21 14x41 9x81 13x21 21x41
c4 0.0125 28x161 28x41 28x81 17x161 25x41 41x81
c5 0.00625 55x321 55x81 55x161 33x321 49x81 81x161
c6 0.003125 108x641 108x161 108x321 65x641 97x161 161x321
c7 0.0015625 214x1281 214x321 214x641 129x1281 193x321 321x641

Πίνακας 3: Περιπτώσεις που εξετάσθηκαν με διαφορετικά βήματα διακριτοποίη-
σης και μεγέθη πλέγματος των χωρίων για τα 3 χωρία των 2 προβλημάτων.

Επίσης, ορίσαμε μια σειρά από διακριτοποιήσεις των υποχωρίων (Πίνακας 3)
για τα δυο προβλήματα προκειμένου να ελέγξουμε την σύγκλιση των μεθόδων.

Η υλοποίηση έγινε σε Matlab για πρωτοτυποποίηση και επαλήθευση των
μεθόδων ΧΔ και πήραμε αποτελέσματα που επιβεβαίωναν την θεωρητική σύ-
γκλιση στη λύση του αρχικού προβλήματος. Ωστόσο, για πολλούς λόγους στα
επόμενα βήματα της Δράσης που θα αφορούν στην επαλήθευση των ΜΧΔ θα
μεταφέρουμε τις εργασίες μας στο FEniCS. Το βασικό μειονέκτημα του Matlab
είναι ότι χειρίζεται προβλήματα ΜΔΕ το πολύ 2 διαστάσεων, ενώ τα προβλή-
ματα από τις εφαρμογές του έργου (πρόβλημα Ιατρικής και πρόβλημα υφαλμύ-
ρισης) είναι προβλήματα τριών διαστάσεων. Επιπλέον η χρήση λογισμικού open
source στο έργο θεωρήθηκε μεγάλης σημασίας και όλες οι ομάδες αποφάσισαν
από κοινού στην χρήση του FEniCS για την αντιμετώπιση των προβλημάτων
ΜΔΕ.

4 Παραδοτέα
Τα παραδοτέα της Δράσης 2.2, σύμφωνα με το Τεχνικό Δελτίο του Έργου

είναι:
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KEO 1 KEO 2 KEO 3
Σχεδιασμός ΜΧΔ στο FEniCS X X
Συνδυασμός ΜΧΔ και μεθόδων Collocation. X X

Πίνακας 4: Συνεργασίες των τριών ερευνητικών ομάδων στα πλαίσια της Δράσης
2.2.

Τεχνική Έκθεση περιγραφής αποτελεσμάτων: το παρόν κείμενο.

Επιστημονικά άρθραΠροετοιμασία επιστημονικών άρθρωνπου αφορούν στην
επισκόπηση μεθόδων για MDMP προβλήματα.

Πρότυπο λογισμικό για την επαλήθευση της ορθότητας των μεθόδων: Σχε-
διάστηκε και υλοποιήθηκε λογισμικό σε MATLAB το οποίο χρησιμοποιήθηκε για
τα πρώτα αποτελέσματα επαλήθευσης των αλγορίθμων των ΜΧΔ.

5 Συνεργασίες
Στα πλαίσια αυτής της Δράσης, συνεργάστηκαν μέλη από όλες τις ερευνητι-

κές ομάδες με κύρια ομάδα δράσης την ΚΕΟ 2 (Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας).
Η ομάδα ΚΕΟ 2 συνεργάστηκε με την ομάδα ΚΕΟ 3 (Πανεπιστήμιο Πατρών)
για μελέτη των ΜΧΔ και σχεδιασμό των αλγορίθμων τους προκειμένου να υλο-
ποιηθούν μέσα στο FEniCS. Η ομάδα ΚΕΟ 2 συνεργάστηκε με την ομάδα ΚΕΟ
1 (Πολυτεχνείο Κρητης) για μελέτη των ΜΧΔ προκειμένου να συνδυαστούν με
μεθόδους Collocation.

6 Μελλοντικές Δράσεις
Κατά τη διάρκεια του 2013 καθορίσαμε το προγραμματιστικό περιβάλλον

(FEniCS) που θα χρησιμοποιήσουμε στο έργο για την υλοποίηση των μαθημα-
τικών μεθόδων. Καθορίσαμε σετ πειραμάτων για τη Δράση 2.2 και στα επόμενα
βήματα μας θα υλοποιήσουμε μέσα στο FEniCS μεθόδους χαλάρωσης στις διε-
παφές (ROΒ και GEO) σε ελλειπτικά και παραβολικά προβλήματα και θα συγκε-
ντρώσουμε πειραματικά αποτελέσματα προκειμένου να υπάρξουν επιστημονι-
κές δημοσιεύσεις.
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1 Σκοπός

1.1 Συνοπτική παρουσίαση
Σύμφωνα με το τεχνικό δελτίο του έργου η δράση της παρούσας έκθεσης

συνοψίζεται ως εξής.
Τίτλος Δράση 2.3: ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ/ΝΤΕΤΕΡΜΙΝΙΣΤΙΚΕΣ ΥΒΡΙΔΙΚΕΣ ΜΕ-

ΘΟΔΟΙ
Σύντομη περιγραφή: Ανάλυση, ανάπτυξη και υλοποίηση υβριδικών μεθό-

δων, οι οποίες συνδυάζουν στοχαστικούς αλγορίθμους τύπου Monte Carlo και
ντετερμινιστικούς αλγορίθμους διακριτοποίησης, για την επίλυση σύνθετων προ-
βλημάτων ΜΔΕ.

Παραδοτέα:

• 2.3.1 Τεχνική έκθεση

• 2.3.2 Δημοσίευση τουλάχιστον τριών (3) επιστημονικών άρθρων σε διεθνή
επιστημονικά περιοδικά ή/και πρακτικά διεθνών συνεδρίων.

• 2.3.3 Λογισμικό

Αναλυτικότερη περιγραφή: Η βασική ερευνητική δραστηριότητα που θα
αναπτυχθεί στοχεύει στην ανάπτυξη υβριδικών μεθόδων επίλυσης σύνθετων
προβλημάτων ΜΔΕ οι οποίες θα αποτελούνται από τον συνδυασμό μίας στο-
χαστικής διαδικασίας τύπου Monte Carlo, για να κατατμήσει το αρχικό σύνθετο
πρόβλημα ΜΔΕ σε ένα σύνολο πλήρως ανεξάρτητων μεταξύ τους υποπροβλη-
μάτων, καθώς και ντετερμινιστικών μεθόδων (πεπερασμένων στοιχείων, πεπε-
ρασμένων διαφορών) για τον υπολογισμό προσεγγιστικών λύσεων των υπο-
προβλημάτων. Αισιοδοξούμε ότι θα μπορέσουμε να δημιουργήσουμε ένα γενικό
πλαίσιο για την επίλυση σύνθετων προβλημάτων (και όχι μόνον) αλλά και ένα
πρακτικό εργαλείο για την προσομοίωσης τους. Η υλοποίηση των σχημάτων
αυτών σε σύγχρονα παράλληλα υπολογιστικά περιβάλλοντα παρουσιάζει ιδιαί-
τερο ενδιαφέρον, διότι, πέρα από τον εγγενή παραλληλισμό των στοχαστικών
μεθόδων, τα εν λόγω σχήματα έχουν διάφορα επιπρόσθετα ελκυστικά χαρακτη-
ριστικά όσο αφορά την δυνατότητα παραλληλισμού τους, όπως μικρό λόγο υπο-
λογισμών/επικοινωνίας, ευέλικτους μηχανισμούς ελέγχου ροής, δυνατότητα εύ-
κολης υλοποίησης σε διάφορα υπολογιστικά πρότυπα (multithreading, cluster,
web services, κ.λ.π.). Η ερευνητική ομάδα του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας (2η
Ερευνητική Ομάδα) είναι η κύρια ομάδα εργασίας που θα υλοποιήσει το με-
γαλύτερο μέρος της παρούσας δράσης, θα συγγράψει και θα δημοσιεύσει τα
ερευνητικά αποτελέσματα, και θα συντάξει την σχετική Τεχνική Έκθεση για την
περιγραφή των επιστημονικών δραστηριοτήτων και των ερευνητικών αποτελε-
σμάτων του έλαβαν χώρα στα πλαίσια της παρούσας δράσης.



Τεχνική Έκθεση 2013 Δ2.3/4

2 Μεθοδολογία

Στόχος των δραστηριοτήτων μας το έτος 2013 ήταν βασιζόμενοι στις προ-
σπάθειες μας το προηγούμενο έτος να διαμορφώσουμε μια γενικότερη αντίληψη
και μια συγκεκριμένη μεθοδολογία αναφορικά με την γενικότερη χρήστη στοχα-
στικών μεθόδων για την επίλυση ντετερμινιστικών προβλημάτων Μερικών Δια-
φορικών Εξισώσεων (ΜΔΕ).

Υπάρχει μια πρωτόλεια σύνδεση συγκεκριμένων προβλημάτων ΜΔΕ με την
τυχαία κίνηση σωματιδίων. Για παράδειγμα η εξίσωση της θερμότητας μπορεί
να προκύψει μέσω του μέσου όρου κατά τη διάρκεια της κίνησης ενός πολύ με-
γάλου αριθμού σωματιδίων. Παραδοσιακά, η προκύπτουσα ΜΔΕ μελετάται ως
ντετερμινιστική εξίσωση, μια προσέγγιση που έχει φέρει πολλά σημαντικά απο-
τελέσματα και μια βαθιά κατανόηση της εξίσωσης και των λύσεών της. Με τη
μελέτη της εξίσωσης θερμότητας όταν λαμβάνονται υπόψη τα ατομικά τυχαία
σωματίδια, ωστόσο, μπορεί να κανείς να αυξήσει σημαντικά το επίπεδο κατανό-
ησης του φυσικού φαινομένου και να αποκτήσει βαθύτερη διαίσθηση αναφορικά
με το πρόβλημα. Ενώ κάτι τέτοιο είναι ιδιαίτερα επιθυμητό από πολλούς ερευ-
νητές, η προσέγγιση αυτή δεν είναι γενικά διαδεδομένη και δεν παρουσιάζεται
σε όλα τα επίπεδα. Σποραδικές μελέτες άπτονται φυσικά του θέματος. Γα παρά-
δειγμα το βιβλίο [11], όπου ο Lawler εισάγει την εξίσωση θερμότητας συνδέοντας
την στενά με την έννοια των αρμονικών συναρτήσεων μέσω μιας πιθανολογικής
προοπτικής.

Κατά την διάρκεια της αναφερόμενης περιόδου προσπαθήσαμε να αποκτή-
σουμε μια ξεκάθαρη εικόνα για την σχέση μεταξύ τυχαίων περιπάτων και των
γραμμικών ΜΔΕ ιδιαίτερα των ελλειπτικών.

Επικεντρωθήκαμε πρωτίστως στην μελέτη μιας πληθώρας σχετικών εργα-
σιών και στον αρχικό σχεδιασμό και ανάπτυξη των μεθόδων μας. Ιδιαίτερη ση-
μασία δώσαμε στις εξής πρόσφατες σχετικές προσπάθειες [25, 1, 3, 14, 15, 4,
12, 13, 8, 7, 17, 16, 5, 18, 9, 2, 20, 22, 19, 23, 21, 24].

3 Παραδοτέα

Παραδοτέο 2.3.1 Τεχνική έκθεση Το παρόν κείμενο.

Παραδοτέο 2.3.3 Λογισμικό Έχει δοθεί στους συνεργάτες όλων των ομάδων
του έργου μια αρχική υλοποίηση του λογισμικού στο επίπεδο του Alpha
testing.
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4 Συνεργασίες

Στα πλαίσια των ερευνητικών μας δραστηριοτήτων της δράσης 2.3 μέλη της
ομάδας εργασίας του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας έχουν ενημερώσει τα υπόλοιπα
μέλη της ομάδας του έργου σχετικά με τα βασικά στοιχεία και τις αναμενόμενες
δυνατότητες των αναδυόμενων υβριδικών μεθόδων.

Στους συναδέλφους των άλλων ομάδων έχει δοθεί μια καταρχήν υλοποίηση
της γενικότερης μεθοδολογίας.

5 Σύνοψη και Μελλοντικές Δράσεις

Το επόμενο βήμα στην αναφερόμενη ενότητα είναι η πλήρη ανάπτυξη και η
αρχική αξιολόγηση του βασικού υβριδικού αλγορίθμου.
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1 Σκοπός

Την περίοδο αυτή βελτιώθηκε και επεκτάθηκε ο μαθηματικός φορμαλισμός
της μεθόδου μετασχηματισμού Φωκά για γραμμικές ΜΔΕ με ασυνεχή συντελε-
στή διάχυσης, ώστε η παραγόμενη αναλυτική λύση να συμπεριλάβει τη γενικευ-
μένη περίπτωση των πολλαπλών χωρίων με ακαθόριστου πλήθους περιοχών
ασυνέχειας και αρχικών πηγών.

2 Μεθοδολογία

2.1 Πρόβλημα N Πολλαπλών-Πεδίων σε 1 + 1 Διαστάσεις

Θεωρούμε αδιάστατο Πρόβλημα Αρχικών και Συνοριακών Τιμών (ΠΑΣΤ) :

ct = (Dcx)x + c , x ∈ [a, b] , t ≥ 0

cx(a, t) = 0 και cx(b, t) = 0

c(x, 0) = f(x)

(1)

το οποίο μέσω του κλασικού εκθετικού μετασχηματισμού

c(x, t) = etu(x, t) (2)

γράφεται ισοδύναμα και ως
ut = (Dux)x, x ∈ [a, b], t ≥ 0

ux(a, t) = 0 και ux(b, t) = 0

u(x, 0) = f(x) :=
M∑
i=1

δ(x− ξi), ξi ∈ (a, b)

, (3)

όπου δ(x) δηλώνει την Dirac delta συνάρτηση.
Θεωρώντας ότι το διάστημα [a, b] είναι χωρισμένο σε n + 1 περιοχές Rj :=

(wj−1, wj), με a ≡ w0 < w1 < w2 < . . . < wn < wn+1 ≡ b, ο συντελεστής
διάχυσης D = D(x), ο οποίος είναι ασυνεχής και χαρακτηρίζει τον multi domain
χαρακτήρα του προβλήματος, ορίζεται ως (βλ. σχήμα 1):

D(x) = γj , x ∈ Rj , j = 1, . . . , n+ 1 (4)

Στο σχήμα 2 αναπαρίσταται γραφικά το πρόβλημα, το οποίο και θεωρείται
πολλαπλών πεδίων αφού σε κάθε περιοχή η μερική διαφορική εξίσωση που
καλούμαστε να επιλύσουμε είναι διαφορετική.
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a w1 w2 w3 w4 wn−2 wn−1 wn b

γ1 γ2 γ3 γ4 · · · γn−1 γn γn+1

Σχήμα 1: Ο ασυνεχής συντελεστής διάχυσης σε n+ 1 περιοχές.

t

a w1 w2 w3 w4 wn−1 wn

x

b

u
x
=

0

u
x
=

0

ut = γ1uxx ut = γ2uxxut = γ3uxx ut = γ4uxx ut = γnuxx ut = γn+1uxx

u(x, 0) = f(x)

Σχήμα 2: Το πρόβλημα αρχικών τιμών σε n+ 1 περιοχές.

2.2 Ολική Συνθήκη

Η παραβολική φύση του προβλήματος συνεπάγεται τη συνέχεια των u και
Dux σε κάθε σημείο διεπαφής wj. Δηλαδή

u(wj, t) := lim
x→w+

j

u(x, t) = lim
x→w−

j

u(x, t), ∀j = 1, 2, . . . , n (5)

Dux(wj, t) := lim
x→w+

j

D(x)ux(x, t) = lim
x→w−

j

D(x)ux(x, t), ∀j = 1, 2, . . . , n. (6)

Έστω u(j)(x, t) η λύση του προβλήματος στο διάστημα Rj := [wj−1, wj].

u(j)(x, t) :=


u(x, t), x ∈ Rj

limx→w+
j−1

u(x, t), x = wj−1

limx→w−
j
u(x, t), x = wj

, j = 1, . . . , n+ 1, (7)
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και επομένως

u(j)
x (wj−1, t) := lim

x→w+
j−1

ux(x, t) και u(j)
x (wj, t) := lim

x→w−
j

ux(x, t) . (8)

Τότε θα ισχύει
u
(j)
t = (γju

(j)
x )x = γju

(j)
xx , (9)

και χρησιμοποιώντας τους περιορισμούς (5)-(6), έχουμε επίσης ότι:

u(j)(wj, t) = u(j+1)(wj, t) και γju
(j)
x (wj, t) = γj+1u

(j+1)
x (wj, t) . (10)

Στην περιοχή Rj παρατηρούμε ότι η u(j)(x, t) ικανοποιεί την εξίσωση :

u
(j)
t = (γju

(j)
x )x = γju

(j)
xx (11)

και η formal adjoint ũ(j)
t ικανοποιεί την εξίσωση:

−ũ
(j)
t = γjũ

(j)
xx . (12)

Πολλαπλασιάζοντας τις εξισώσεις (9) και (12) με ũ και u, αντίστοιχα , και αφαι-
ρόντας τις εξισώσεις που παράγονται καταλήγουμε στην :

(u(j)ũ(j))t − (γju
(j)
x ũ(j) − γju

(j)ũ(j)
x )x = 0. (13)

Δεδομένου ότι μια μονοπαραμετρική οικογένεια λύσεων της (12) δίνεται από τη
σχέση:

ũ(j)(x, t, k) = e−ikx+γjk
2t, k ∈ C. (14)

η εξίσωση (13) γίνεται:

(e−ikx+γjk
2tu)t − (e−ikx+γjk

2tγj(ux + iku))x, k ∈ C, (15)

η οποία είναι η divergence form της εξίσωσης (9). Ολοκληρώνοντας στην πε-
ριοχή Aj := {(x, t) : x ∈ Rj, 0 ≤ t ≤ T} και χρησιμοποιώντας το θεώρημα του
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Green καταλήγουμε στην εξίσωση:

wj∫
wj−1

e−ikxf (j)(x)dx−
wj∫

wj−1

e−ikx+γjk
2Tu(j)(x, T )dx

−
T∫

0

e−ikwj−1+γjk
2tγj(u

(j)
x (wj−1, t) + iku(j)(wj−1, t))dt

+

T∫
0

e−ikwj+γjk
2tγj(u

(j)
x (wj, t) + iku(j)(wj, t))dt = 0 .

(16)

Αν η f (j)(x) είναι η αρχική συνθήκη στην Rj,

f (j)(x) = f |Rj
(x)

f̂ (j)(x) και q̂(j)(k, t) είναι η μετασχηματισμοί Fourier των συναρτήσεων f (j)(x) και
u(j)(x, t), αντίστοιχα

f̂ (j)(k) =

∫ wj

wj−1

e−ikxf (j)(x)dx (17)

û(j)(k, t) =

∫ wj

wj−1

e−ikxu(j)(x, t)dx, (18)

και ũ(j) και ũ(j)
x δίνονται από τις σχέσεις :

ũ(j)(x, γjk
2) :=

∫ T

0

eγjk
2tu(j)(x, t)dt (19)

q̃(j)x (x, γjk
2) :=

∫ T

0

eγl(j)k
2tu(j)

x (x, t)dt. (20)

τότε η εξίσωση (16) παίρνει τη μορφή:

eγjk
2T û(j)(k, T ) = f̂ (j)(k) − γje

−ikrj−1(ũ
(j)
x (wj−1, γjk

2) + ikũ(j)(wj−1, γjk
2))

+ γje
−ikrj(ũ

(j)
x (wj, γjk

2) + ikũ(j)(wj, γjk
2)),
(21)
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για όλα τα k ∈ C. Η (21) ισχύει για όλα τα t ∈ [0, T ]. Αντικαθιστώντας το T με t
έχουμε :

eγjk
2tû(j)(k, t) = f̂ (j)(k) − γje

−ikwj−1
[
ũ
(j)
x (wj−1, γjk

2) + ikũ(j)(wj−1, γjk
2)
]

+ γje
−ikwj

[
ũ
(j)
x (wj, γjk

2) + ikũ(j)(wj, γjk
2)
]
,
(22)

για όλα τα k ∈ C. Η τελευταία εξίσωση καλείται ”Ολική Συνθήκη”.

2.3 Ολοκληρωτική Αναπαράσταση της Λύσης

Θέτοντας λ2
j = γjk

2 και cj = γ
− 1

2
j an στην εξίσωση (22) και στη συνέχεια

μετονομάζοντας το λ to k η σχέση γίνεται:

ek
2tû(j)(cjk, t) = f̂ (j)(cjk) − γje

−icjkwj−1(ũ
(j)
x (wj−1, k

2) + icjkũ
(j)(wj−1, k

2))

+ γje
−icjkwj(ũ

(j)
x (wj, k

2) + icjkũ
(j)(wj, k

2)),
(23)

για όλα τα k ∈ C. Αντιστρέφοντας τους μετασχηματισμούς Fourier û(j)(cjk, t)

στην εξίσωση (23) έχουμε:

u(j)(x, t) =
cj
2π

+∞∫
−∞

eicjkx−k2tf̂ (j)(cjk)dk

− 1
2πcj

+∞∫
−∞

eicjk(x−wj−1)−k2t
[
ũ
(j)
x (wj−1, k

2) + icjkũ
(j)(wj−1, k

2)
]
dk

− 1
2πcj

+∞∫
−∞

eicjk(x−wj)−k2t
[
ũ
(j)
x (wj, k

2) + icjkũ
(j)(wj, k

2)
]
dk.

(24)
Στην παραπάνω έκφραση για την λύση u(j)(x, t) εμφανίζονται οι άγνωστες

ποσότητες :

• ũ(j)(wj−1, k
2) για κάθε j = 1, 2, . . . , n+ 1
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• ũ(j)(wj, k
2) για κάθε j = 1, 2, . . . , n+ 1

• ũ
(j)
x (wj−1, k

2) για κάθε j = 2, 3, . . . , n+ 1

• ũ
(j)
x (wj, k

2) για κάθε j = 1, 2, . . . , n .

Για τον καθορισμό τους, χρησιμοποιούμε κατ’ αρχήν την απεικόνιση k → −k

και γράφουμε την εξίσωση (22) ως :

ek
2tû(j)(−cjk, t) = f̂ (j)(−cjk) − γje

icjkwj−1(ũ
(j)
x (wj−1, k

2) − icjkũ
(j)(wj−1, k

2)

+ γje
icjkwj(ũ

(j)
x (wj, k

2) − icjkũ
(j)(wj, k

2),

(25)
για όλα τα k ∈ C.

Στη συνέχεια, λαμβάνοντας υπόψιν τόσο τους περιορισμούς (10) όσο και τις
συνοριακές συνθήκες, οι ολικές συνθήκες (23) (25) γίνονται :

• για j = 1:

ic1γ1ke
−ic1kr0ũ(1)(w0, k

2)− ic1γ1ke
−ic1kw1ũ(1)(w1, k

2) + γ1e
−ic1kw1ũ(1)

x (w1, k
2) =

f̂(c1k)

(26)

− ic1γ1ke
ic1kw0ũ(1)(w0, k

2) + ic1γ1ke
ic1kw1ũ(1)(w1, k

2)− γ1e
−ic1kw1ũ(1)

x (w1, k
2) =

f̂(−c1k),

(27)

• για j = 2, 3, . . . , n:

icjγjke
−icjkwj−1ũ(j−1)(wj−1, k

2) + γl(j−1)e
−icjkwj−1ũ

(j−1)
x (wj−1, k

2)

−icjγjke
−icjkwj ũ(j)(rj, k

2)− γje
−icjkrj ũ

(j)
x (rj, k

2) = f̂(cjk)
(28)
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−icjγjke
icjkwj−1ũ(j−1)(wj−1, k

2) + γj−1e
icjkwj−1ũ

(j−1)
x (wj−1, k

2)

+icjγjke
icjkwj ũ(j)(wj, k

2)− γje
−icjkwj ũ

(j)
x (wj, k

2) = f̂(−cjk),
(29)

• για j = n+ 1:

icl(n+1)γn+1ke
−icn+1krnũ(n)(wn, k

2) + γne
−icn+1kwnũ

(n)
x (wn, k

2)

−icn+1γn+1ke
−icn+1kwn+1ũ(n+1)(wn+1, k

2) = f̂(cn+1k)
(30)

−icn+1γn+1ke
icn+1krnũ(n)(wn, k

2) + γne
icn+1krnũ

(n)
x (wn, k

2)

+icn+1γn+1ke
icn+1kwn+1ũ(n+1)(wn+1, k

2) = f̂(−cn+1k) .
(31)

Τέλος, συνδυασμός των παραπάνω εξισώσεων μας οδηγούν στο 2(n+ 1)×
2(n+ 1) γραμμικό σύστημα

Gũ = f̂, (32)

με

G =



A
(1)
1 A

(1)
3 A

(1)
4 0 0 · · · 0 0 0 0 0

A
(1)
5 A

(1)
7 A

(1)
8 0 0 · · · 0 0 0 0 0

0 A
(2)
1 A

(2)
2 A

(2)
3 A

(2)
4 · · · 0 0 0 0 0

0 A
(2)
5 A

(2)
6 A

(2)
7 A

(2)
8 · · · 0 0 0 0 0

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...

0 0 0 0 0 · · · A
(n)
1 A

(n)
2 A

(n)
3 A

(n)
4 0

0 0 0 0 0 · · · A
(n)
5 A

(n)
6 A

(n)
7 A

(n)
8 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0 A
(n+1)
1 A

(n+1)
2 A

(n+1)
3

0 0 0 0 0 · · · 0 0 A
(n+1)
5 A

(n+1)
6 A

(n+1)
7



,
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ũ =



ũ(1)(w0, k
2)

ũ(1)(w1, k
2)

ũ
(1)
x (w1, k

2)

...

ũ(n)(wn, k
2)

ũ
(n)
x (wn, k

2)

ũ(n+1)(wn+1, k
2)



και f̂ =



f̂ (1)(c1k)

f̂ (1)(−c1k)

f̂ (2)(c2k)

f̂ (2)(−c2k)

...

f̂ (n)(cnk)

f̂ (n)(−cnk)

f̂ (n+1)(cn+1k)

f̂ (n+1)(−cn+1k)



.

και τις τιμές των A
(j)
i να δίνονται από

i A
(j)
i

1 icjγjke
−icjkwj−1

2 γj−1e
−icjkwj−1

3 −icjγjke
−icjkwj

4 −γje
−icjkwj

5 −icjγjke
icjkwj−1

6 γj−1e
icjkwj−1

7 icjγjke
icjkwj

8 −γje
icjkwj

,

η λύση του οποίου προσδιορίζει τις άγνωστες ποσότητες ũ(j)
x (wj, k

2) και ũ(j)(wj, k
2),

και συνεπώς και όλες τις λύσεις u(j)(x, t) , j = 1, · · · , n που περιγράφονται σε
κλειστή μορφή από τη σχέση (24) .

Για την αριθμητική αποτίμηση της σχέσης (24) χρησιμοποιήσαμε αποτελεσμα-
τικά τις μεθόδους αριθμητικής ολοκλήρωσης σε υπερβολικές καμπύλες (contours)
που περιγράφουμε στην αντίστοιχη Τεχνική Έκθεση 2012, και συνεπώς τα πα-
ραλείπουμε.



Τεχνική Έκθεση 2013 Δ2.4/11

3 Αποτελέσματα

Αποτελέσματα σχετικά με την συμπεριφορά της μεθόδου σε μοντέλα εξέλι-
ξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου έχουν συμπεριληφθεί στην Τεχνική Έκθεση
Δράσης 4.2 έτους 2013. Εδώ παραθέτουμε, για λόγους πληρότητας, ένα παρά-
δειγμα, για να επιδείξουμε την συμπεριφορά κυρίως της μεθόδου.

Τα δεδομένα που χρησιμοποιήσαμε για τα αριθμητικά μας αποτελέσματα
(ακολουθώντας το [4]) περιλαμβάνουν το διάστημα [a, b] = [−4, 5], τα σημεία
διεπαφής [w1, w2, w3, w4, w5] = [−2,−1.5, 0, 3, 4] των πολλαπλών περιοχών, τον
συντελεστή διάχυσης γj = Dg/Dw = 0.2 για όλα τα j = 1, 3, . . . , n + 1 και δύο
πηγές καρκινικών κυττάρων με κέντρα στα σημεία ξ1 = −3 και ξ2 = 2.5.

Στο γράφημα 3 παρουσιάζεται η διάχυση του καρκινικού όγκου σε διάφορα
χρονικά βήματα. Παρατηρείστε ότι η λύση είναι συνεχής και παραγωγίσιμη σε
όλο το διάστημα εκτός των σημείων διεπαφής όπου είναι μόνο συνεχής.

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−5

0

5

10

15

20

x

c(
c,
t)

Σχήμα 3: Χρονική εξέλιξη του πυκνότητας του όγκου c(x, t).
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Το σχετικό σφάλμα, που απεικονίζεται στο γράφημα 4, δίνεται από τη σχέση:

EN :=
∥uNi+1

− uNi∥∞

|uNi+1
∥∞

με N να δηλώνει τον αριθμό των σημείων ολοκλήρωσης και uN είναι η αντί-
στοιχη αριθμητική λύση. Παρατηρήστε την ταχεία πτώση του σφάλματος καθώς
αυξάνονται τα σημεία ολοκλήρωσης.

0 20 40 60 80 100 120 140
10−16

10−14

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

N

E N

Σχήμα 4: Το σχετικό σφάλμα EN

4 Παραδοτέα

• Μ. Ασβεστάς, Α. Σηφαλάκης, Ε. Παπαδοπούλου, Ι. Σαριδάκης, ”Fokas
method for amulti-domain linear reaction-diffusion equation with discontinuous
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diffusivity” , 2nd International Conference on Mathematical Modeling in
Physical Sciences 2013

• Μ. Ασβεστάς, ”Εφαρμογή της μεθόδου Φωκά στο μαθηματικό μοντέλο διά-
χυσης των καρκινικών κυττάρων σε n+1 εγκεφαλικές περιοχές”, Μεταπτυ-
χιακή Διατριβή 2013
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6 Μελλοντικές Δράσεις

• Επέκταση της μεθόδου Φωκά σε N περιοχές στις 1 + 1 διαστάσεις με συ-
ντελεστή διάχυσης D(x, t) εξαρτώμενο και από τον χρόνο.

• Επέκταση της μεθόδου Φωκά στις 2 + 1 διαστάσεις.
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1. Σκοπός 
Η Δράση 3 αναφέρεται γενικά στη χρήση σύγχρονων υπολογιστικών 

αρχιτεκτονικών αφενός µεν στην υλοποίηση των αριθµητικών µεθόδων και του 
αντίστοιχου επιστηµονικού λογισµικού, που θα αναπτυχθούν στα πλαίσια της 
Δράσης 2 (ιδιαίτερα 2.2 και 2.3), αφετέρου δε στην ανάπτυξη της πλατφόρµας 
λογισµικού της Δράσης 4. Η υλοποίησή του πραγµατοποιείται από δύο διαφορετικές 
δράσεις (3.1 και 3.2), ανάλογα µε την κατηγορία αρχιτεκτονικών που 
χρησιµοποιούνται, των οποίων η οργάνωση και ανάλυση σε µορφή δράσεων 
ακολουθεί. 
 

 

1.1. Υλοποίηση σε Clusters, Grids και Cloud 
Αντικείµενο της συγκεκριµένης δράσης αποτελεί η αποδοτική υλοποίηση των 

αριθµητικών µεθόδων για ασυνεχή προβλήµατα πολλαπλών πεδίων / πολλαπλής 
φυσικής σε σύγχρονες παράλληλες αρχιτεκτονικές. 
Αρχικά η υλοποίηση θα γίνει σε επίπεδο  συστοιχιών υπολογιστών (Clusters). Η 

υλοποίηση των µεθόδων αφορά τόσο σε οµοιογενή, συµµετρικά σχήµατα όπου 
γίνεται χρήση ενός συγκεκριµένου προγραµµατιστικού µοντέλου ανταλλαγής 
µηνυµάτων (MPI), όσο και σε ετερογενή, µη συµµετρικά σχήµατα, όπου ο 
παραλληλισµός των µεθόδων θα επιτελείται σε πολλαπλά επίπεδα. Σύµφωνα µε αυτά 
τα συνεργατικά σχήµατα θα εφαρµοστεί συνδυασµός µοντέλων ανταλλαγής 
µηνυµάτων (MPI) µε µοντέλα προγραµµατισµού κοινής µνήµης (OpenMP, Pthreads) 
για την περισσότερο ευέλικτη αξιοποίηση των επεξεργαστών πολλαπλών πυρήνων 
που περιέχονται σε κάθε κόµβο του Cluster. 
Κατά το επόµενο στάδιο της συγκεκριµένης δράσης η υλοποίηση θα γίνει σε 

περιβάλλον Cloud µέσω χρήσης υπηρεσιών διαδικτύου (web services). Στη 
περίπτωση αυτή το παρεχόµενο λογισµικό θα είναι σε θέση να αξιοποιεί µε καλύτερο 
τρόπο τους διαθέσιµους υπολογιστικούς πόρους, ιδιαίτερα κατά την περίπτωση όπου 
υποβάλλονται µέσω του Cloud αιτήσεις για παράλληλη εκτέλεση από περισσότερους 
του ενός χρήστες. 

 

1.2. Συγκερασµός Αριθµητικών Μεθόδων και 
Λογισµικού. 

 
Κεντρική επιδίωξη της Δράσης 4 είναι η σχεδίαση µιας αρχιτεκτονικής η οποία 

θα θέσει τις βάσεις για µια ενοποιηµένη προσέγγιση αντιµετώπισης των σύνθετων 
προβληµάτων που µας απασχολούν καλύπτοντας τόσο την αναγκαιότητα 
σχεδίασης/ανάπτυξης λογισµικού µε δυνατότητα ενσωµάτωσης σύγχρονων 
υπολογιστικών συστηµάτων όσο και ανάπτυξης ενός λειτουργικού περιβάλλοντος 
επίλυσης σύνθετων προβληµάτων, το οποίο ενσωµατώνει µεθόδους και λογισµικό της 
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Δράσης 3, επιτρέπει την εκµετάλλευση των σύγχρονων υπολογιστικών συστηµάτων 
και διευκολύνει την αποδοτική χρήση των λογισµικών µονάδων. Η αρχιτεκτονική 
αυτή θα προσαρµοστεί σε ήδη υπάρχουσα πλατφόρµα ανοικτού λογισµικού (FEniCS) 
και το περιβάλλον αυτό θα αποτελέσει και την πλατφόρµα αξιολόγησης των µεθόδων 
επίλυσης σύνθετων ΜΔΕ και δυνητικά την επικύρωσή τους σε σηµαντικά 
προβλήµατα της Περιβαλλοντικής Μηχανικής και της Ιατρικής. 
 

2. Μεθοδολογία 
 

2.1. Μέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή 

2.1.1. Εισαγωγή 
Οι διάφορες µέθοδοι διακριτοποίησης πεδίου που έχουν πρόσφατα αναπτυχθεί για 

την αποδοτική επίλυση ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων µπορούν εύκολα να 
ταξινοµηθούν σε δύο κατηγορίες: επικαλυπτόµενες και µη επικαλυπτόµενες. Και οι 
δύο προσεγγίσεις έχουν ήδη χρησιµοποιηθεί για να µοντελοποιήσουν 
αποτελεσµατικά µεγάλης κλίµακας, βιοµηχανικά, προβληµατικών συνθηκών 
προβλήµατα. Παρόλα αυτά θεωρείται ότι απαιτείται επιπλέον θεωρητική και 
πειραµατική ανάλυση  ώστε να γίνουν πρακτικές αυτές οι µέθοδοι και χρήσιµα 
εργαλεία για τους µη ειδήµονες. 
Τα επικαλυπτόµενα (Schwartz) σχήµατα έχουν στο παρελθόν λάβει µεγάλη 

προσοχή. Άρθρα που κάνουν ανασκόπηση και συγκρίνουν διάφορα τέτοια σχήµατα 
[1] και ερευνούν τις σχετιζόµενες στρατηγικές preconditioning [2, 3] υπάρχουν ήδη 
στη βιβλιογραφία. Σχετικά πρόσφατα ένας αριθµός µελετών έχουν δείξει ότι τα µη 
επικαλυπτόµενα σχήµατα µπορούν να συµπεριφερθούν καλά και µπορούν πιθανά να 
ελευθερώσουν τους χρήστες από συγκεκριµένες πολυπλοκότητες στη διατύπωση και 
στην υλοποίησή τους. Η σύγκριση των κυριότερων χαρακτηριστικών αυτών των δύο 
κατηγοριών µεθόδων και η ύπαρξη σχέσεων ισοδυναµίας ανάµεσά τους έχει ήδη 
µελετηθεί αρκετά [4, 5, 6]. 
Οι µέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή µας πάνε ένα βήµα παραπέρα από τις µη 

επικαλυπτόµενες µεθόδους διακριτοποίησης πεδίου [7]. Σε µια προσπάθεια να 
µιµηθούν τη φυσική του προβλήµατος στον πραγµατικό κόσµο, σπάνε µια πολύπλοκη 
µερική διαφορική εξίσωση (ΜΔΕ) που δρα σε ένα µεγάλο ή/και πολύπλοκο πεδίο σε 
ένα σύνολο προβληµάτων ΜΔΕ µε διαφορετικούς αλλά απλούς τελεστές που δρουν 
σε διαφορετικά µικρότερα και εύκολα υποπεδία. Το πολλαπλών πεδίων, πολλαπλών 
ΜΔΕ σύστηµα είναι σωστά συζευγµένο  χρησιµοποιώντας τελεστές εξοµάλυνσης στα 
όρια µεταξύ των υποπεδίων.  
Από την οπτική της χαλάρωσης στη διεπαφή αυτές οι µέθοδοι αποτελούνται από 

τη διαµέριση του πεδίου σε ένα σύνολο από µη επικαλυπτόµενα υποπεδία και από την 
επιβολή κάποιων οριακών συνθηκών στα όρια των διεπαφών που ορίζονται από 
αυτήν τη διαµέριση. Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας αρχικές µαντεψιές στις διεπαφές 
επιλύεται το σύνολο των συνεπαγόµενων προβληµάτων ΜΔΕ. Οι λύσεις που 
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προκύπτουν δεν ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες των διεπαφών και εφαρµόζεται 
χαλάρωση στις διεπαφές για να αποκτήσουµε νέες τιµές στα όρια των διεπαφών, που 
να ικανοποιούν καλύτερα τις συνθήκες και λύνουµε τις ΜΔΕ µε αυτές τις νέες τιµές. 
Τα παραπάνω βήµατα επαναλαµβάνονται µέχρι να επιτευχθεί σύγκλιση. 
Οι περισσότερες από τις γνωστές µεθόδους χαλάρωσης στη διεπαφή 

απαριθµούνται παρακάτω µε την αλφαβητική σειρά των ακρωνυµίων τους: 
• AVE Μια απλή µέθοδος που παίρνει το µέσο όρο της λύσης και της 
κανονικής της παραγώγου κατά µήκος των διεπαφών. 

• GEO Μια µέθοδος που βασίζεται σε µια απλή γεωµετρική συστολή. 
• NEW Ένα σχήµα που βασίζεται στη µέθοδο Newton για να διορθώνει τις 
τιµές στις διεπαφές. 

• ROB Ένας αλγόριθµος που χρησιµοποιεί τις Robin συνθήκες στις διεπαφές 
για εξοµάλυνση. 

• SCO Ένα σχήµα που βασίζεται σε (αλλά δεν έχει διατυπωθεί µε) µια 
προσέγγιση συµπληρώµατος Schur. 

• SHO Μια µέθοδος βασισµένη στη γενική ιδέα της shooting µεθόδου για την 
επίλυση των συνήθων διαφορικών εξισώσεων (ΣΔΕ) 

• SPO Μια µέθοδος που προέρχεται από τη χρήση του τελεστή Steklov-
Poincaré που περιλαµβάνει εναλλαγή τύπων οριακών συνθηκών. 

2.1.2. Διακριτοποίηση πεδίου µε επαναληπτική χαλάρωση στις 
διεπαφές 
Επί του παρόντος, ο χώρος της διακριτοποίησης πεδίου αποτελείται από δύο µέρη 

- τις επικαλυπτόµενες και τις µη επικαλυπτόµενες µεθόδους. Οι επικαλυπτόµενες – 
επίσης γνωστές και ως Schwartz – ήταν οι πρώτες που χρησιµοποιήθηκαν και έχουν 
αποδείξει ήδη ότι είναι πολύ αποδοτικές αριθµητικές διαδικασίες που χαίρουν 
συγκεκριµένων πολύ επιθυµητών ιδιοτήτων σύγκλισης. Παρ’ όλα αυτά, έχει επίσης 
παρατηρηθεί ότι έχουν διάφορα πολύ σηµαντικά µειονεκτήµατα που απαγορεύουν τη 
χρήση τους για συγκεκριµένες εφαρµογές. Για παράδειγµα, σχεδόν όλες εκ των 
πολλών προτεινόµενων µεθόδων διακριτοποίησης πεδίου για την επίλυση µοντέλων 
διάδοσης κυµάτων είναι είτε µη επικαλυπτόµενες, είτε χαλάρωσης στη διεπαφή [8, 9, 
10, 11].  
Οι µη επικαλυπτόµενες µέθοδοι παρουσιάζουν συγκεκριµένα πλεονεκτήµατα σε 

σχέση µε τις επικαλυπτόµενες. Πιο συγκεκριµένα: 
• Δεν είναι ευαίσθητες σε άλµατα στους συντελεστές του τελεστή. Η 
συµπεριφορά σύγκλισής τους και οι υπολογισµοί θεωρητικού σφάλµατός τους 
παραµένουν ίδια ακόµα και αν ο διαφορικός τελεστής περιλαµβάνει 
ασυνεχείς συντελεστές, αρκεί τα άλµατα να συµβαίνουν κατά µήκος των 
γραµµών των διεπαφών [12]. 

• Έχουν µικρότερο κόστος (επιβάρυνση) επικοινωνίας σε µια παράλληλη 
υλοποίηση σε κατανεµηµένης µνήµης πολυεπεξεργαστικά συστήµατα. Το 
κόστος της επικοινωνίας είναι αναλογικό µε το µήκος των γραµµών των 
διεπαφών, τη στιγµή που στις επικαλυπτόµενες µεθόδους είναι αναλογικό µε 
την επικαλυπτόµενη περιοχή [13]. 
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• Η καταγραφή/συντήρηση είναι σχετικά ευκολότερη για τη διαµέριση και το 
χειρισµό των σχετικών δοµών δεδοµένων απ’ ότι στις πολύπλοκες και 
ακριβές επικαλυπτόµενες µεθόδους [13]. 

Υπάρχουν δύο κύριες οπτικές για τις µη επικαλυπτόµενες µεθόδους, το 
preconditioning και η χαλάρωση στη διεπαφή. Μια εις βάθος έρευνα για τις µη 
επικαλυπτόµενες µεθόδους διακριτοποίησης πεδίου αναλυµένες από την οπτική του 
preconditioning µπορεί να βρεθεί στο [14] και µια γενική διατύπωση και ανάλυση 
των µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή στο [15]. Για την αναγνώριση των κύριων 
χαρακτηριστικών τους, ακολουθεί µια σύντοµη περιγραφή των µεθόδων χαλάρωσης 
στη διεπαφή. 

Η χαλάρωση στη διεπαφή είναι ένα βήµα πέρα από τις µη επικαλυπτόµενες 
µεθόδους (ακολουθώντας τη χαλάρωση του Southwell του 1930), αλλά στη ΜΔΕ αντί 
για το επίπεδο της γραµµικής άλγεβρας, για να διατυπώσει τη χαλάρωση σαν 
επαναλαµβανόµενες διαδικασίες εξοµάλυνσης της διεπαφής. Ένα σύνθετο φυσικό 
φαινόµενο αποτελείται από µια συλλογή απλών µερών µε καθένα να υπακούει έναν 
µεµονωµένο φυσικό νόµο τοπικά και να µοιράζεται τις συνθήκες των διεπαφών του 
µε γείτονες. Η χαλάρωση στη διεπαφή χωρίζει το πεδίο σε ένα σύνολο µη 
επικαλυπτόµενων πεδίων και επιβάλλει κάποιες οριακές συνθήκες στη διεπαφή 
ανάµεσα στις γραµµές των υποπεδίων. Δοθείσης µιας αρχικής µαντεψιάς, µιµείται τη 
φυσική του πραγµατικού κόσµου επιλύοντας τα τοπικά προβλήµατα ακριβώς σε κάθε 
υποπεδίο και χαλαρώνοντας τις οριακές τιµές για να πάρει καλύτερους υπολογισµούς 
των σωστών συνθηκών στη διεπαφή. Αυτή η διαδικασία παρουσιάζεται στην εικόνα 
1, όπου ο γενικός τύπος χαλάρωσης Gi,j (που βασίζεται στις τρέχουσες τοπικές λύσεις 
Ui

New και Uj
New των δύο γειτονικών υποπεδίων Ωi και Ωj) υπολογίζει διαδοχικές 

προσεγγίσεις της λύσης bi,j
New στη διεπαφή Γi,j ανάµεσά τους. 

 

Εικόνα 1: Ο µηχανισµός χαλάρωσης στη διεπαφή 
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Για την επίσηµη περιγραφή της µεθόδου θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα: 

𝐷𝑢 = 𝑓 𝑖𝑛 𝛺, 𝛣𝑢 = 𝑐 𝑜𝑛 𝜕𝛺          (1) 

όπου το 𝐷 είναι ένας ελλειπτικός, µη γραµµικός γενικά, διαφορικός τελεστής και το 𝛣 
είναι ένας τελεστής συνθήκης που ορίζεται στο όριο 𝜕𝛺 ενός ανοιχτού πεδίου 
𝛺 ∈ 𝑅! ,𝑑 = 1, 2,… . Αυτό το πεδίο διαµερίζεται σε p ανοιχτά υποπεδία 𝛺! , 𝑖 =
1,… ,𝑝 τέτοια ώστε 𝛺 = 𝛺!\

!
!!! 𝜕𝛺 και 𝛺!

!
!!! = ∅ . Για λόγους που σχετίζονται 

είτε µε τα φυσικά χαρακτηριστικά του προβλήµατος, είτε µε τους διαθέσιµους 
υπολογιστικούς πόρους, κάποιος θα ήθελε να αντικαταστήσει την (1) µε το ακόλουθο 
σύστηµα χαλαρά συνδεδεµένων διαφορικών προβληµάτων: 

𝐷!𝑢 = 𝑓!  𝑖𝑛 𝛺! ,
𝐺!,!𝑢 = 0 𝑜𝑛 𝜕𝛺! ∩ 𝜕𝛺!\𝜕𝛺 ∀𝑗 ≠ 𝑖,      𝛣!𝑢 = 𝑐!  𝑜𝑛 𝜕𝛺! ∩ 𝜕𝛺 (2) 

όπου 𝑖 = 1,… ,𝑝. Αυτά τα διαφορικά προβλήµατα συνδέονται µέσω των 
συνθηκών των διεπαφών 𝐺!,!𝑢 = 0 και περιλαµβάνουν τους περιορισµούς 𝐷! και 𝛣! 
των ολικών διαφορικού και συνθήκης τελεστών 𝐷 και 𝛣, αντίστοιχα σε κάθε 
υποπεδίο, µε κάποιους από αυτούς γραµµικούς και άλλους µη γραµµικούς. Οι 
συναρτήσεις 𝑓! και 𝑐! είναι ανάλογοι περιορισµοί των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑐. Ο 
τοπικός τελεστής διεπαφής 𝐺!,! σχετίζεται µε τη µέθοδο χαλάρωσης στη διεπαφή και 
διαφορετικές επιλογές για τα 𝐺!,! οδηγούν σε διαφορετικά σχήµατα χαλάρωσης. Στην 
παρούσα µελέτη θα αναφερθούµε σε διάφορες µεθόδους χαλάρωσης στη διεπαφή που 
έχουν τα ακόλουθα χαρακτηριστικά: 

• Αποσυνθέτουν αρχικά το πρόβληµα (1) στο διαφορικό επίπεδο και στη 
συνέχεια διακριτοποιούν τα προκύπτοντα διαφορικά υποπροβλήµατα (2). 

• Έχουν την ευελιξία να χρησιµοποιούν το καταλληλότερο σχήµα 
διακριτοποίησης για κάθε υποπρόβληµα. 

• Δεν επικαλύπτουν τα υποπεδία 𝛺!. 
• Με χρήση καλών παραµέτρων χαλάρωσης στο 𝐺!,! είναι αρκετά γρήγορες, 
ώστε να µη χρειάζεται preconditioning. 

• Απλοποιούν τη γεωµετρία και τη φυσική του υπολογισµού λαµβάνοντας 
υπόψη τα υποπροβλήµατα (2) και όχι το συνολικό διαφορικό πρόβληµα (1). 

• Μπορούν να χρησιµοποιούν τµήµατα λογισµικού ξαναχρησιµοποιώντας 
τµήµατα λογισµικού επιλυτών για την επίλυση των µεµονωµένων 
υποπροβληµάτων (2). 

• Είναι γενικοί και ισχυροί. 

Υπάρχουν διάφορα ερωτήµατα µε πρόκληση που αφορούν πρακτικές 
εφαρµογές τέτοιων µεθόδων, όπως το να βρίσκεις τον καταλληλότερο χαλαρωτή για 
ένα συγκεκριµένο πρόβληµα, να καθορίζεις το πεδίο εφαρµογής καθενός, να εξηγείς 
την αλληλεπίδραση ανάµεσα στη µαθηµατική επανάληψη και τη µέθοδο αριθµητικής 
επίλυσης, να επιλέγεις καλές ή βέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους χαλάρωσης, κλπ. 
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι εφόσον όλες οι µέθοδοι αποσυνθέτουν και χαλαρώνουν τις 
τιµές των διεπαφών στο συνεχές επίπεδο, η ανάλυση σύγκλισης αυτών των µεθόδων 
χρειάζεται να γίνει επίπεδο των ΜΔΕ (συνεχές) και άρα είναι ένα πρόβληµα 
µαθηµατικής ανάλυσης και όχι αριθµητικής.  

2.1.3. Μέθοδoι χαλάρωσης στη διεπαφή 
Εξαιτίας της εγγενούς αφαίρεσης, είναι σχετικά εύκολο να περιγραφούν οι 

µέθοδοι λείανσης των διεπαφών τόσο στο επίπεδο της έννοιας, όσο και στο 
αλγοριθµικό. Στη συνέχεια της υποενότητας παρουσιάζονται επτά µέθοδοι µε την 
υψηλού επιπέδου αλγοριθµική τους περιγραφή. Για λόγους απλότητας στην 
παρουσίαση των αλγορίθµων θεωρούµε µόνο µονοδιάστατο (κατά µήκος του άξονα 
χ) διαχωρισµό του πεδίου. Οπότε κάθε υποπεδίο έχει δύο γραµµές διεπαφών µε τα 
δύο γειτονικά υποπεδία. Το βασικό µπλοκ κώδικα των αλγορίθµων είναι η διαδικασία 
u=solve_pde(ui,dui) που υπολογίζει τη λύση u ενός τοπικού σε ένα υποπεδίο 
προβλήµατος ΜΔΕ µε Dirichlet, Neumann ή Robin οριακές συνθήκες στη διεπαφή µε 
ui τιµή στη διεπαφή και dui παράγωγο στη διεπαφή. Τα R και L υποδεικνύουν δεξιά 
και αριστερά υποπεδία ή διεπαφές, αντίστοιχα και το 𝑢! τη λύση του προβλήµατος 
που σχετίζεται µε το υποπεδίο 𝛺!. 

Η µέθοδος Dirichlet/Neumann Averaging (AVE) 

Είναι ένα από τα πιο απλά σχήµατα και αποτελείται από δύο περάσµατα 
επίλυσης ΜΔΕ µαζί µε δύο βήµατα χαλάρωσης διεπαφών. Στο πρώτο πέρασµα το 
Dirichlet πρόβληµα λύνεται σε όλα τα υποπεδία. Στη συνέχεια η διαδικασία 
χαλάρωσης λειαίνει τις παραγώγους κατά µήκος των διεπαφών υπολογίζοντας την 
κανονική παράγωγο σαν ένα συνδυασµό των προηγουµένως υπολογισµένων 
κανονικών παραγώγων των δύο γειτονικών υποπεδίων. Αυτές οι εκτιµήσεις 
χρησιµοποιούνται στη συνέχεια σαν οριακές συνθήκες στο δεύτερο πέρασµα 
επίλυσης ΜΔΕ, όπου το πρόβληµα Neumann επιλύεται σε όλα τα υποπεδία. Το 
δεύτερο βήµα χαλάρωσης ακολουθεί και υπολογίζει εκτιµήσεις της άγνωστης 
συνάρτησης στις διεπαφές παίρνοντας ένα συνδυασµό των προηγουµένως 
υπολογισµένων λύσεων στα γειτονικά υποπεδία. Αυτές οι εκτιµήσεις πρόκειται να 
γίνουν είσοδοι στην επόµενη επανάληψη του Dirichlet περάσµατος. Αυτή η µέθοδος, 
που µπορεί να θεωρηθεί µια µέθοδος δύο βηµάτων, περιγράφεται αλγοριθµικά ως 
εξής: 

 

𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 0,1,2,… 

• 𝑢!!!
!
!! = 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒_𝑝𝑑𝑒(𝑢𝑖) 𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝜐𝜋𝜊𝜋𝜀𝛿ί𝜊 

• 𝑑𝑢𝑖 = 𝛽 !!!
!!!!!!

!"
+ (1 − 𝛽) !!!

!!!!!!

!"
𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑ή 

• 𝑢(!!!) = 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒_𝑝𝑑𝑒(𝑑𝑢𝑖) 𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝜐𝜋𝜊𝜋𝜀𝛿ί𝜊 
• 𝑢𝑖 = 𝛼𝑢!

(!!!) + (1 − 𝛼)𝑢!
(!!!) 𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑ή 
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όπου 𝛼,𝛽 ∈ (0,1) είναι οι παράµετροι χαλάρωσης. Υπάρχει ένας αριθµός 

θεωρητικών µελετών για τη σύγκλιση του παραπάνω σχήµατος [18]. Πιο 
συγκεκριµένα, στο [19] πραγµατοποιείται η ανάλυση σύγκλισης της µεθόδου στο 
διαφορικό επίπεδο χρησιµοποιώντας Hilbert space τεχνικές. Στο [20] η Galerkin 
πεπερασµένων στοιχείων µέθοδος και η υβριδική µικτή πεπερασµένων στοιχείων 
µέθοδος χρησιµοποιούνται για να δώσουν διακριτές εκδοχές της µεθόδου. Ανάλυση 
Fourier χρησιµοποιείται στο [91] για να δώσει ακριβή αποτελέσµατα σύγκλισης και 
να υπολογίσει βέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους χαλάρωσης σε απλά προβλήµατα 
µοντέλα. 

Η Geometric (GEO) Contraction Based µέθοδος 

Η GEO υπολογίζει τη νέα λύση για κάθε υποπεδίο επιλύοντας ένα Dirichlet 
πρόβληµα και κατηγοριοποιείται σαν µία µέθοδος ενός βήµατος. Οι τιµές στις 
διεπαφές λαµβάνονται προσθέτοντας στις παλιές ένα γεωµετρικά σταθµισµένο 
συνδυασµό των κανονικών οριακών παραγώγων των γειτονικών υποπεδίων. Πιο 
συγκεκριµένα, στην εικόνα 2 θεωρούµε µια µονοδιάστατη περίπτωση και µε τα 𝑢! 
και 𝑢! τις λύσεις των διαφορικών προβληµάτων που σχετίζονται µε το πεδίο 
αριστερά και δεξιά ενός σηµείου διεπαφής Ι, αντίστοιχα. Ας υποθέσουµε ότι είναι 
ίσες στο Ι (αν όχι, µπορούµε να πάρουµε το µέσο όρο τους στο Ι) αλλά οι κλίσεις τους 
δεν ταιριάζουν, εκτός και αν προσθέσουµε έναν όρο διόρθωσης m, όπως 
αναπαρίσταται γραφικά στην εικόνα 1. Για να υπολογίσουµε το m θεωρούµε τα δύο 
τρίγωνα ΙΑΒ και CDI των οποίων τα ύψη ℎ! και ℎ! δίνονται πολλαπλασιάζοντας την 
αντίστοιχη εφαπτοµένη (ή ισοδύναµα την κανονική παράγωγο) µε τη βάση του 
τριγώνου. Τα 𝑤! και 𝑤! είναι τα πλάτη που θεωρούµε για την εγκυρότητα των 
κλίσεων 𝑆! και 𝑆!, αντίστοιχα στο Ι. Μπορούν να επιλεγούν αυθαίρετα ή να παίξουν 
το ρόλο µιας παραµέτρου χαλάρωσης που µπορεί να αλλάζει δυναµικά από 
επανάληψη σε επανάληψη. Οι νέες τιµές των διεπαφών µπορούν τώρα να 
υπολογιστούν προσθέτοντας ένα σταθµισµένο µέσο όρο των υψών στις παλιές τιµές 
των διεπαφών. Αφαιρετικά, η περιγραφείσα µορφή χαλάρωσης µπορεί να ειδωθεί σα 
να τραβάµε τις συναρτήσεις 𝑢! και 𝑢! από το σηµείο Ι και κατά m προς τα πάνω 
µέχρι να γίνουν συνεχείς οι παράγωγοί τους. 

 
Εικόνα 2: Ο µηχανισµός χαλάρωσης της µεθόδου GEO 

Η GEO µπορεί αλγοριθµικά να αποδοθεί ως εξής: 
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Η θεωρητική ανάλυση της µεθόδου τόσο στο συνεχές (διαφορικό) όσο και στο 

διακριτό (γραµµικής άλγεβρας) επίπεδο για την επίλυση ελλειπτικών διαφορικών 
εξισώσεων παρουσιάζεται στο [22]. Εκεί αποδεικνύεται η σύγκλιση της µεθόδου για 
µονοδιάστατα προβλήµατα. Η περιοχή σύγκλισης και οι βέλτιστες τιµές για τις 
παραµέτρους χαλάρωσης καθορίζονται για προβλήµατα µοντέλα. Αριθµητικά 
δεδοµένα για µονοδιάστατα και δισδιάστατα προβλήµατα που επιβεβαιώνουν τα 
θεωρητικά αποτελέσµατα, διερευνούν την αποτελεσµατικότητα της µεθόδου και 
διαφωτίζουν τα χαρακτηριστικά της παρουσιάζονται επίσης. 

 
Η µέθοδος Newton (NEW) 

Μια ακόµα νέα ιδέα είναι η χρήση της διακριτής µεθόδου Newton για την 
ανανέωση των τιµών στη διεπαφή σύµφωνα µε την ακόλουθη διαδικασία: 
𝚩ή𝛍𝛂 𝟎:  𝛤𝜄𝛼 𝑖 = 1,2,

𝜇ά𝜈𝜏𝜀𝜓𝜀 𝜏𝜄𝜍 𝑢!
! ,𝑢!

! 𝜎𝜏𝜄𝜍 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑έ𝜍 𝜅𝛼𝜄 𝜐𝜋𝜊𝜆ό𝛾𝜄𝜎𝜀 𝜏𝛼 
𝜕𝑢!

(!)

𝜕𝑥 ,
𝜕𝑢!

(!)

𝜕𝑥   
𝚩ή𝛍𝛂 𝟏: 𝛶𝜋𝜊𝜆ό𝛾𝜄𝜎𝜀 𝜏𝛼 𝛿! 𝜅𝛼𝜄 𝛿!  ώ𝜎𝜏𝜀 𝜎𝜀 ό𝜆𝜀𝜍 𝜏𝜄𝜍 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑έ𝜍 𝜈𝛼 έ𝜒𝜊𝜐𝜇𝜀: 

 (𝑢!
(!) + 𝛿!)  − 𝑢!

! + 𝛿! = 0 

𝜕𝑢!
(!)

𝜕𝑥 (𝑢!
(!) + 𝛿!)  −

𝜕𝑢!
(!)

𝜕𝑥 𝑢!
! + 𝛿! = 0 

𝚩ή𝛍𝛂 𝟐: 𝛦𝜑ά𝜌𝜇𝜊𝜎𝜀 𝛾𝜌𝛼𝜇𝜇𝜄𝜅𝜊𝜋𝜊ί𝜂𝜎𝜂 𝛾𝜄𝛼 𝜈𝛼 𝜀𝜋𝜄𝜆ύ𝜎𝜀𝜄𝜍 𝜋𝜌𝜊𝜎𝜀𝛾𝛾𝜄𝜎𝜏𝜄𝜅ά 𝜏𝜄𝜍 𝜀𝜉𝜄𝜎ώ𝜎𝜀𝜄𝜍: 
(𝑢!

(!) + 𝛿!)  − 𝑢!
! + 𝛿! = 0 

𝜕𝑢!
(!)

𝜕𝑥 (𝑢!
(!))[1+

𝜕
𝜕𝑢!

(
𝜕𝑢!
𝜕𝑥 )𝛿!]  −

𝜕𝑢!
(!)

𝜕𝑥 𝑢!
! [1+

𝜕
𝜕𝑢!

(
𝜕𝑢!
𝜕𝑥 )𝛿!]  = 0 

𝚩ή𝛍𝛂 𝟑: 𝛱𝜌𝜊𝜎έ𝛾𝛾𝜄𝜎𝜀 𝜏𝜄𝜍 ά𝛾𝜈𝜔𝜎𝜏𝜀𝜍 𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾ώ𝛾𝜊𝜐𝜍 𝜇𝜀 𝛿𝜄𝛼𝜑𝜊𝜌έ𝜍: 

𝜕
𝜕𝑢!

𝜕𝑢!
𝜕𝑥 =

𝜕𝑢!
(!)

𝜕𝑥 −
𝜕𝑢!

(!)

𝜕𝑥
𝑢!
(!) − 𝑢!

(!) = 𝐴! 

 
𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 0,1,2,… 

• 𝑢𝑖(!!!) = !!
(!)!!!

(!)

!
− !!!!

!!!!!
(!!!

(!)

!"
− !!!

(!)

!"
)𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑ή 

• 𝑢(!!!) = 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒_𝑝𝑑𝑒!𝑢𝑖(!!!)! 𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝜐𝜋𝜊𝜋𝜀𝛿ί𝜊 
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𝜕
𝜕𝑢!

𝜕𝑢!
𝜕𝑥 =

𝜕𝑢!
(!)

𝜕𝑥 −
𝜕𝑢!

(!)

𝜕𝑥
𝑢!
(!) − 𝑢!

(!) = 𝐴! 

𝚩ή𝛍𝛂 𝟒: 𝛬ύ𝜎𝜀 𝜔𝜍 𝜋𝜌𝜊𝜍 𝛿! 𝜅𝛼𝜄 𝛿! 
𝛿! − 𝛿! = 𝑢!

! − 𝑢!
! = 0 

𝐴!𝛿! − 𝐴!𝛿! =
𝜕𝑢!

(!)

𝜕𝑥 −
𝜕𝑢!

(!)

𝜕𝑥  

ώστε 𝛿! = 𝛿! = 𝛿 = !!!
!

!"
− !!!

!

!"
/(𝐴! − 𝐴!).  

Οι τιµές των !!!
!!

 και !!!
!!

 εξαρτώνται από τις u! και u! για όλες τις διαφορικές 
εξισώσεις παραπάνω. Στο πνεύµα της παραπάνω διαδικασίας, η µέθοδος NEW 
µπορεί να περιγραφεί ως εξής: 

 
Δεν υπάρχει γενική ανάλυση σύγκλισης για αυτό το νέο ενός βήµατος σχήµα 

που δεν περιλαµβάνει παραµέτρους χαλάρωσης. Αλλά όπως οι περισσότερες 
εφαρµογές της µεθόδου Newton αναµένεται να συγκλίνει πολύ γρήγορα σε κάποια 
γειτονιά της πραγµατικής λύσης. 

Η µέθοδος Robin Relaxation (ROB) 

Μια ακόµα απλούστερη µέθοδος χαλάρωσης στη διεπαφή είναι αυτή που 
βασίζεται στις οριακές συνθήκες Robin για να µεταδώσει πληροφορία διαµέσου των 
ορίων των υποπεδίων. Προτάθηκε αρχικά στο [23] και αναλύθηκε αργότερα στο [24]. 
Επιλύεται η τοπική ΜΔΕ στα υποπεδία χρησιµοποιώντας συνθήκες Robin στις 
γραµµές των διεπαφών αντιστοιχίζοντας ένα συνδυασµό Dirichlet και Neumann 
δεδοµένων από τα γειτονικά υποπεδία. 

 
𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 2,3,4… 

• Λύσε τις διορθώσεις 𝛿! = 𝛿! =
𝛿 𝛼𝜋ό 𝜏𝜊 𝜎ύ𝜎𝜏𝜂𝜇𝛼 𝜏𝜔𝜈 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑ώ𝜈: 

o (𝑢!
(!) + 𝛿!)  − !𝑢!

(!) + 𝛿!! = 0 

o
!!!

(!)

!"
(𝑢!

(!) + 𝛿!)  − !!!
(!)

!"
!𝑢!

(!) + 𝛿!! = 0 
• 𝑢𝑖(!!!) = 𝑢𝑖(!) + 𝛿 𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑ή 
• 𝑢(!!!) = 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒_𝑝𝑑𝑒!𝑢𝑖(!!!)! 𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝜐𝜋𝜊𝜋𝜀𝛿ί𝜊 
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Εδώ το λ είναι µια παράµετρος χαλάρωσης. Η σύγκλιση αυτής της µεθόδου 

αναλύθηκε στο [23] στο διαφορικό επίπεδο υποθέτοντας αυθαίρετες αποσυνθέσεις 
και χρησιµοποιώντας εκτιµήσεις «ενέργειας». Ο καθορισµός αποδοτικών επιλογών 
για το λ είναι ένα ανοιχτό πρόβληµα. Παραλλαγές της παραπάνω µεθόδου έχουν 
εµφανιστεί τελευταία στη βιβλιογραφία. Πιο συγκεκριµένα στο [25] µια βασισµένη 
σε ADI παραλλαγή για την επιτάχυνση της σύγκλισης του σχήµατος ROB 
προτείνεται και αναλύεται. Μια παραλλαγή της ROB, που επεκτείνει την εφαρµογή 
της και την απελευθερώνει από το πρόβληµα της διασταύρωσης σηµείου, 
διατυπώνεται και αναλύεται στο [26]. Μια ακόµα παραλλαγή που χρησιµοποιεί και 
τις εφαπτοµενικές παραγώγους εκτός από την κανονική παράγωγο για τη λείανση 
δίνεται στο [27] όπου βέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους χαλάρωσης λαµβάνονται 
για ένα πρόβληµα µοντέλο. 

Η µέθοδος Schur Complement (SCO) 

Ανάµεσα στις πρώτες διαδικασίες χαλάρωσης στη διεπαφή που τράβηξαν την 
προσοχή των ερευνητών είναι αυτή που αναλύεται στο [16]. Εναλλάσσει Dirichlet και 
Neumann συνθήκες διεπαφών στο χώρο και µπορεί να περιγραφεί ως εξής: 

 
𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 0,1,2,… 

𝛴𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝜐𝜋𝜊𝜋𝜀𝛿ί𝜊 𝜆ύ𝜎𝜀: 

• 𝐿𝑢(!!!) = 𝑓 ∈ 𝛺 𝜇𝜀 

• − !!(!!!)

!"
+ 𝜆𝑢(!!!) =

− !!!
(!)

!"
+ 𝜆𝑢!(!)𝜎𝜏𝜂𝜈 𝛼𝜌𝜄𝜎𝜏𝜀𝜌ή 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑ή 𝜏𝜊𝜐 𝜐𝜋𝜊𝜋𝜀𝛿ί𝜊𝜐 

• !!(!!!)

!"
+ 𝜆𝑢(!!!) =

!!!
(!)

!"
+ 𝜆𝑢!(!)𝜎𝜏𝜂 𝛿𝜀𝜉𝜄ά 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑ή 𝜏𝜊𝜐 𝜐𝜋𝜊𝜋𝜀𝛿ί𝜊𝜐 
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Εδώ το θ∈(0,1) είναι µια παράµετρος χαλάρωσης. Η ανάλυση σύγκλισης στο 

διαφορικό επίπεδο για την περίπτωση της εξίσωσης Helmholtz µε δύο µεταβλητές και 
µονοδιάστατες αποσυνθέσεις στο διαφορικό επίπεδο δίνεται στο [16] µαζί µε 
εκφράσεις που οδηγούν σε βέλτιστες τιµές για το θ. Επίσης, δίνεται µια µέθοδος για 
να καθορίζονται δυναµικά, σε κάθε επανάληψη, τιµές για το θ για τη φασµατική 
προσέγγιση συνεγκατάστασης των διαφορικών προβληµάτων. Η SCO είναι η µόνη 
τεχνική χαλάρωσης στη διεπαφή που έχει µέχρι τώρα επεκταθεί επιτυχώς και 
εφαρµοστεί σε τέταρτης τάξης ελλειπτικά προβλήµατα [28]. 

Η µέθοδος Shooting (SHO) 

Η συγκεκριµένη µέθοδος προτείνεται στο [29], όπου και διατυπώνεται αρχικά 
για µονοδιάστατα προβλήµατα οριακών συνθηκών. Πραγµατοποιείται επίσης η 
ανάλυση σύγκλισής της και βέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους χαλάρωσης 
βρίσκονται για προβλήµατα µοντέλα. Η βασική ιδέα είναι η σύνδεση των 

προβληµάτων στα υποπεδία επιλύοντας την ελλειπή εξίσωση 𝐷 𝑢𝑖 ! ≡ !!!
!

!"
−

!!!
!

!"
= 0 στις διεπαφές χρησιµοποιώντας ένα σχήµα σταθερού σηµείου (Picard) για 

την απόκτηση των νέων τιµών. 

 

 
𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 0,1,2,… 

• 𝑢1! = 𝑢,  𝑢1! = 𝜃!𝑢!
(!) + (1 − 𝜃!)𝑢!

(!) 
• 𝑢!(!!!) = 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒_𝑝𝑑𝑒(𝑢1!,𝑢1!) 
• 𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 2,… ,𝑝 − 1 

o 𝑑𝑢𝑖! =
!!!!!

(!!!)

!"
 

o 𝑢𝑖! = 𝜃!𝑢!!!
(!) + (1 − 𝜃!)𝑢!

(!) 
o 𝑢!(!!!) = 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒_𝑝𝑑𝑒(𝑢𝑖!, 𝑑𝑢𝑖!) 

• 𝑢𝑝! = 𝑢, 𝑑𝑢𝑝! =
!!!!

(!!!)

!"
 

• 𝑢!(!!!) = 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒_𝑝𝑑𝑒(𝑢𝑝! ,𝑑𝑢𝑝!) 

 

 
𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 0,1,2,… 

• 𝑎(!!!) = !(!)!!!!"(!!!)!!
!!!!"(!)!!!(!"(!!!)!

)𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑ή 

• 𝑢𝑖(!!!) = 𝑢𝑖(!) − 𝛼(!!!)𝐷!𝑢𝑖(!)! 𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝛿𝜄𝜀𝜋𝛼𝜑ή 
• 𝑢(!!!) = 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒_𝑝𝑑𝑒!𝑢𝑖(!!!)! 𝜎𝜀 𝜅ά𝜃𝜀 𝜐𝜋𝜊𝜋𝜀𝛿ί𝜊 
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Η µέθοδος του Steklov-Poincaré τελεστή (NEW) 

Η συγκεκριµένη µέθοδος αναφέρθηκε αρχικά στο [30], αλλά αναλύθηκε από 
την οπτική του preconditioning µόνο. Χρησιµοποιεί τον τελεστή Steklov-Poincaré για 
να εκτελέσει την διαδικασία λείανσης των κανονικών παραγώγων στις διεπαφές. 
Είναι µια µέθοδος δύο βηµάτων και ο αλγόριθµος περιγράφεται αναλυτικά στην[30]. 
Από την οπτική της χαλάρωσης στη διεπαφή δεν υπάρχουν θεωρητικά αποτελέσµατα 
για τη µέθοδο SPO. 
 

2.2. Εφαρµογή ενός υβριδικού παράλληλου Monte 
Carlo επιλυτή ΜΔΕ σε ορθογώνια πολλαπλά πεδία 

2.2.1 Εισαγωγή 
Ο Monte Carlo αλγόριθµος παράγει ένα τυχαίο περίπατο, χρησιµοποιώντας 

µια προτεινόµενη πυκνότητα και περιλαµβάνει µια µέθοδο για την απόρριψη/αποδοχή 
των προτεινόµενων κινήσεων. Σήµερα χρησιµοποιείται σχεδόν σε κάθε πτυχή της 
επιστηµονικής έρευνας. Οι Monte Carlo µέθοδοι προσέλκυαν πάντα τους ανθρώπους 
που εργάζονται στον τοµέα της αριθµητικής επίλυσης ΜΔΕ. Αυτή η έλξη έχει 
εξελιχθεί µε το πέρασµα των χρόνων σε συνδυασµό µε τις ραγδαίες αλλαγές στην 
τεχνολογία, όπως ο παράλληλος υπολογισµός, τα clusters υπολογιστών κ.λπ. [34] 
[35] [36]. 

2.2.2. Ανάλυση βασικού αλγορίθµου 

Περιγραφή βασικού αλγορίθµου 
Το αρχικό βήµα προς την κατεύθυνση της αξιοποίησης της απόδοσης ενός 

cluster πολλαπλών πυρήνων ήταν η εκτέλεση ενός profiling της ακολουθιακής 
υλοποίησης για τον εντοπισµό hotspots στον κώδικα που θα µπορούσαν να 
οδηγήσουν σε µείωση του χρόνου εκτέλεσης, αν παραλληλοποιούνταν 
αποτελεσµατικά. Η ανάλυση απόδοσης βασίστηκε στην υλοποίηση των αλγορίθµων 
που προτείνονται στο Vavalis et al [37]. Η εν λόγω υλοποίηση είναι σε θέση να λύσει 
την εξίσωση Poisson µε Dirichlet συνοριακές συνθήκες για 2D και 3D υπερ 
ορθογώνια πεδία, αλλά µπορεί εύκολα να επεκταθεί για να χρησιµοποιεί άλλες 
µεθόδους και πεδία. Ο αλγόριθµος είναι ένας υβριδικός αλγόριθµος µε την έννοια ότι 
τόσο ντετερµινιστικές όσο και µη ντετερµινιστικές µέθοδοι µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν για την επίλυση των πεδίων. Αρχικά, εφαρµόζεται µια πιθανοτική 
αποσύνθεση πεδίου για τον υπολογισµό εκτιµήσεων των τοπικών λύσεων κατά µήκος 
των ορίων του υποπεδίου µε τη µέθοδο Monte Carlo [38] και στη συνέχεια 
εφαρµόζεται µια παρεµβολή στις εκτιµήσεις των τοπικών λύσεων. Ειδικότερα, για 
διδιάστατα πεδία χρησιµοποιείται η Burkardt’s splines βιβλιοθήκη [40], ενώ η 
Multilevel B-spline (ΜΒΑ) [41] βιβλιοθήκη χρησιµοποιείται ώστε τα τρισδιάστατα 
πεδία να σχηµατίσουν τα όρια των νέων υποπεδίων. Τέλος, καθώς τα όρια των 
υποπεδίων είναι γνωστά ένας ντετερµινιστικός Laplace επιλυτής που χρησιµοποιεί τη 
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Deal.II [42] χρησιµοποιείται για να βρει τη λύση του προβλήµατος για κάθε 
υποπεδίο. Η βασική υλοποίηση µπορεί να περιγραφεί µε τον ακόλουθο ψευδοκώδικα. 

  
Προσδιόρισε τις συντεταγµένες των κόµβων όλων των υποπεδίων 
 
Για κάθε κόµβο 

Δηµιούργησε µια δουλειά 
Ανάθεσε τη δουλειά σε ένα νήµα 
Εκτέλεσε Monte Carlo για να υπολογίσεις  

τις τιµές των κόµβων 
 
Χρησιµοποίησε µια (2|3) διαστάσεων συνάρτηση  

παρεµβολής για να βρεις νέα όρια 
Για κάθε υποπεδίο 

Δηµιούργησε µια δουλειά 
Ανάθεσε τη δουλειά σε ένα νήµα 
Λύσε µε Laplace επιλυτή 

Πάραξε τα αποτελέσµατα 

 
Μια ενδιαφέρουσα λεπτοµέρεια υλοποίησης είναι ότι παραλληλοποίηση 

διαµοιραζόµενης µνήµης ήδη υποστηρίζεται χρησιµοποιώντας τη Pthreads 
βιβλιοθήκη. 

Profiling βασικού κώδικα 
Πριν την παραλληλοποίηση κώδικα σε µια αρχιτεκτονική κατανεµηµένης 

µνήµης, είναι σηµαντικό να πραγµατοποιηθεί ανάλυση απόδοσης (profiling) 
προκειµένου να γίνουν αντιληπτά τα σηµεία όπου ο κώδικας σπαταλά χρόνο 
εκτέλεσης κατά την ακολουθιακή εκτέλεσης. Με αυτόν τον τρόπο, ο κώδικας µπορεί 
να υποδιαιρεθεί σε «πυρήνες» που µπορούν να αναλυθούν περαιτέρω για να 
προσδιορισθεί αν είναι δυνατή η παράλληλη αξιοποίηση των διαθέσιµων 
υπολογιστικών πόρων και εάν η παραλληλοποίηση κάποιου «πυρήνα» θα έχει 
σηµαντική επίπτωση στη συνολική εκτέλεση του προγράµµατος. Στα πλαίσια του 
έργου πραγµατοποιήθηκε µια εκτενής ανάλυση απόδοσης, χρησιµοποιώντας µια 
σειρά από διαφορετικές διαµορφώσεις παραµέτρων για τα προβλήµατα που 
χρησιµοποιήθηκαν (Πίνακας 1) και προσδιορίστηκαν τρεις πυρήνες που θα 
µπορούσαν ενδεχοµένως να βελτιώσουν τη συνολική απόδοση, αν µπορούσε να 
υλοποιηθεί µια υλοποίηση κατανεµηµένης µνήµης. Οι τρεις πυρήνες είναι ο Monte 
Carlo αλγόριθµος, ο αλγόριθµος Παρεµβολής και ο Επιλυτής Laplace. Καθώς για τα 
περισσότερα προβλήµατα εισόδου ο Monte Carlo αλγόριθµος έπαιρνε από 50% έως 
94% του χρόνου εκτέλεσης, οι προσπάθειές µας επικεντρώθηκαν σε µια 
αποτελεσµατική παραλληλοποίηση του αλγορίθµου Monte Carlo µε χρήση MPI [43]. 

 
Πρόβληµα dim Dlen Subd Dect Decc nppp Btol 

1 2D 1. 1. 2 4 n u .3 12 12 1e-15 
2 2D 1. 1. 2 4 n n .3 .25 .5 .7 12 12 1e-15 
3 2D 1. 1. 2 4 n n .3 .25 .5 .7 12 12 1e-15 
4 3D 1. 1. 3 3 2 u u 5 5 5 5 12 12 1e-15 
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1.5 u 
5 3D 1. 1. 

1.5 
3 3 2 u n 

u 
.5 .55 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 1e-15 

6 3D 1. 1. 
1.5 

3 3 2 n n 
n 

.5 .4 .5 .55 1.2 5 5 5 
5 

5 5 5 5 7 7 1e-15 

7 3D 1. 1. 
1.5 

3 3 2 n n 
n 

.5 .4 .5 .55 1.2 5 5 5 
5 

5 5 5 5 7 7 1e-15 

Πίνακας 1: Χαρακτηριστικά προβληµάτων εισόδου 

Ο Πίνακας 1 παρουσιάζει τα κύρια χαρακτηριστικά των προβληµάτων 
εισόδου. Το dim αντιπροσωπεύει αν το πρόβληµα είναι διδιάστατο ή τρισδιάστατο, το 
dlen το µήκος του πεδίου κατά µήκος κάθε διάστασης, το subd τον αριθµό των 
υποπεδίων κατά µήκος κάθε διάστασης, το dect τον τύπο αποσύνθεσης για κάθε 
διάσταση µε u να αντιπροσωπεύει την οµοιόµορφη και n την ανοµοιόµορφη, το decc 
τις συντεταγµένες των διεπαφών που αντιστοιχούν σε κάθε διάσταση κατά µήκος της 
οποίας το πεδίο αποσυντίθεται ανοµοιόµορφα, το nppp τον αριθµό των κόµβων σε 
µια διεπαφή κατά µήκος µιας διάστασης. Για διδιάστατα προβλήµατα παίρνει 2 
ορίσµατα που αντιστοιχούν στις γραµµές αποσύνθεσης κατά µήκος της διάστασης Υ 
και Χ αντίστοιχα, ενώ για τρισδιάστατα παίρνει 6 ορίσµατα, µε κάθε ζευγάρι να 
αντιστοιχεί στα επίπεδα αποσύνθεσης YZ, XZ και ΧΥ αντίστοιχα. Τέλος, το btol 
αντιπροσωπεύει την ανοχή στο όριο.  

Ο Πίνακας 2 παρουσιάζει το ποσοστό του χρόνου εκτέλεσης της υλοποίησης 
διαµοιραζόµενης µνήµης για διάφορα µεγέθη περιπάτων των προβληµάτων εισόδου 
για τους προαναφερθέντες πυρήνες, µε το MC να σηµαίνει Monte Carlo, το I 
παρεµβολή και το LS επιλυτής Laplace. 

 
Περίπατοι 5K 20K 80K 
Πρόβληµα MC I LS MC I LS MC I LS 

1 60% - 5% 79% - 4% 95% - 5% 
2 50% - 10% 76% - 3% 90% - 5% 
3 74% - 9% 88% - 4% 92% - 4% 
4 80% 13% 7% 85% 11% 4% 88% 5% 7% 
5 70% 20% 10% 83% 9% 8% 90% 6% 4% 
6 78% 12% 10% 84% 10% 6% 94% 3% 1% 
7 74% 10% 6% 81% 11% 8% 90% 6% 4% 

Πίνακας 2: Ανάλυση απόδοσης 

2.2.3. Υβριδική προσέγγιση παραλληλοποίησης 
Καθώς η βασική υλοποίηση ήδη υποστηρίζει παραλληλοποίηση 

διαµοιραζόµενης µνήµης του Monte Carlo και του Laplace επιλυτή µε χρήση 
Pthreads, εστιάσαµε στην άµεση υλοποίηση µιας υβριδικής παράλληλης υλοποίησης 
µε χρήση OpenMPI [39] για επικοινωνία µεταξύ διεργασιών. Βασισµένοι στα 
πειραµατικά αποτελέσµατα της ανάλυσης απόδοσης, συµπεράναµε ότι: 

1. ένα απλό master/worker σχήµα ήταν αρκετό για να κατανείµει τον 
υπολογιστικό φόρτο του Monte Carlo πυρήνα ανάµεσα στις διεργασίες. Αυτό 
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οφείλεται στο ότι η δουλειά κάθε Monte Carlo νήµατος καθορίζεται κυρίως 
από τον αριθµό των περιπάτων, οπότε µια δίκαιη κατανοµή κόµβων µεταξύ 
των worker διεργασιών και άρα και η τοπική κατανοµή κόµβων µεταξύ των 
νηµάτων δεν θα δηµιουργήσει κάποια ιδιαίτερη ανισορροπία φόρτου. 

2. η master διεργασία µπορούσε αποδοτικά να υλοποιήσει τους πυρήνες της 
παρεµβολής και του επιλυτή Laplace για κάθε υποπεδίο τοπικά µε χρήση 
νηµάτων, αφού είχε πρώτα λάβει την απαιτούµενη εκτίµηση των σχετικών 
κόµβων από τις άλλες διεργασίες. 

Η λογική του βασικού κώδικα µένει σχετικά απαράλλακτη. Προστέθηκε µόνο 
ένα επίπεδο που κατανείµει τον υπολογιστικό φόρτο και συλλέγει τα αποτελέσµατα 
εκτίµησης από κάθε worker διεργασία. 

 

3. Αποτελέσµατα 
Πραγµατοποιήθηκε µελέτη απόδοσης του επιλυτή ΜΔΕ διαµοιραζόµενης 

µνήµης, η οποία εφαρµόστηκε σε ελλειπτικές ΜΔΕ (Poisson) σε ορθογώνια 
πολλαπλά πεδία τόσο σε δύο όσο και σε τρεις διαστάσεις. Πραγµατοποιήθηκε 
υλοποίηση παράλληλου αλγορίθµου κατανεµηµένης/ διαµοιραζόµενης µνήµης και 
πραγµατοποιήθηκαν αναλυτικά πειράµατα. Τα πειραµατικά αποτελέσµατα που 
ακολουθούν δείχνουν ότι µπορεί να επιτευχθεί µια αποδοτική υλοποίηση του 
αλγορίθµου και σε αρχιτεκτονικές κατανεµηµένης µνήµης. Η υβριδική υλοποίηση 
καταφέρνει να επιδείξει σηµαντική επιτάχυνση, ενώ διατηρεί την ποιότητα της λύσης 
σε δείγµατα συνόλων δεδοµένων εισόδου. 

 
 

3.1. Υλοποίηση µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή  
Μία σύντοµη µελέτη αξιολόγησης απόδοσης των µεθόδων µπορεί να βρεθεί 

στο [31] όπου παρουσιάζονται και συζητούνται αριθµητικά δεδοµένα για 
µονοδιάστατα προβλήµατα. Τα προβλήµατα αυτά µπορεί να θεωρηθούν πολύ απλά 
για να έχουν πρακτική αξία, αλλά ο πειραµατισµός µαζί τους ανέδειξε διάφορες 
πλευρές της φύσης των µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή. Τα ποιοτικά τους 
χαρακτηριστικά φαίνονται στον πίνακα 1. Η ταχύτητα σύγκλισης, όπως φαίνεται 
µπορεί να είναι χαµηλή, µέση ή υψηλή. Οι επαναλήψεις µπορούν να προσεγγίζουν 
την πραγµατική λύση µονότονα ή όχι και µπορεί να υπάρχουν µία, δύο ή καµία 
παράµετροι  χαλάρωσης για να επιταχύνουν τη σύγκλιση. Κάποιες µέθοδοι είναι ενός 
βήµατος, άλλες όχι και κάποιες χρησιµοποιούν ιστορία (η καινούργια τιµή στη 
διεπαφή ισούται µε την παλιά συν έναν όρο διόρθωσης), ενώ άλλες όχι. 
 

 
 Ταχύτητα Μονοτονικότηα 

Σύγκλισης 
Αριθµός 
Παραµέτρων 

Διαθέσιµη 
Θεωρία 

Μνήµη Ενός 
Βήµατος 

AVE Μέση Όχι 2 Λίγη Όχι Όχι 
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GEO Μέση Ναι 2 Λίγη Ναι Ναι 
NEW Μέση Όχι Καµία Όχι Ναι Ναι 
ROB Χαµηλή Όχι 1 Λίγη Όχι Ναι 
SCO Μέση Όχι 1 Λίγη Ναι Όχι 
SHO Μέση Ναι Καµία Λίγη Ναι Ναι 
SPO Υψηλή Ναι 1 Όχι Ναι Όχι 

Πίνακας 3: Ιδιότητες των επτά µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή 

Τα βασικά συµπεράσµατα που προκύπτουν από αυτή τη συγκριτική ανάλυση 
είναι ότι υπάρχουν αρκετές µέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή που δείχνουν ότι έχουν 
τις δυνατότητες να δουλέψουν αποδοτικά και ότι µένουν ακόµα πολλά να µάθουµε 
για τη συµπεριφορά τους και για το πώς να διαλέγουµε ανάµεσά τους την κατάλληλη, 
αλλά και το πώς να διαλέγουµε τις παραµέτρους τους. 

Στην παρούσα µελέτη η µέθοδος που θα υλοποιήσουµε είναι η GEO γιατί 
είναι µία από αυτές που έχουν πολύ καλά χαρακτηριστικά, όπως µονοτονικότητα στη 
σύγκλιση, χρήση ιστορίας (η καινούργια τιµή στη διεπαφή ισούται µε την παλιά συν 
έναν όρο διόρθωσης) και το ότι είναι ενός βήµατος. Επίσης γιατί για τη GEO υπάρχει 
µια πρόσφατη υλοποίηση [22] µε την οποία µπορούµε να συγκρίνουµε την 
προτεινόµενη υλοποίηση. Η υλοποίηση βέβαια και των υπόλοιπων έξι µεθόδων στο 
περιβάλλον επίλυσης προβληµάτων πολλαπλών πεδίων/ πολλαπλών φυσικών που 
υλοποιούµε είναι στα άµεσα µελλοντικά µας σχέδια. 
 

3.2. Πειραµατικά αποτελέσµατα σε Clusters πάνω από 
Cloud 
Έχουµε εκτελέσει έναν εκτενή αριθµό πειραµάτων σε µία συστάδα 8 

εικονικών µηχανηµάτων που υλοποιείται σε µια υποδοµή υπολογιστικού νέφους µε 
χρήση OpenStack στο υπολογιστικού κέντρου του Τµήµατος Μηχανικών 
Πληροφορικής και Υπολογιστών του ΤΕΙ Δυτικής Ελλάδας. Η υποδοµή νέφους 
χρησιµοποιεί ένα Dell Blade Enclosure µε 16 dual processor Xeon servers, µε κάθε 
επεξεργαστή να έχει 6 hyper-threading πυρήνες και 48 Gbytes κύριας µνήµης. Τα 
blades είναι διασυνδεδεµένα µε 1 GBit Ethernet. Κάθε εικονικό µηχάνηµα έχει 4 
εικονικές CPUs και 8 GBytes RAM. 

Για όλα τα προβλήµατα έχουµε δηµιουργήσει όλους τους πιθανούς 
συνδυασµούς εκτέλεσης για το µέγιστο αριθµό νηµάτων nt={1, 2, 4, 6, 8} ανά 
διεργασία np={1, 2, 4, 8, 16, 32, 64} και τον αριθµό των τυχαίων περιπάτων που 
πραγµατοποιούνται ανά κόµβο από τον αλγόριθµο Monte Carlo walks = {20K, 40K, 
80K, 160K}, ώστε να µπορέσουµε να καθορίσουµε την επιτάχυνση και την 
κλιµάκωση της προτεινόµενης προσέγγισης. Για το profiling της υβριδικής 
υλοποίησης έχουµε χρησιµοποιήσει τον mpiP profiler [43] που είναι µια ελαφριά 
βιβλιοθήκη profiling για MPI εφαρµογές. Επειδή απλά συλλέγει στατιστική 
πληροφορία για τις MPI συναρτήσεις, το mpiP δηµιουργεί σηµαντικά λιγότερη 
επιβάρυνση και πολύ λιγότερα δεδοµένα σε σχέση µε άλλες βιβλιοθήκες ιχνηλάτησης 
του χρόνου εκτέλεσης. 

Οι Πίνακες 3-10 παρουσιάζουν µέρος από τους χρόνους εκτέλεσης σε 
δευτερόλεπτα από το σύνολο των πραγµατοποιηθέντων πειραµάτων και ο Πίνακας 11 
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την επιτάχυνση που επιτεύχθηκε για όλα τα προβλήµατα εισόδου σε σχέση µε τους 
χρόνους εκτέλεσης µε χρήση ενός νήµατος και µίας διεργασίας. Για κάθε συνδυασµό 
παραµέτρων ο παράλληλος αλγόριθµος εκτελέστηκε 10 φορές στο περιβάλλον της 
υποδοµής νέφους. 

 
Πρόβληµα 1 

Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 

40K 26 8 6 3 3 4 3 
80K 49 14 11 5 4 6 5 

160K 98 24 19 9 6 6 8 
Πίνακας 4: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 1 

Πρόβληµα 2 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 

40K 26 9 7 4 3 3 4 
80K 50 14 10 6 4  5 

160K 99 25 19 9 6 7 9 
Πίνακας 5: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 2 

Πρόβληµα 3 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 

40K 25 10 5 3 3 2 3 
80K 40 26 10 4 3 4 4 

160K 99 38 18 8 5 6 6 
Πίνακας 6: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 3 

Πρόβληµα 4 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 

40K 538 183 120 70 62 68 77 
80K 931 298 170 88 80 86 90 

160K 1777 511 295 124 109 122 129 
Πίνακας 7: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 4 

Πρόβληµα 5 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 

40K 534 183 120 70 62 68 74 
80K 946 298 170 88 180 86 90 
160K 1757 511 295 124 109 122 129 

Πίνακας 8: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 5 
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Πρόβληµα 6 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 

40K 94 176 423 78 72 75 77 
80K 847 273 164 97 82 92 94 
160K 1550 464 292 135 106 121 130 

Πίνακας 9: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 6 

Πρόβληµα 7 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 

40K 365 176 109 78 72 75 77 
80K 713 273 164 97 82 92 94 
160K 1416 464 292 135 105 121 130 

Πίνακας 10: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 7 

Προβλήµατα εισόδου 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 

40K 2008 745 610 306 277 295 312 
80K 3576 1196 699 385 335 371 382 

160K 6796 2037 1230 544 446 505 541 
Πίνακας 11: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – άθροισµα 

Επιτάχυνση προβληµάτων εισόδου 
Np 2 4 8 16 32 64 
Nt 2 4 6 6 8 8 

Min 2.81 2.03 6.33 6.86 6.59 6.42 
Avg 3.08 4.17 8.85 10.60 9.53 9.12 
Max 3.34 5.13 11.48 14.62 12.81 11.92 

Πίνακας 12: Επιτάχυνση 

Η λεπτοµερής ανάλυση των εκτελέσεων δείχνει ότι ο αλγόριθµος 
κλιµακώνεται σχεδόν γραµµικά σε σχέση µε τον αριθµό των ενεργών νηµάτων 
επεξεργασίας, δηλαδή τον αριθµό των διεργασιών πολλαπλασιασµένο µε τον αριθµό 
των νηµάτων, έως ότου ο χρόνος εκτέλεσης του Monte Carlo µειωθεί σηµαντικά 
λόγω της παραλληλοποίησης και οι χρόνοι εκτέλεσης των άλλων δύο κόµβων 
κυριαρχούν στο συνολικό χρόνο εκτέλεσης. 

Οι Εικόνες 1-4 παρουσιάζουν την επιτάχυνση και τον συνολικό χρόνο 
εκτέλεσης για κάποια από τα προβλήµατα εισόδου. 
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Εικόνα 3: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 2 

 
Εικόνα 4: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 4 

 
Εικόνα 5: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 6 
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Εικόνα 6: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 7 

3.3. Συγκερασµός Αριθµητικών Μεθόδων και 
Λογισµικού 

  
Σε αυτό το διάστηµα στα πλαίσια της δράσης 4.1 ολοκληρώθηκε η υλοποίηση 

της µεθόδου interface relaxation στην πλατφόρµα FEniCS µε τρόπο που να 
υποστηρίζεται η επίλυση προβληµάτων µε περισσότερα από 2 και πιο πολύπλοκα 
πεδία. Για τα πεδία υπάρχει η δυνατότητα να εισάγονται και γραφικά και σε script και 
αναπτύχθηκαν κατάλληλες συναρτήσεις που θα επιτρέπουν την κλήση της µεθόδου 
interface relaxation µε τις κατάλληλες παραµέτρους. 

 

4. Παραδοτέα 
Η παρούσα Ετήσια Έκθεση Προόδου του φυσικού αντικειµένου. 

5. Συνεργασίες 
 
Κατά τη διάρκεια αυτής της περιόδου, υπήρξε συνεργασία µε την ΚΕΟ2, 

σχετικά µε την παράλληλη υλοποίηση των µεθόδων Χαλάρωσης στη Διεπαφή και της 
µεθόδου υβριδικού επιλυτή διαφορικών εξισώσεων µε χρήση Monte Carlo. 

 

6. Μελλοντικές Δράσεις 
 
Η ΚΕΟ3, στο επόµενο διάστηµα θα ασχοληθεί µε την παράλληλη υλοποίηση 

των µεθόδων Interface Relaxation σε clusters και την αξιολόγηση της απόδοσης των 
παράλληλων υλοποιήσεων της παραπάνω µεθόδου. Σε σχέση µε την υλοποίηση του  
υβριδικού επιλυτή διαφορικών εξισώσεων µε χρήση Monte Carlo, τα µελλοντικά µας 
σχέδια περιλαµβάνουν την παραλληλοποίηση του επιλυτή Laplace σε µηχανήµατα 
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κατανεµηµένης µνήµης και την ενσωµάτωση του υβριδικού αλγορίθµου στην 
πλατφόρµα FEniCS.  
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1. Σκοπός 
 

Η έκθεση για το 2013 παρουσιάζει την πρόοδο της Δράσης 3.2 στις δύο 
πλατφόρµες CPU/GPU και FPGA δίδοντας έµφαση στην ανάπτυξη εργαλείων που θα 
χρησιµοποιηθούν για υλοποίηση των elliptic PDE solvers σε multicore CPU και 
GPU.  
Σε αυτήν την έκθεση παρουσιάζουµε αρχικά τα αποτελέσµατα της εκτέλεσης ενός 

προγράµµατος επίλυσης Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων (Partial Differential 
Equations, PDEs) µε την χρήση τεχνικών Monte Carlo. Η υλοποίηση του 
προγράµµατος επίλυσης των PDEs γίνεται σε µια πολυπύρηνη CPU και σε 4 GPUs 
χρησιµοποιώντας OpenCL [1].  

Επίσης παρουσιάζουµε ένα καινοτόµο πλαίσιο το οποίο αυτοµατοποιεί την 
διαχείριση δεδοµένων (data management) από ένα σύστηµα χρόνου εκτέλεσης 
(runtime system, RTS) σε ένα ετερογενές επεξεργαστικό σύστηµα. Το πλαίσιο αυτό 
χρησιµοποιεί compile-time ανάλυση βασισµένη στο πολυεδρικό µοντέλο (polyhedral 
model) µε σκοπό να συνδέσει υπολογισµούς µε τα δεδοµένα που αυτοί οι 
υπολογισµοί παράγουν και καταναλώνουν. Τα αποτελέσµατα της πολυεδρικής 
ανάλυσης (polyhedral analysis) χρησιµοποιούνται στη συνέχεια από το RTS για 
αυτοµατοποίηση της διαχείρισης δεδοµένων. Πέρα από το ότι απαλλάσσει τον 
προγραµµατιστή από το βάρος της διαχείρισης δεδοµένων, το πλαίσιο µας δίνει τη 
δυνατότητα αυτόµατου διαχωρισµού των δεδοµένων στις µνήµες διαφορετικών 
επεξεργαστών ανάλογα µε την υπολογιστική τους ισχύ και το µέγεθος της µνήµης 
που περιέχουν. 

Τα πειραµατικά αποτελέσµατα µας δείχνουν ότι το πλαίσιο αυτό διευκολύνει την 
χρήση όλων των ετερογενών πόρων (resources) του συστήµατος µε πολύ µικρή 
επιβάρυνση της τάξης του 1.24% σε σχέση µε το να γίνει η κατανοµή των δεδοµένων 
από τον προγραµµατιστή.  

2. Υλοποίηση PDEs σε ετερογενές σύστηµα CPU/GPU µε την 
χρήση πολυεδρικού µοντέλου 

2.1. Εισαγωγή 
Τα ετερογενή συστήµατα γίνονται ολοένα και πιο δηµοφιλή στην υπολογιστική 

υψηλών επιδόσεων κυρίως λόγω της δυνατότητας τους να συνδυάζουν υψηλή 
ταχύτητα µε σχετικά χαµηλή κατανάλωση ισχύος. Το σηµαντικότερο πρόβληµα τους 
είναι ότι επιβαρύνουν τον προγραµµατιστή όχι µόνο µε την εύρεση και εκµετάλλευση 
του παραλληλισµού σε µια εφαρµογή αλλά επίσης και µε την ευθύνη της µεταφοράς 
δεδοµένων από τον χώρο διευθύνσεων ενός επεξεργαστή (πχ CPU) στον χώρο 
διευθύνσεων ενός διαφορετικού επεξεργαστή (πχ GPU). Ακόµα χειρότερα, η µεγάλη 
διαφοροποίηση µεταξύ αρχιτεκτονικών και µνηµών στα ετερογενή συστήµατα 
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αναγκάζουν πολλές φορές τον προγραµµατιστή να δηµιουργήσει πολλές διαφορετικές 
εκδοχές ενός κώδικα για να µπορέσει να καλύψει όλες τις περιπτώσεις.  

Για να υλοποιήσουµε τον αλγόριθµο επίλυσης PDEs µέσω τεχνικών Monte Carlo, 
αποφασίσαµε να χρησιµοποιήσουµε το προγραµµατιστικό µοντέλο OpenCL που 
στοχεύει ακριβώς τα ετερογενή συστήµατα. Επιπλέον δηµιουργούµε ένα πλαίσιο που 
συνδυάζει compile-time στατική ανάλυση µε run-time δυναµική ανάλυση της ροής 
των δεδοµένων µιας εφαρµογής για να αυτοµατοποιήσει την διαχείριση δεδοµένων σε 
ετερογενή συστήµατα CPU και GPU. Πέρα από την αυτόµατη διαχείριση δεδοµένων, 
το πλαίσιο αυτό βοηθάει στην κατανοµή των υπολογισµών στους υπάρχοντες 
επεξεργαστές λαµβάνοντας υπόψιν του την υπολογιστική ισχύ και το ενεργειακό 
αποτύπωµα κάθε επεξεργαστή, βελτιστοποιώντας κατά αυτόν τον τρόπο την χρήση 
της υπολογιστικής ισχύς και των µνηµών του ετερογενούς συστήµατος.  

Η µεθοδολογία µας εισάγει µία αµελητέα επιβάρυνση στον χρόνο εκτέλεσης κατά 
1.24% σε σχέση µε την περίπτωση να γίνει η διαχείριση δεδοµένων µόνο από τον 
επεξεργαστή. Στην συνέχεια της Παραγράφου 2, θα εισάγουµε βασικές έννοιες του 
πολυεδρικού µοντέλου στην Παρ. 2.2, θα περιγράψουµε την µεθοδολογία του 
πλαισίου µας στην Παρ. 2.3, και θα παρουσιάσουµε τα τελικά αποτελέσµατα της 
µεθόδου µας στην Παρ. 0. 

2.2. Πολυεδρικό Μοντέλο 
Το πολυεδρικό µοντέλο είναι µαθηµατικό πλαίσιο που χρησιµοποιείται κυρίως για 

ανάλυση βρόγχων (loops) για βελτιστοποίηση της µεταγλώττισης (compilation) σε 
ένα πρόγραµµα. Η µέθοδος του πολύεδρου θεωρεί ότι κάθε επανάληψη του loop 
(loop iteration) µπορεί να αναπαρασταθεί από ένα σηµείο µέσα σε µαθηµατικά 
αντικείµενα που ονοµάζονται πολύεδρα (ή πολύτοπα). Μετασχηµατισµοί που 
εφαρµόζονται πάνω σε πολύεδρα µεταφράζονται σε µετασχηµατισµούς του πηγαίου 
κώδικα του προγράµµατος µας. Η πολυεδρική ανάλυση αποτελεί ένα πολύτιµο 
εργαλείο για βελτιστοποίηση κώδικα µέσω του compiler λόγω της ευχέρειας να 
αλλάζει την µορφή των loops.  

Ένα n-πολύεδρο είναι ένα γεωµετρικό αντικείµενο µε επίπεδες πλευρές στον Ν-
διάστατο χώρο. Το πεδίο ορισµού D του πολυέδρου είναι η τοµή ενός πεπερασµένου 
συνόλου από κλειστά ηµίσεια διαστήµατα (half spaces). Αυτή η αναπαράσταση 
µπορεί να γραφεί και ως ένα σύστηµα από εξισώσεις και ανισώσεις: 

𝐷: 𝑥 ∈ 𝑄! 𝐴𝑥 = 𝑏,𝐶𝑥 ≥ 𝐷} 
Η ανάλυση µε την µέθοδο του πολυέδρου αναπαριστά τα loops καθώς και τις 

εντολές µέσα στα loops ως πολύεδρα. Χρησιµοποιείται ευρέως σε δηµοφιλής 
compilers όπως ο LLVM και ο gcc. Μέσω της δηµιουργίας πολυέδρων, ένας compiler 
µπορεί να εντοπίσει εξαρτήσεις µεταξύ εντολών (data dependencies), να 
δηµιουργήσει βελτιστοποιηµένους χρονοπρογραµµατισµούς εντολών (instruction 
schedules) και να ανακαλύψει παραλληλισµό µεταξύ εντολών ή επαναλήψεων ενός 
loop. 
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Παράδειγµα Ανάλυσης Πολυέδρου. Θα δείξουµε ένα απλό παράδειγµα 
ανάλυσης χρησιµοποιώντας την µέθοδο του πολυέδρου και αναφερόµενοι στον 
κώδικα της Εικόνα 1. 

Η συνθήκη που ελέγχει τον τερµατισµό του loop αντιστοιχεί στον περιορισµό: 

 2 ≤ 𝑖 ≤ min (𝑀,−1+ 𝑁 + 2) ο οποίος µπορεί να γραφεί και ως: 

2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑀, και 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝛮 + 1. 

Ένα πολύεδρο µπορεί να αναπαρασταθεί από έναν πίνακα µε 
(1+Output+Input+Parameters+1) στήλες και τόσες γραµµές όσος και ο αριθµός των 
περιορισµών που δηµιουργούν το πολύεδρο. Η πρώτη στήλη δείχνει εάν η αντίστοιχη 
γραµµή περιγράφει ισότητα ή ανισότητα (τιµή 0 ή 1 , αντίστοιχα). Τα Outputs 
αντιστοιχούν σε δείκτες πινάκων, και στο συγκεκριµένο παράδειγµα δείχνουν ότι το 
εύρος τιµών της µεταβλητής i, που είναι το µοναδικό output είναι η ίδια η τιµή του i. 
Η τρίτη στήλη αντιστοιχεί στον µοναδικό iterator i του loop, ενώ οι επόµενες δύο 
στήλες αντιστοιχούν στις παραµέτρους. Η τελευταία στήλη αποθηκεύει το σταθερό 
κοµµάτι των περιορισµών. Ο πίνακας που αντιπροσωπεύει το πολύεδρο του κώδικά 
µας είναι ο παρακάτω: 

0 −1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 −2
1 0 −1 1 0 0
1 0 −1 0 1 1

 

 

2.3. Πλαίσιο ανάλυσης διαχείρισης δεδοµένων  
Σε αυτήν την παράγραφο θα εξηγήσουµε την µεθοδολογία εύρεσης του µεγέθους 

της µνήµης που απαιτεί ένας συγκεκριµένος υπολογισµός και τον τρόπο µε τον οποίο 
µπορούµε να αυτοµατοποιήσουµε µεταφορές δεδοµένων σε µία ετερογενή 
πλατφόρµα. Αυτή η τεχνική µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί για την 
παραλληλοποίηση ενός αλγορίθµου πιθανώς σε τµήµατα διαφορετικού βαθµού 
διακριτότητας (granularity) από ότι αρχικά έχει καθορίσει ο προγραµµατιστής.  
Η πρώτη φάση της πολυεδρικής ανάλυσης λαµβάνει χώρα κατά την διάρκεια του 

compilation. Στοχεύει στο να δηµιουργήσει µια σειρά από παραµετρικές εξισώσεις 
που να υπολογίζουν το διάστηµα των θέσεων µνήµης που µπορούν να 
προσπελασθούν από κάθε κοµµάτι του κώδικα. Κατά την διάρκεια εκτέλεσης του 
κώδικα, η δεύτερη φάση διαχωρίζει αυτόµατα τα δεδοµένα και τα µεταφέρει µε έναν 
βέλτιστο τρόπο µεταξύ των επεξεργαστικών στοιχείων. Η Εικόνα 2 δείχνει την ροή 
και των δύο φάσεων του αλγορίθµου µας. 

for (i=2; i <= min(M, -1+N+2), i++) { 

   S1(i); 

}  

Εικόνα 1. Απλός κώδικας για το παράδειγµά µας.  



Τεχνική Έκθεση 2013                                                                                        Δ3.2/ 

 

6 

Στατική φάση (compilation).  

Η ανάπτυξη της στατικής φάσης έγινε µε την βοήθεια εργαλείων όπως το 
Polyhedral Extraction Tool (PET) [3], το ISL [2] και το PolyLib [4]. To PET παίρνει 
σαν είσοδο τον πηγαίο κώδικα και δηµιουργεί το πολυεδρικό µοντέλο για τα loops 
του κώδικα αυτού. Η ISL είναι µία βιβλιοθήκη εργαλείων για καλύτερη 
αναπαράσταση πολυέδρων, ενώ η PolyLib είναι µία βιβλιοθήκη που παρέχει εργαλεία 
για την επεξεργασία πολυέδρων. 

 Το αποτέλεσµα της πρώτης φάσης του αλγόριθµού µας είναι ένα σύνολο 
παραµετροποιηµένων διαστηµάτων για κάθε πίνακα (array) που προσπελαύνεται 
µέσα στο loop. Κάθε τέτοιο διάστηµα περιέχει επίσης πληροφορίες για τον τύπο της 
προσπέλασης (read/write). Τα στάδια της φάσης αυτής που φαίνονται και στην 
Εικόνα 2 είναι τα εξής: 

1. Array index de-linearization. Η ανάλυση µας αφορά κάθε εντολή 
προγράµµατος µέσα σε loops που προσπελαύνει µονοδιάστατους και 
δισδιάστατους πίνακες εφόσον οι προσπελάσεις είναι του τύπου 
array[row*width+column]. Λόγω της παρουσίας της παραµέτρου width, που 
αναπαριστά τον αριθµό των στηλών του πίνακα, το εργαλείο PET δεν µπορεί 
να ολοκληρώσει την ανάλυση επειδή θεωρεί ότι η αντίστοιχη προσπέλαση δεν 
είναι συσχετισµένη (affine). Αντιµετωπίζουµε αυτό το πρόβληµα µε το να 
επεκτείνουµε το εργαλείο PET θεωρώντας τους δείκτες row και column σαν 
ανεξάρτητους δείκτες και το width σαν extra παράµετρο. 

2. Inject initial dimensions and constraints. Ο κώδικας ενός παράλληλου πυρήνα 
(kernels) σε OpenCL ουσιαστικά περικλείεται από 6 loops, τα οποία 
αντιστοιχούν στην εκτέλεση ενός work-item της OpenCL µέσα σε ένα work-
group (τα τρία εσωτερικά loops) και στην εκτέλεση ενός work-group µέσα σε 
ένα πλέγµα (grid) (τα τρία εξωτερικά loops). Σε αυτό το βήµα, εισάγουµε αυτά 
τα extra loops στο πολυεδρικό µας µοντέλο. 

 
Εικόνα 2. Η ροή του υβριδικού αλγορίθµου µας  
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3. Polyhedral minimization. Ελαχιστοποίηση του µεγέθους του πολυέδρου µέσω 
της απαλοιφής περιορισµών που είναι πλεονάζοντες.  

4. Elimination of input dimensions. Το επόµενο βήµα της στατικής φάσης είναι η 
µείωση της διάστασης των εισόδων (inputs) του πολυέδρου. Πολλές είσοδοι 
έχουν σταθερή τιµή κατά την διάρκεια της εκτέλεσης του κώδικα (πχ η 
παράµετρος width) και οι προσπελάσεις της µνήµης λόγω αυτών των εισόδων 
µπορούν να υπολογισθούν κατά την διάρκεια του compilation. Μετά το τέλος 
της φάσης αυτής, όλα τα πολύεδρα αποτελούνται από στήλες που αντιστοιχούν 
σε outputs και παραµέτρους.  

5. Code transformations and generation. Ο τελικός στόχος αυτής της φάσης είναι 
να χωρίσουµε τον αρχικό υπολογισµό σε µικρότερα κοµµάτια και να 
καθορίσουµε για κάθε κοµµάτι επακριβώς τα δεδοµένα εισόδου και εξόδου 
που απαιτούνται για να εκτελεσθεί το κοµµάτι αυτό. Αυτό απαιτεί το να 
ξαναγράψει το εργαλείο σε αυτήν την φάση τον αρχικό πηγαίο µας κώδικα.  

Ο κώδικας της Εικόνας 3 και της Εικόνας 4 δείχνουν τον κώδικα Monte Carlo για 
την επίλυση µερικών διαφορικών εξισώσεων (PDEs) πριν και µετά την εφαρµογή του 
αλγορίθµου µας, αντίστοιχα. Με κόκκινο τονίζουµε τις αλλαγές όπου υπάρχουν. 
Βασισµένος στην ανάλυση πολυέδρου, ο compiler δηµιουργεί επίσης τον κώδικα 

για µία νέα συνάρτηση η οποία υπολογίζει τα διαστήµατα της µνήµης που 
προσπελαύνονται από κάθε προσπέλαση µέσα στα κοµµάτια του κώδικα που 
παράγονται σε αυτήν την φάση. Αυτή η συνάρτηση καλείται από το σ΄συστηµα 
χρόνου εκτέλεσης (RTS) όταν κληθεί ο αντίστοιχος παράλληλος πυρήνας (kernel) 
προς εκτέλεση. 

kernel void DoRandomWalks2D( 
global float *D, global float *x, global float *result, 
unsigned int num_walks, float btol, unsigned int nodes) 
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{ 
 private long me = get_local_id(0), us = get_local_size(0); 
 private long __group_id_x = get_group_id(0); 
 /* Some variable declarations and statements omitted */ 
 if ( __group_id_x < nodes ) { 
  _x[0] = x[__group_id_x*2]; 
  _x[1] = x[__group_id_x*2+1]; 
  for ( i=0; i<num_walks; ++i ) { 
    _x[0] = x[__group_id_x*2]; 
    _x[1] = x[__group_id_x*2+1]; 
    perform_random_walks(num_walks, _x, _D); 
  } 
  barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
  if ( me == 0 ) { 
    d = compose_d(); 
    result[__group_id_x] = d; 
  } 
} 

Εικόνα 3. Ο αρχικός κώδικας OpenCL για την µέθοδο Monte Carlo (MC).  

/* ocl_offsets: Holds the offset values (Dynamic mode) */ 
 kernel void DoRandomWalks2D( constant const int *ocl_offsets, 
 global float *D, global float *x, global float *result, 
 unsigned int num_walks, float btol, unsigned int nodes) 
 { 
 private long me = get_local_id(0), us = get_local_size(0); 
 private long __group_id_x = get_global_id(0)/us; 
 /* Some variable declarations and statements omitted */ 
 if ( __group_id_x < nodes ) { 
   _x[0] = x[(__group_id_x-x0y)*x0w -x0o]; 
   _x[1] = x[(__group_id_x-x1y)*x1w +1 -x1o]; 
   for ( i=0; i<num_walks; ++i ) { 
     _x[0] = x[(__group_id_x-x2y)*x2w -x2o]; 
     _x[1] = x[(__group_id_x-x3y)*x3w +1 -x3o]; 
     perform_random_walks(num_walks, _x, _D); 
   } 
    barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
   if ( me == 0 ) { 
    d = compose_d(); 
     result[__group_id_x -result2o] = d; 
   } 
 } 
} 

Εικόνα 4. Ο κώδικας OpenCL για την µέθοδο Monte Carlo µετά την εφαρµογή του 
αλγορίθµου µας 

 

Φάση χρόνου εκτέλεσης.  
Αυτή η φάση λαµβάνει χώρα κατά την εκτέλεση του κώδικα λίγο πριν το 
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2.4. Αποτελέσµατα της µεθόδου για PDEs 
O αλγόριθµος για υλοποίηση των elliptic PDE solvers είναι ένας εναλλακτικός 

τρόπος επίλυσης προβληµάτων πολλαπλών πεδίων (multi-domain, multiphysics). O 
βασικός παράλληλος πυρήνας (kernel) του αλγορίθµου αυτού (Εικόνα 3) 
πραγµατοποιεί τυχαίους περιπάτους (random walks) από το σύνορο (boundary) ενός 
υπόχωρου (sub-domain) στο σύνορο του µεγαλύτερου χώρου (domain). Ο σκοπός του 
περιπάτου είναι ο υπολογισµός των αρχικών συνθηκών του υπόχωρου για την 
επίλυση των διαφορικών εξισώσεων.  
Μετά από ανάλυση και profiling της εφαρµογής µέσω της σουίτας Intel(TM) 

Vtune αναγνωρίσαµε δύο κρίσιµα σηµεία της εφαρµογής, που καταναλώνουν σχεδόν 
πλήρως το χρόνο εκτέλεσης της εφαρµογής. Η πρώτη µέθοδος ονοµάζεται 
monte_carlo και είναι η συνάρτηση υπεύθυνη για την παραγωγή τυχαίων 
µονοπατιών. Το αµέσως επόµενο πιο χρονοβόρο τµήµα της εφαρµογής είναι η 
επίλυση συστηµάτων µέσω της µεθόδου conjugate gradient η οποία είναι 
υλοποιηµένη στην βιβλιοθήκη deal.II. Αρχικά επιλέξαµε να επικεντρωθούµε στην 
συνάρτηση monte_carlo µιας και αυτή αποτελεί ουσιαστικά την ουσία της 
εφαρµογής.  

Πριν παρουσιάσουµε τον λόγο επιτάχυνσης µέσω της χρήσης OpenCL Kernels 
βρίσκουµε σκόπιµο να αναφέρουµε τα χαρακτηριστικά που έχει η πλατφόρµα πάνω 
στην οποία εκτελέσαµε τις διαφορετικές εκδόσεις της εφαρµογής.  
Για την πειραµατική µελέτη απόδοσης χρησιµοποιήσαµε τα εξής δύο 

υπολογιστικά κυκλώµατα: 
● Επεξεργαστής γενικού σκοπού: Intel(R) Core(TM) i7 CPU 870 

(2.93GHz) 

compilation του πυρήνα OpenCL που πρόκειται να εκτελεσθεί (σηµ. στην OpenCL, 
οι πυρήνες είναι δυνατόν να γίνονται compile κατά την διάρκεια εκτέλεσης). H 
συνάρτηση που παράγεται στο τέλος της προηγούµενης φάσης εκτελείται σε αυτήν 
την φάση µε σκοπό να δηµιουργήσει τις προσπελάσεις για κάθε συσκευή OpenCL. 
Τα στάδια της φάσης αυτής που φαίνονται και στην Εικόνα 2β είναι τα εξής: 

1. Coalescing of overlapping/adjacent SBs. Επιµέρους περιοχές της µνήµης που 
προσπελαύνονται από κάθε κοµµάτι του πυρήνα OpenCL συνενώνονται για να 
δηµιουργήσουν µία µεγαλύτερη περιοχή µε σκοπό να µειωθεί ο αριθµός των 
µεταφορών δεδοµένων µεταξύ Host και των υπόλοιπων συσκευών (CPU ή 
GPU).  

2. Allocation of memory buffers. Μετά την φάση της συνένωσης των επιµέρους 
τµηµάτων µνήµης, γίνεται δυναµική δέσµευση ανάλογης ποσότητας µνήµης σε 
κάθε επεξεργαστικό στοιχείο (CPU ή GPU) που είναι στο σύστηµα µας. 

3. Memory buffer transfer to devices. Η µεταφορά δεδοµένων µεταξύ του Host 
και των υπόλοιπων συσκευών γίνεται µόνο την πρώτη φορά ή όταν καινούργια 
δεδοµένα έχουν δηµιουργηθεί στις θέσεις µνήµης και θα πρέπει να 
µεταφερθούν και αυτά.  
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● Κάρτα γραφικών: GeForce GTX 480 (1401MHz) 
Για τα πειράµατα που εκτελούνται στον Intel επεξεργαστή (αρχική έκδοση του 

κώδικα) χρησιµοποιούµε 8 νήµατα ενώ για την εκτέλεση στην κάρτα γραφικών 
χρησιµοποιούµε Ν*768 νήµατα όπου Ν ο αριθµός των σηµείων στα οποία θα 
εφαρµοστεί η µέθοδος monte_carlo. Επειδή η συνολική επιτάχυνση του 
προγράµµατος διαµορφώνεται σε σχέση µε το µέγεθος του προβλήµατος που τίθεται 
για επίλυση παρουσιάζουµε µερικές ενδεικτικές εκτελέσεις στον παρακάτω πίνακα: 

Χρόνος εκτέλεσης 
CPU (Διάσταση 

Χώρου) 

Χρόνος εκτέλεσης 
GPU / 

Χρονοβελτίωση 

Μέσο σφάλµα 
CPU 

Μέσο Σφάλµα 
GPU 

100 secs (2D) 34 secs / 2.94x 0.0002041409246 8.811696406e-
05 

241 secs (3D) 35 secs / 6.89x 0.01288890583 0.01290900319 

761 secs (2D) 85 secs / 8.95x 0.0002024040681 2.788477219e-
05 

2026 secs (3D) 2004 secs / 1x 0.009886439747 0.009778896185 

 
 Επιλέξαµε τυχαία 4 παραδείγµατα για να παρουσιάσουµε την βελτιστοποίηση 

στη µέθοδο µας. Το γεγονός ότι η GPU φαίνεται να παράγει ορθότερες εκτιµήσεις 
είναι τυχαίο, σε γενικές γραµµές οι εκτιµήσεις των δύο υλοποιήσεων έχουν 
παραπλήσιες τιµές. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η αυξοµείωση της 
χρονοβελτίωσης, µε αποκορύφωµα το τελευταίο από τα 4 παραδείγµατα. Αν και δεν 
οδήγησε σε ουσιαστική διαφορά στο συνολικό χρόνο εκτέλεσης, η συνάρτηση που 
επιλέξαµε να επιταχύνουµε είχε χρονοβελτίωση 10.67x όµως η διάρκεια εκτέλεσής 
της ήταν 32 και 3 δευτερόλεπτα σε επεξεργαστή και κάρτα γραφικών, αντίστοιχα. 
Αυτό είναι ένδειξη πως µπορούµε να λάβουµε περαιτέρω χρονοβελτίωση µε την 
βελτιστοποίηση της συνάρτησης που επιλύει τα συστήµατα που προκύπτουν (µέθοδος 
conjugate gradient) µετά τη διαδικασία εκτίµησης (monte_carlo). 

Μέσο σφάλµα 
 Η επιταχυµένη υλοποίηση τείνει να παράγει καλύτερες προσεγγίσεις, δηλαδή 

µε µικρότερο µέσο σφάλµα. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα βάρη των µονοπατιών 
αθροίζονται χρησιµοποιώντας 768 double precision floating point αριθµούς. Η αρχική 
υλοποίηση χρησιµοποιούσε 1 τέτοια µεταβλητή. Λόγω της φύσης των floating point 
αριθµών όταν προστίθενται µεταξύ τους αριθµοί εισάγεται ένα σφάλµα στο τελικό 
αποτέλεσµα, το οποίο µεγαλώνει όσο µεγαλώνει η απόσταση των αριθµών. Επειδή 
πλέον χρησιµοποιούνται πολλές µεταβλητές για την άθροιση των µονοπατιών είναι 
λιγότερο πιθανό να προστεθούν αριθµοί πολύ διαφορετικοί σε σχέση µε την πρώτη 
υλοποίηση που ήταν “απόλυτα σίγουρο” µιας και υπήρχε µόνο 1 µεταβλητή στην 
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οποία γινόταν όλο το άθροισµα για ένα σηµείο. 
Μεθοδολογία 

 Οι αλλαγές που κάναµε έγιναν µε τέτοιο τρόπο ώστε ο τρόπος υπολογισµού 
της µεθόδου monte_carlo να επιλέγεται κατά την εκτέλεση της εφαρµογής. Αυτό µας 
οδήγησε αρχικά στην αλλαγή του τρόπου δέσµευσης µνήµης για την αποθήκευση των 
δεδοµένων εισόδου της συνάρτησης. Από µία λίστα µε λίστες µεταβλητών double 
precision καταλήξαµε πάλι σε µία δισδιάστατη δοµή της οποίας όµως τα στοιχεία 
είναι αποθηκευµένα σε διαδοχικές θέσεις µνήµης. Έτσι δεν χρειάστηκαν να γίνουν 
αλλαγές στον αρχικό κώδικα ενώ η µεταφορά δεδοµένων προς την GPU έγινε στη 
συνέχεια µε πολύ απλό τρόπο. 

Το επόµενο βήµα ήταν να δηµιουργηθεί µία απλή υλοποίηση του πυρήνα της 
monte_carlo, δηλαδή ο υπολογισµός ενός µόνο µονοπατιού, σε γλώσσα C ώστε να 
µην έχουµε τα overheads της C++ και να µπορεί να γίνει απεσφαλµάτωση γρήγορα 
και εύκολα πριν καν γίνει η τελική υλοποίηση στην κάρτα γραφικών. Σε αυτό το 
σηµείο εντοπίσαµε πως υπήρχε µια βοηθητική συνάρτηση η οποία καλείται πολλές 
φορές και έκανε χρήση τεσσάρων if-statements ώστε να υπολογίσει την ελάχιστη τιµή 
τεσσάρων παραστάσεων. Κάναµε µερικές αλλαγές στον κώδικα ώστε να µειώσουµε 
τους ελέγχους έχοντας ως σκοπό να καταλήξουµε σε γρηγορότερη εκτέλεση, 
δυστυχώς όµως η επιτάχυνση λόγω αυτής της βελτιστοποίησης ήταν µηδαµινή και 
στις δύο υπολογιστικές µονάδες. 

Η OpenCL υλοποίηση χρησιµοποιεί πολλαπλά νήµατα για τον υπολογισµό της 
τιµής σε ένα σηµείο. Αυτό γίνεται αναθέτοντας σε καθένα από αυτά ένα κλάσµα του 
συνολικού αριθµού µονοπατιών που πρέπει να “περπατηθούν” ώστε να προκύψει η 
εκτιµώµενη τιµή του σηµείου. Ενδεικτικά αναφέρουµε πως η τρέχουσα υλοποίηση 
όταν εκτελείται σε µία GeForce GTX 480 χρησιµοποιεί 768 τέτοια νήµατα για τον 
υπολογισµό κάθε σηµείου, όταν ο χώρος έχει 2 διαστάσεις. 

Αφού επιβεβαιώσαµε την ορθότητα του κώδικα εκτελώντας πολλαπλά πειράµατα 
και έχοντας τις ίδιες τιµές που προκύπτουν από την αρχική υλοποίηση συνεχίσαµε µε 
το σχεδιασµό του OpenCL Kernel. Αυτή τη φορά όµως λόγω αύξησης στον αριθµό 
των καταχωρητών που χρησιµοποιούνται από τον OpenCL Kernel για τα µονοπάτια 
σε 3D χώρο τα νήµατα που χρησιµοποιούνται για την εκτίµηση ενός σηµείου 
µειώθηκαν στα 576. 

Τέλος και στους 2 kernels χρησιµοποιήσαµε τις native υλοποιήσεις των 
συναρτήσεων cos/log/sin σε σηµεία που δεν επηρεάζουν την ακρίβεια της εκτίµησης, 
µιας και εφαρµόζονται σε δεδοµένα τα οποία παράγονται µε ψευδοτυχαίο τρόπο. 
Έτσι η µείωση της ακρίβειας που υπεισέρχεται λόγω των native υλοποιήσεων 
εµφανίζεται ουσιαστικά ως επιπλέον τυχαιότητα, µάλιστα παρατηρήσαµε ότι σε 
πολλές περιπτώσεις η ακρίβεια των εκτιµήσεων βελτιώνεται. 
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1 Σκοπός
Τα τελευταία χρόνια αποτελεί κοινή διαπίστωση των εμπλεκομένων με την

σχεδίαση και ανάπτυξη λογισμικού για ευρείας κλίμακας επιστημονικούς υπολο-
γισμούς η αναγκαιότητα για την ανάπτυξη:

• Ενός λειτουργικού περιβάλλοντος επίλυσης προβλημάτων (ProblemSolving
Environment - PSE) το οποίο, εστιαζόμενο στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά
της κλάσης των υπό μελέτη προβλημάτων, διευκολύνει την αποδοτική χρήση
(και επανάχρηση) των λογισμικών μονάδων που είτε προϋπάρχουν είτε
αναπτύσσονται.

• Μιας καινοτόμου πρακτικής ανάπτυξης λογισμικού η οποία θα μας επιτρέ-
ψει να εκμεταλλευτούμε τις δυνατότητες των σύγχρονων υπολογιστικών
μηχανών.

Η διαπίστωση της αναγκαιότητας αυτής, η οποία αποκτά ιδιαίτερη σημασία
για σύνθετα προβλήματα όπως αυτά με τα οποία ασχολείται το MATENVMED,
αποτέλεσε την κινητήρια δύναμη για αρκετές προηγούμενες ερευνητικές προ-
σπάθειες (όπως για παράδειγμα οι [5, 7, 9, 12, 14, 8]). Όμως, ελάχιστες από τις
προσπάθειες αυτές πρότειναν λύσεις και πρακτικές με τον απαραίτητο βαθμό
καινοτομίας για να ανταποκριθούν στις απαιτήσεις των προβλημάτων μας.

Τα σύγχρονα PSEs αποτελούνται από πολλές και διαφορετικές υπομονά-
δες λογισμικού (modules). Ο ορισμός, η συσχέτιση και επικοινωνία μεταξύ τους
πραγματοποιούνται σε υψηλό επίπεδο. Τα σύγχρονα PSEs οφείλουν να στοχεύ-
ουν στην αποδοτική τους εκτέλεση, με όσο το δυνατό περισσότερο διάφανο στον
τελικό χρήστη τρόπο, σε συστήματα τελευταίας τεχνολογίας (για παράδειγμα ετε-
ρογενή συστήματα με GPUs και FPGAs), όπως επίσης και Clusters ή ακόμα και
στο Cloud. Επίσης οφείλουν να εκμεταλλεύονται οποιαδήποτε επιπλέον δυνα-
τότητα παρέχεται από το υλικό, όπως για παράδειγμα γρήγορα μέσα μόνιμης
αποθήκευσης (flash storage).

H παρούσα δράση σχεδιάζει με σαφήνεια μια αρχιτεκτονική αναφοράς, η
οποία φιλοδοξεί να θέσει τις βάσεις για μια ενοποιημένη προσέγγιση αντιμε-
τώπισης των σύνθετων προβλημάτων που απασχολούν το έργο MATENVMED,
καλύπτοντας τις δύο προαναφερθείσες αναγκαιότητες.

Oι σημαντικότεροι στόχοι της παρούσας δράσης για το έτος 2013 είναι οι
ακόλουθοι:

• Επιλογή βασικού Περιβάλλοντος Επίλυσης Προβλημάτων (ΠΕΠ).

• Επέκταση του ΠΕΠ για την αξιοποίηση σύγχρονων υπολογιστικών συστη-
μάτων και πιο συγκεκριμένα ετερογενών συστημάτων, αλλά και σύγχρονου
υλικού αποθήκευσης (flash storage).
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Εικόνα 1: Συνολική αρχιτεκτονική MATENVMED

Το υπόλοιπο της παρούσης Τεχνικής Έκθεσης είναι οργανωμένο ως εξής:
Στην παράγραφο 2 παρουσιάζουμε τα βασικά στοιχεία της μεθοδολογίας που
ακολουθήσαμε και στην παράγραφο 3 τα σημαντικότερα πειραματικά αποτε-
λέσματα. Στην παράγραφο 4 αναφερόμαστε στα παραδοτέα που παρήχθησαν
στα πλαίσια της δράσης. Στην παράγραφο 5 περιγράφουμε τις συνεργασίες που
αναπτύχθηκαν, ενώ η παράγραφος 6 ολοκληρώνει την έκθεση με τη συζήτηση
πιθανών επεκτάσεων της υποδομής που παράχθηκε στα πλαίσια της δράσης.

2 Μεθοδολογία

2.1 Επιλογή βασικού Περιβάλλοντος Επίλυσης Προβλημά-
των (ΠΕΠ)

Βασική επιλογή της ομάδας του έργου αποτέλεσε η απόφαση να εξαντληθεί
κάθε περιθώριο αξιολόγησης και αξιοποίησης υπαρχόντων περιβαλλόντων επί-
λυσης προβλημάτων (ΠΕΠ). Με τον τρόπο αυτό, θα ήταν εφικτό να επικεντρω-
θεί η προσπάθεια της ομάδας στο ερευνητικό αντικείμενο του έργου, δηλαδή την
υποστήριξη εφαρμογών MDMP (Multi-Domain, Multi-Physics), έναντι της εξαρ-
χής υλοποίησης ενός νέου ΠΕΠ. Βασικά κριτήρια κατά τη φάση αξιολόγησης των
υπαρχόντων ΠΕΠ ήταν τα ακόλουθα:

• Υποστήριξη επίλυσης διαφορικών εξισώσεων.

• Ανοιχτού κώδικα, ώστε να είναι δυνατή η ανάπτυξη της απαιτούμενης υπο-
στήριξης για τις εφαρμογές και τις πλατφόρμες ενδιαφέροντος του έργου.
Με άδεια χρήσης που δε θα απαγορεύει τις απαιτούμενες από το έργο
δραστηριότητες.
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• Ευρεία και ενεργή κοινότητα ανάπτυξης και υποστήριξης.

• Δυνατότητα χρήσης τεχνολογίας (βιβλιοθηκών) αιχμής στο επίπεδο της
γραμμικής άλγεβρας.

• Απλή διεπαφή χρήστη.

• Δυνατότητα χρήσης ως ανεξάρτητο τμήμα λογισμικού στα πλαίσια μεγαλύ-
τερων εφαρμογών.

Το πακέτο FEniCS [10] βρέθηκε να ικανοποιεί κατά τον καλύτερο τρόπο όλα
τα παραπάνω κριτήρια. Αποτελεί συλλογή ελεύθερων εργαλείων λογισμικού εξει-
δικευμένων στην αυτόματη και αποδοτική επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Η
παράγραφος αυτή προσφέρει μια σύντομη επισκόπηση των τμημάτων του FEniCS
που έχουν ενδιαφέρον στα πλαίσια του έργου. Λεπτομερέστερη περιγραφή μπο-
ρεί να βρεθεί στο βιβλίο του FEniCS [10] το οποίο είναι διαθέσιμο ελεύθερα στο
βασικό ιστότοπο1 του FEniCS.

Τα σημαντικότερα χαρακτηριστικά του FEniCS, τα οποία αυτοματοποιούν τις
φάσεις δημιουργίας και επίλυσης των συστημάτων που απαιτούνται για την επί-
λυση διαφορικών εξισώσεων, είναι τα ακόλουθα:

Dolfin [11]: Η βασική διεπαφή χρήστη. Αποκρύπτει τις λεπτομέρειες υλοποί-
ησης των επιμέρους στοιχείων του FEniCS και προσφέρει ένα πλήρες
API στον χρήστη, επιτρέποντάς του να αξιοποιήσει όλες τις υπηρεσίες της
πλατφόρμας.

UFL [3]: Η Unified Form Language είναι η σημειογραφία έκφρασης των PDEs
που προσφέρει η διεπαφή χρήστη. Η σημειογραφία αυτή βρίσκεται πολύ
κοντά στη μαθηματική σημειογραφία (περισσότερες λεπτομέρειες για τη
UFL θα συζητηθούν στην παράγραφο 2.1.3).

Πλήθος χώρων πεπερασμένων στοιχείων ώστε ο χρήστης να επιλέξει το κα-
τάλληλο για το εκάστοτε πρόβλημα, τόσο για 2D, όσο και για 3D χωρία.

Πλήθος πακέτων γραμμικής άλγεβρας που υποστηρίζουν διαφορετικές οικο-
γένειες επιλυτών. Τα περισσότερα είναι παραμετροποιήσιμα από το χρή-
στη.

Επιπλέον, το FEniCS αποτελεί ένα πλήρες και καλά ελεγμένο (τόσο ατομικά
όσο και σε επίπεδο διαλειτουργικότητας) σύνολο εργαλείων που διευκολύνει την
ανάπτυξη νέων μεθόδων. Η Εικόνα 2 απεικονίζει τη δομή του FEniCS. Η ανά-
πτυξη στα πλαίσια του MATENVMED επικεντρώνεται κυρίως στη διεπαφή Dolfin
του FEniCS και την ικανότητα υποστήριξης νέων βιβλιοθηκών στα κατώτερα επί-
πεδα με διάφανο τρόπο.

1http://fenicsproject.org/book/index.html#book
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Εικόνα 2: Η δομή του FEniCS [10, σελ. 172]

2.1.1 Η βιβλιοθήκη Dolfin

Το Dolfin [11] είναι βιβλιοθήκη C++/Python που λειτουργεί ως η βασική διε-
παφή χρήστη του FEniCS. Υλοποιεί μεγάλο μέρος της λειτουργικότητας του
FEniCS, συμπεριλαμβανομένων δομών δεδομένων και αλγορίθμων για την πα-
ραγωγή πλεγμάτων (meshes) και τη συγκρότηση συστημάτων πεπερασμένων
στοιχείων. Τελικά παρέχει ένα ΠΕΠ για μοντέλα βασισμένα σε PDEs. Προκει-
μένου να παρέχει μια απλή και συνεπή διεπαφή χρήστη, το Dolfin λειτουργεί
ως περιτύλιγμα (wrapper) της λειτουργικότητας άλλων τμημάτων του FEniCS
καθώς και εξωτερικού λογισμικού και είναι υπεύθυνο για τη σωστή επικοινωνία
μεταξύ τους.

2.1.2 Πεπερασμένα Στοιχεία και Πλέγματα

Το FEniCS προσφέρει εκτεταμένη βιβλιοθήκη πεπερασμένων στοιχείων, τα
οποία απαριθμούνται στον Πίνακα 1.

Επιπλέον παρέχει πλήρως κατανεμημένα πλέγματα σε 1 (διαστήματα), 2
(τρίγωνα) και 3 (τετράεδρα) διαστάσεις. Τα πλέγματα είναι δυνατό να γίνονται λε-
πτομερέστερα με προσαρμοστικό τρόπο. Επιπλέον, προσφέρεται υποστήριξη
για παράλληλο υπολογισμό μέσω διαίρεσης του πλέγματος σε υποπλέγματα.
Ένα παράδειγμα φαίνεται στην Εικόνα 3.
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Όνομα Σύμβολο

Bubble B
Crouzeix–Raviart CR
Discontinuous Lagrange DG
Discontinuous Raviart-Thomas DRT
Lagrange CG
Nedelec 1st kind H(curl) N1curl
Nedelec 2nd kind H(curl) N2curl
Quadrature Q
Raviart–Thomas RT
Real R

Πίνακας 1: Πεπερασμένα στοιχεία που υποστηρίζονται στο Dolfin 1.4.

Εικόνα 3: Πλέγματα 3D & 2D [10, σελ. 214, 205]

2.1.3 Η Unified Form Language (UFL)

Η UFL [3] είναι ένα από τα κεντρικά συστατικά στοιχεία του FEniCS. Πρό-
κειται για γλώσσα πεδίου για την έκφραση διακριτοποιήσεων πεπερασμένων
στοιχείων, την έκφραση μη γραμμικών PDEs και την αυτόματη διαφόριση εκ-
φράσεων και φορμών. Πιο συγκεκριμένα, η γλώσσα ορίζει μια ευέλικτη διεπαφή
χρήστη για τη μοντελοποίηση χώρων πεπερασμένων στοιχείων και την έκφραση
ασθενών διατυπώσεων (weak formulations) σε σημειογραφία που προσεγγίζει
τη μαθηματική. Μπορεί να χειριστεί περίπλοκα προβλήματα με εύκολο, κομψό
και αποδοτικό τρόπο.

Οι ασθενείς διατυπώσεις αποτελούν σημαντικό εργαλείο για την ανάλυση εξι-
σώσεων. Επιτρέπουν τη μεταφορά αρχών και μεθόδων γραμμικής άλγεβρας
στην επίλυση προβλημάτων σε άλλα πεδία, όπως στις μερικές διαφορικές εξι-
σώσεις. Σε μία ασθενή διατύπωση η εξίσωση δεν απαιτείται πλέον να ικανοποιεί-
ται σε κάθε σημείο, αλλά αντίθετα έχει ασθενείς λύσεις ως προς διανύσματα ή
συναρτήσεις ελέγχου [13, p. 24]. Αυτή η προσέγγιση είναι, για παράδειγμα, ισο-
δύναμη με τη διατύπωση ενός προβλήματος ώστε να απαιτεί λύση στη μορφή
μιας κατανομής.
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Η φιλική προς το χρήστη σημειογραφία και η υποστήριξη για ταχεία ανάπτυξη
αποτελούν κεντρικές αξίες της σχεδίασης της UFL. Η χρήση σημειογραφίας κο-
ντά στη μαθηματική επιτρέπει την εύκολη έκφραση ιδεών, μειώνοντας σημαντικά
την πιθανότητα εισαγωγής σφαλμάτων στον κώδικα.

Παρακάτω ακολουθεί παράδειγμα έκφρασης της εξίσωσης Poisson σε UFL [10,
p. 3]: ∫

Ω
∇u · ∇v dx︸ ︷︷ ︸

a(u,v)

=
∫
Ω
fv dx︸ ︷︷ ︸
L(v)

∀v ∈ V.

Ο Κώδικας 1 αντιστοιχεί στην έκφραση της εξίσωσης στη σημειογραφία του
FEniCS:

Κώδικας 1: Ορισμός PDE σε σημειογραφία FEniCS UFL
1 u = T r i a l Func t i on (V)
2 v = TestFunct ion (V)
3
4 a = dot ( grad ( u ) , grad ( v ) ) * dx
5 L = f * v * dx

Ο Κώδικας 2 αντιστοιχεί στις εντολές που απαιτούνται για την επίλυση του
προβλήματος:

Κώδικας 2: Επίλυση PDE σε FEniCS UFL
1 u = Funct ion (V)
2 solve ( a == L , u , bc )

2.1.4 Αξιοποίηση Λογισμικού Αιχμής στο Επίπεδο της Γραμμικής Άλγε-
βρας

To FEniCS ενσωματώνει και παρέχει ενιαίο τρόπο αξιοποίησης πλήθους βι-
βλιοθηκών γραμμικής άλγεβρας υψηλής επίδοσης, μέσω ενός κοινού για όλες
περιτυλίγματος (wrapper). Ενσωματώνεται υποστήριξη για τις βιβλιοθήκες PETSc
[4], Trilinos/Epetra [6], uBLAS [1] και MTL4 [2]. Ορισμένες από τις βιβλιοθήκες
μπορούν εγγενώς να εκμεταλλευτούν παράλληλα συστήματα (PETSc, Epetra).

Ο χρήστης μπορεί εύκολα να εναλλαχθεί μεταξύ βιβλιοθηκών γραμμικής άλ-
γεβρας στο χαμηλότερο επίπεδο, αλλάζοντας απλά την τιμή μιας παραμέτρου
στον κώδικά του στο επίπεδο του Dolphin.
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2.2 Επέκταση του ΠΕΠ για την Αξιοποίηση Σύγχρονων Υπο-
λογιστικών Συστημάτων (Ετερογενών, Υποδομής Cloud
και Σύγχρονων Μέσων Αποθήκευσης)

2.2.1 Αξιοποίηση Ετερογενών Συστημάτων και Σύγχρονων Μέσων Απο-
θήκευσης

Στόχος του έργου MATENVMED είναι η επέκταση του FEniCS για την αξιο-
ποίηση επιλυτών υλοποιημένων σε επιταχυντές, επιλυτών που εκμεταλλεύονται
μέσα αποθήκευσης flash, καθώς και για την υποστήριξη επιλυτών εξειδικευμέ-
νων σε συγκεκριμένες κατηγορίες προβλημάτων. Επίσης, θα πρέπει να υπο-
στηρίζονται αντίστοιχες υλοποιήσεις των αλγόριθμων χαλάρωσης στις διεπαφές
(για προβλήματα MDMP) και μάλιστα με φυσικό – για την κοινότητα χρηστών του
FEniCS – τρόπο. Για το σκοπό αυτό, η εσωτερική διεπαφή προγραμματισμού
του FEniCS έχει επεκταθεί με γενικό και αφαιρετικό τρόπο ως προς τον τελικό
χρήστη.

Συγκεκριμένα, η σχεδίαση ορίζει μία νέα πρότυπη υλοποίηση (Whale) της
υψηλού επιπέδου διεπαφής γραμμικής άλγεβρας, η οποία έχει τη δυνατότητα
να συνδυάζει διαφορετικές υποστηριζόμενες βιβλιοθήκες γραμμικής άλγεβρας
(ενδεχομένως με μετατροπή της μορφής δεδομένων από την μία στην άλλη),
καθώς επίσης να ενσωματώνει νέους πειραματικούς επιλυτές στο ήδη υπάρχον
μαθηματικό περιβάλλον.

Η συγκεκριμένη προσέγγιση προσφέρει λύση στην ανάγκη για επαλήθευση
νέων μεθόδων και επιλυτών επάνω σε μια πλήρη, αποδοτική και παραμετροποι-
ήσιμη πλατφόρμα όπως η πλατφόρμα FEniCS. Με αυτόν τον τρόπο μειώνεται ο
χρόνος επαλήθευσης μιας νέας μεθόδου, γνωρίζοντας ότι τα υπόλοιπα συστα-
τικά στοιχεία λειτουργούν και έχουν επαληθευθεί ανεξάρτητα. Επίσης η συγκε-
κριμένη προσέγγιση προσφέρει τη δυνατότητα εκτέλεσης μεθόδων και επιλυτών
σε διαφορετικές μονάδες επεξεργασίας και σε επιταχυντές σε ένα ετερογενές σύ-
στημα, εκμεταλλευόμενη το στοιχείο της παράλληλης επεξεργασίας όπου αυτό
είναι δυνατόν, μειώνοντας επιπλέον τον χρόνο υπολογισμού για πολύ μεγάλα
προβλήματα. Αντίστοιχα, επιτρέπει την εκτέλεση επιλυτών που αξιοποιούν τυ-
χόν υπάρχουσες γρήγορες μονάδες μόνιμης αποθήκευσης.

Η προσθήκη Whale, πέραν των πλεονεκτημάτων προς τον τελικό χρήστη,
επιτρέπει στον σχεδιαστή επιλυτών να επικεντρωθεί στην εσωτερική βελτίωση
της εκάστοτε αναπτυσσόμενης βιβλιοθήκης γραμμικής άλγεβρας και τον ορισμό
της διεπαφής με το υπόλοιπο περιβάλλον του FEniCS, δίχως να απαιτείται αλ-
λαγή στα υπόλοιπα λειτουργικά μέρη που το απαρτίζουν.

Η προσθήκη Whale αναπτύχθηκε επάνω στον πηγαίο κώδικα της έκδοσης
1.6 του FEniCS. Η ενοποίηση γίνεται εισάγοντας τον κώδικα της προσθήκης με
την τεχνική ’μπαλώματος’ (patching) στον πηγαίο κώδικα.
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Ο χρήστης ελέγχει την ενεργοποίηση και απενεργοποίηση της προσθήκης
μέσω των επιλογών ρύθμισης που προσφέρονται. Οι ρυθμίσεις ακολουθούν τη
μορφή των υπολοίπων επιμέρους συστατικών του FEniCS και είναι προσβάσι-
μες από το περιβάλλον Dolphin μέσω της διεπαφής. Η προσθήκη Whale μπορεί
να χρησιμοποιηθεί και από τις δυο γλώσσες που υποστηρίζονται από το Dolphin,
δηλαδή την C++ και την Python.

Οι κλάσεις της διεπαφής γραμμικής άλγεβρας του FEniCS (GenericVector,
GenericMatrix, GenericLUSolver, GenericKrylovSolver, κα.) έχουν επεκτα-
θεί για να υποστηρίξουν την προσθήκη Whale, η οποία υλοποιεί την συγκεκρι-
μένη διεπαφή. Η υλοποίηση όπως είναι αναμενόμενο ακολουθεί το παράδειγμα
των ήδη υποστηριζόμενων βιβλιοθηκών γραμμικής άλγεβρας (PETSc, Trilinos
κα.).

Η προσθήκη Whale είναι απενεργοποιημένη από προεπιλογή και ο χρήστης
πρέπει να την ενεργοποιήσει ρητά μέσω κατάλληλης επιλογής ρύθμισης. Για
παρά-δειγμα, χρησιμοποιώντας τη διεπαφή Python, ο τελικός χρήστης μπορεί
εύκολα να ενεργοποιήσει την προσθήκη Whale σε οποιοδήποτε υπάρχον αρ-
χείο πηγαίου κώδικα, απλά προσθέτοντας την παρακάτω εντολή ενεργοποίησης
(Κώδικας 3):

Κώδικας 3: Επιλογή ρύθμισης για την ενεργοποίηση της προσθήκης Whale μέσω
της διεπαφής Python.
from do l f i n impor t *

parameters [ ” use_whale_backend ” ] = True

# res t o f the code

Με την ενεργοποίηση, η προσθήκη χρησιμοποιεί την προσαρμοσμένη βι-
βλιοθήκη γραμμικής άλγεβρας που έχει ενσωματώσει ο σχεδιαστής, για την επί-
λυση των γραμμικών συστημάτων που προκύπτουν από τον ορισμό του προ-
βλήματος. Εάν δεν υπάρχει διαθέσιμη μία τέτοια προσαρμοσμένη βιβλιοθήκη, η
προσθήκη χρησιμοποιεί την προεπιλεγμένη βιβλιοθήκη του FEniCS, έτσι ώστε
ο τελικός χρήστης να είναι σε θέση να χρησιμοποιήσει το περιβάλλον με τον συ-
νηθισμένο τρόπο, παρακάμπτοντας εξ ολοκλήρου τον μηχανισμό πρόσβασης
σε προσαρμοσμένες βιβλιοθήκες γραμμικής άλγεβρας που προσφέρεται.
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3 Πειραματικά Αποτελέσματα

3.1 Επέκταση του ΠΕΠ για την Αξιοποίηση Σύγχρονων Υπο-
λογιστικών Συστημάτων (Ετερογενών, Υποδομής Cloud
και Σύγχρονων Μέσων Αποθήκευσης)

3.1.1 Εγκατάσταση FEniCS σε Cluster & Cloud

Αφού ολοκληρώθηκε η εγκατάσταση της πλατφόρμας FEniCS, έγινε δοκι-
μαστική λειτουργία και έτρεξαν ενδεικτικά προβλήματα, που έχει έτοιμα η πλατ-
φόρμα, αφενός να γίνει εξοικείωση με τη χρήση της και αφετέρου να εξεταστούν
οι δυνατότητες και ελλείψεις της. Πραγματοποιήθηκε η εγκατάσταση εξολοκλή-
ρου της πλατφόρμας σε cluster περιβάλλον (στο Τμήμα Τηλεπικοινωνιακών Συ-
στημάτων και Δικτύων του ΤΕΙ Δ. Ελλάδας), και σε μικρής κλίμακας υποδομή
cloud (στο Εργαστήριο Αναγνώρισης Προτύπων του Τμήματος Μηχανικών Ηλε-
κτρονικών Υπολογιστών και Πληροφορικής του Πανεπιστημίου Πατρών).

Το cluster, στο οποίο εγκαταστάθηκε η FEniCS, αποτελείται από 14 blades,
από τα οποία χρησιμοποιήθηκαν τα 2. Τα blades μεταξύ τους επικοινωνούν με
infiniband δίκτυο. Το κάθε blade έχει 4 πυρήνες (Intel(R) Xeon(R) CPU E5530
@ 2.40GHz), 6GB RAM, και 256GB σκληρό δίσκο. Το λειτουργικό το οποίο τρέ-
χει πάνω στο cluster είναι το SL5 (Scientific Linux 5) το οποίο είναι ουσιαστικά
κλώνος του RH6. Η εγκατάσταση έγινε σε VM του Ubuntu Server και από εκεί
και πέρα συνεχίστηκε η παραμετροποίηση και εγκατάσταση της FEniCS.

Ακολούθησε η εγκατάσταση της FEniCS στην cloud υποδομή του Εργαστη-
ρίου Αναγνώρισης Προτύπων, του Τμήματος Μηχανικών Ηλεκτρονικών Υπο-
λογιστών και Πληροφορικής του Πανεπιστημίου Πατρών το οποίο αποτελείται
από Intel(R) Xeon(R) CPU E3-1220@3.10GHz με 4 cores και 16GB RAM. Το
λειτουργικό το οποίο τρέχει στους κόμβους του cloud είναι το Ubuntu Server
Edition.

4 Παραδοτέα
Τα παραδοτέα της παρούσας δράσης, σύμφωνα και με το τεχνικό δελτίο του

έργου, είναι τα ακόλουθα:

Τεχνική έκθεση περιγραφής αποτελεσμάτων: το παρόν κείμενο.

Πρότυπο λογισμικό για Περιβάλλον Επίλυσης Προβλημάτων το οποίο πε-
ριλαμβάνει προσθήκες στην πλατφόρμα FEniCS για την υποστήριξη εναλ-
λακτικών αρχιτεκτονικών (επέκταση Whale).
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ΚΕΟ 1 ΚΕΟ 2 ΚΕΟ 3
Προδιαγραφές ΠΕΠ x x x
Απαιτήσεις για υποστήριξη προβλημάτων MDMP x x x
Υποδομή Υποστήριξης GPUs/FPGAs/Flash Storage x

Πίνακας 2: Συνεργασίες στα πλαίσια της Δράσης 4.1.

5 Συνεργασίες
Στον Πίνακα 2 συνοψίζονται οι βασικές δραστηριότητες που αναπτύχθηκαν

στα πλαίσια της δράσης και αναφέρονται οι ομάδες που συμμετείχαν.

6 Μελλοντικές Δράσεις
Στα πλαίσια της παρούσας δράσης επελέχθη καταρχήν το FEniCS ως κα-

τάλληλο περιβάλλον επίλυσης διαφορικών εξισώσεων. Επίσης, αναπτύχθηκε
υποδομή ώστε να είναι δυνατή η αξιοποίηση από το FEniCS μοντέρνων αρ-
χιτεκτονικών (GPUs, FPGAs, γρήγορες συσκευές αποθήκευσης).

Βασική επιδίωξη για τον επόμενο χρόνο είναι η ενσωμάτωση στο περιβάλ-
λον του FEniCS της λειτουργικότητας που απαιτείται για την αντιμετώπιση των
προβλημάτων ενδιαφέροντος του έργου (MDMP). Επίσης σκοπευουμε να με-
λετήσουμε την αλληλεπίδραση των προβλημάτων ενδιαφέροντος με σύγχρονες
αρχιτεκτονικές εκτέλεσης και αποθήκευσης.
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1 Σκοπός
Κεντρική επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί αφενός μεν η επικύρωση

των αποτελεσμάτων μας (αποδοτικότητα μεθόδων) με ένα τόσο σημαντικό πρό-
βλημα, αφετέρου δε η μελέτη της εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου, με
χρήση νέων μεθόδων, λογισμικού και σύγχρονων υπολογιστικών αρχιτεκτονι-
κών.

Την τρέχουσα περίοδο σκοπός μας ήταν η εφαρμογή της μεθόδου που ανα-
πτύξαμε στις δράσεις 2.1 και 2.4 (βλ. Τεχνικές Εκθέσεις 2.1 και 2.4 Έτους 2013)
σε γενικευμένα (με ακαθόριστου πλήθους περιοχών ασυνέχειας και αρχικών πη-
γών) γραμμικά προβλήματα διάχυσης καρκινικών όγκων στον εγκέφαλο στις
1 + 1 αλλά και στις 1 + 2 διαστάσεις όπου παράλληλα επαληθεύσαμε την τέ-
ταρτη τάξη σύγκλισης της μεθόδου dDHC. Προς τούτο η dDHC μέθοδος συν-
δυάστηκε με ένα Diagonally Implicit Runge-Kutta σχήμα διακριτοποίησης χρό-
νου τρίτης τάξεως. Παράλληλα, εφαρμόσαμε τη Hermite-Collocation, με φορμα-
λισμό Hadamard που αναπτύξαμε στη Δράση 2.1 για μη-γραμμικά παραβολικά
προβλήματα σε ομοιογενή περιβάλλοντα, σε γενικευμένα προβλήματα βιολογι-
κής εισβολής τύπου Fisher και KPP. Τα Runge-Kutta σχήματα διακριτοποίησης
χρόνου που χρησιμοποιήσαμε για αυτήν την κατηγορία προβλημάτων ανήκουν
στην κλάση Strong Stability Preserving (SSP) τριών και τεσσάρων βημάτων τρί-
της τάξεως.

Επιπλέον, την περίοδο αυτή συνεχίστηκε η πειραματική επεξεργασία δεδο-
μένων και η πραγματοποίηση ενδεικτικών προσομοιώσεων με την πλατφόρμα
πεπερασμένων στοιχείων FEniCS στα υπολογιστικά συστήματα του Εργαστη-
ρίου Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Η/Υ (ΕΕΜΗΥ). Ταυτόχρονα επεκτείνεται
η μελέτη απεικόνισης μεθόδων Hermite-Collocation σε πολυπυρήνες παράλλη-
λες υπολογιστικές αρχιτεκτονικές τύπου CPU/GPU (η περιγραφή των σχετικών
αποτελεσμάτων έχει συμπεριληφθεί στη ΤΕ Δράσης 4.3 έτους 2013).

Στις επόμενες παραγράφους συνοψίζονται τα αποτελέσματα εφαρμογών της
τρέχουσας περιόδου.

1.1 DIRK και SSPRunge-Kutta ΣχήματαΔακριτοποίησηςΧρό-
νου

Για την αποτελεσματικότερη συμπεριφορά της της μεθόδου dDHC είναι απα-
ραίτητη η ζεύξη της με κατάλληλο αριθμητικό σχήμα χρονικής διακριτοποίησης
ικανό να διατηρεί την συνολική τάξη σύγκλισης της μεθόδου σε γραμμικά και
μη-γραμμικά μοντέλα διάχυσης καρκινικού όγκου αλλά και σε προβλήματα με
άκαμπτη λύση. Σκοπός της ενότητας αυτής είναι να περιγράψουμε με συντο-
μία σχήματα Runge-Kutta διακριτοποίησης χρόνου τύπου Diagonally Implicit και
Strong Stability Preserving (SSP) και να εξηγήσουμε την καταλληλότητα χρήσης
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τους σε διαφορετικές κλάσεις προβλημάτων ώστε να εξυπηρετείται αφενός μεν ο
πρωταρχικός μας στόχος της αποτελεσματικής ζεύξης με μεθόδους Collocation
αφετέρου δε τα παραγόμενα συστήματα αλγεβρικών εξισώσεων να διατηρούν
περιορισμένη πολυπλοκότητα ώστε να μπορούν να επιλυθούν γρήγορα και απο-
δοτικά.

1.2 Επικύρωσηαποτελεσμάτωνσε γενικευμένα γραμμικάπρο-
βλήματα πολλαπλών πεδίων στις 1 + 1 διαστάσεις

Σκοπός της ενότητας αυτής είναι η μελέτη συμπεριφοράς της σύζευξης σχη-
μάτων Runge-Kutta, τύπου Diagonally Implicit, και μεθόδων dDHC, καθώς και
μετασχηματισμού Φωκά, σε γενικευμένα μοντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων
εγκεφάλου στις 1+1 διαστάσεις που περιγράφονται από αντίστοιχα γενικευμένα
γραμμικά προβλήματα πολλαπλών πεδίων.

1.3 Επικύρωσηαποτελεσμάτωνσε ομογενήπαραβολικά μη-
γραμμικά προβλήματα στις 1 + 1 διαστάσεις διαστάσεις

Σκοπός της ενότητας αυτής είναι η μελέτη συμπεριφοράς των μεθόδωνHermite-
Collocation και SSPRK για μη-γραμμικά ομοιογενή παραβολικά προβλήματα,
που αναπτύχθηκαν και περιγράφονται στη ΤΕ της Δράσης 2.1 έτους 2013, σε
προβλήματα Βιολογικής εισβολής πληθυσμών στις 1 + 1 διαστάσεις.

1.4 Επικύρωση αποτελεσμάτων σε γραμμικά προβλήματα
πολλαπλών πεδίων στις 1 + 2 διαστάσεις.

Σκοπός της ενότητας αυτής είναι η μελέτη συμπεριφοράς των μεθόδων dDHC
και σχημάτων DIRK σε μοντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου στις 1+2
διαστάσεις που περιγράφονται από αντίστοιχα γραμμικά προβλήματα πολλα-
πλών πεδίων.

Το υπόλοιπο της παρούσης Τεχνικής Έκθεσης είναι οργανωμένο ως εξής. Στην
παράγραφο 2 περιγράφονται σχήματα Runge-Kutta καθώς και τα το γενικό μο-
ντέλο εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου, στην παράγραφο 3 ενδεικτικά αριθ-
μητικά αποτελέσματα, ενώ στις επόμενες παραγράγους περιγράφονται συνερ-
γασίες που αναπτύχθηκαν καθώς και τους μελλοντικούς στόχους.
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2 Μεθοδολογία
Για την εφαρμογή των αριθμητικών μεθόδων dDHC και τον συνδυασμό τους

με διάφορα σχήματα χρονικής διακριτοποίησης χρησιμοποιήθηκαν εξισώσεις-
μοντέλα που κυρίως προσομοιώνουν, την ανάπτυξη καρκινικού όγκου στον εγκέ-
φαλο και την βιολογική εισβολή πληθυσμού σε ομοιογενές και ανομοιογενές πε-
ριβάλλον.

2.1 DIRK και SSPRunge-Kutta ΣχήματαΔακριτοποίησηςΧρό-
νου

Ας θεωρήσουμε ότι έχουμε ένα σύστημα Συνήθων Διαφορικών Εξισώσεων
(ΣΔΕ) της μορφής:

C(0)ȧaa = L(aaa). (1)

Θεωρώντας ότι ο πίνακαςC(0) είναι αντιστρέψιμος τότε το σύστημα θα μπορούσε
επίσης να γραφεί ως:

ȧaa = L̃(a) .
=

(
C(0)

)−1
L(a) (2)

Όπως είναι γνωστό, η βασική ιδέα των μεθόδωνRunge-Kutta είναι η προσέγγιση
της λύσης απο το βήμα aaa(n) στο χρονικό βήμα aaa(n+1) χρησιμοποιώντας τον τύπο
q ενδιάμεσων βημάτων:

aaa(n+1) = aaa(n) +∆t

q∑
i=1

biL̃(aaa
(n,i) (3)

με aaa(0) να είναι η αρχική συνθήκη του συστήματος και bi συντελεστές βαρύτη-
τας των μεθόδων RK. Η χρήση αριθμητικών σχημάτων υψηλής τάξης που να
διατηρούν την ευστάθεια του συστήματος απεδείχθη απαραίτητη, ιδιαιτέρως σε
μη-γραμμικά προβλήματα και σε προβλήματα με άκαμπτη λύση.

Στη κατεύθυνση αυτή, μελετήσαμε καταρχήν την χρήση της Διαγώνιας Πε-
πλεγμένης Runge-Kutta (Diagonally Implicit RK - DIRK) τρίτης τάξης, η οποία
αποδείχθηκε κατάλληλη για γραμμικά προβλήματα πολλαπλών πεδίων στις 1+1
και στις 1+2 διαστάσεις καθώς και σε προβλήματα που έχουν άκαμπτη λύση. Για
το σύστημα (2) η μέθοδος DIRK μπορεί να γραφεί ως:

DIRK(2,3)

a(1) = an + λ∆tL̃(a(1))
a(2) = an +∆t

[
(1− 2λ)L̃(a(1)) + λL̃(a(2))

]
an+1 = an + ∆t

2

[
L̃(a(1)) + L̃(a(2))

]
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Η εφαρμογή της μεθόδου DIRK σε μη γραμμικά συστήματα ΣΔΕ κρίθηκε
μη αποδοτική λόγω του υψηλού υπολογιστικού κόστους ανά χρονικό βήμα. Συ-
γκεκριμένα, η πεπλεγμένη δομή της μεθόδου δημιουργεί μη γραμμικούς αγνώ-
στους, με συνέπεια, η προσέγγιση της λύσης σε κάθε χρονικό βήμα να προϋ-
ποθέτει τη λύση δύο μη γραμμικών συστημάτων. Ως εναλλακτικά επιλογή θεω-
ρήσαμε τα σχήματα Strong Stability Preserving RK (SSPRK) τριών και τεσσά-
ρων βημάτων, που έχουν αναπτυχθεί για την επίλυση μη γραμμικών συστημά-
των ΣΔΕ. Οι κανόνες SSPRK τριών και τεσσάρων βημάτων έχουν αντίστοιχα τη
μορφή:

SSP(3,3)

a(1) = an +∆tL̃(an)

a(2) =
3

4
an + 1

4
a(1) + 1

4
∆tL̃(a(1))

an+1 =
1

3
an + 2

3
a(2) + 2

3
∆tL̃(a(2))

SSP(4,3)

a(1) = an + 1

2
∆tL̃(an)

a(2) = a(1) + 1

2
∆tL̃(a(1))

a(3) =
2

3
an + 1

3
a(2) + 1

6
∆tL̃(a(2))

an+1 = a(3) + 1

2
∆tL̃(a(3))

2.2 Μαθηματικό Μοντέλο σε Ν περιοχές
Η βασική ΜΔΕ που περιγράφει το γραμμικό μοντέλο διάχυσης καρκινικών

όγκων στον εγκέφαλο έχει τη μορφή:

∂c̄

∂t̄
= ∇ ·

(
D̄(x̄)∇c̄

)
+ ρc̄ , (4)

όπου c̄(x̄, t̄) συμβολίζει τη συγκέντρωση κυττάρων στη θέση x̄ την χρονική στιγμή
t̄, το ρ συμβολίζει το ποσοστό της αύξησης της συγκέντρωσης των κυττάρων,
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και συμπεριλαμβάνει τόσο το ρυθμό αναπαραγωγής όσο και εκείνον της κατα-
στροφής τους, και D̄(x̄) είναι ο συντελεστής διάχυσης των κυττάρων στον ιστό
του εγκεφάλου και δίδεται από την σχέση

D̄(x̄) =
{

Dg , x̄ ανήκει στην φαιά ουσία
Dw , x̄ ανήκει στην λευκή ουσία , (5)

με Dg και Dw να είναι σταθερές με Dw > Dg. Το μοντέλο ολοκληρώνεται με
μηδενικές συνοριακές συνθήκες ροής που υποδηλώνουν τη μη επέκταση των
καρκινικών κυττάρων εκτός της περιοχής του εγκεφάλου, καθώς και μία αρχική
συνθήκη c̄(x̄, 0) = f̄(x̄), όπου f̄(x̄) δείχνει την αρχική χωρική κατανομή των
κακοήθων κυττάρων.

Χρησιμοποιώντας τον κλασικό εκθετικό μετασχηματισμό c(x, t) = etu(x, t) και
τις αδιάστατες μεταβλητές (βλ. [27] ):

x =

√
ρ

Dw

x̄ , t = ρt̄ , (6)

c(x, t) = c̄

(√
ρ

Dw

x̄ρt̄

)
Dw

ρN0

, (7)

f(x) = f̄

(√
ρ

Dw

x̄

)
, N0 =

∫
f(x)dx (8)

καταλήγουμε στην παρακάτω μορφή του μοντέλου:
ut = ∇ · (D∇u) , x ∈ [a, b], t ≥ 0
ux(a, t) = 0 , ux(b, t) = 0

u(x, 0) = f(x) :=
M∑
i=1

δ(x− ξi), ξi ∈ (a, b)
, (9)

όπου δ(x) δηλώνει την Dirac delta συνάρτηση.
Λαμβάνοντας υπ΄όψιν την ετερογένεια του εγκεφαλικού ιστού (λευκή - φαιά

ουσία), θεωρούμε ότι το διάστημα [a, b] είναι χωρισμένο σε n+1 περιοχές Rj :=
(wj−1, wj), με a ≡ w0 < w1 < w2 < . . . < wn < wn+1 ≡ b, και εάν, για κάποιο j, η
Rj είναι η λευκή περιοχή, τότε η Rj−1 και Rj+1 θα είναι η φαιά περιοχή. Συνεπώς
η αδιάστατη μορφή του συντελεστή διάχυσης D(x) γίνεται:

D(x) = γj , x ∈ Rj , j = 1, . . . , n+ 1 (10)

με

γj :=

{
Dg/Dw, όταν η Rj είναι η φαιά ουσία

1, when Rj είναι λευκή ουσία
. (11)
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3 Αποτελέσματα

3.1 Επικύρωσηαποτελεσμάτωνσε γενικευμένα γραμμικάπρο-
βλήματα πολλαπλών πεδίων στις 1 + 1 διαστάσεις

3.1.1 Μεθοδος dDHC και σχήματα DIRK

Σε αυτή την ενότητα μελετάμε αριθμητικά την απόδοση της collocation μεθό-
δου (DHC) με ασυνεχή πολυώνυμα Hemite στα σημεία διεπαφής σε συνδυασμό
με τα χρονικά σχήματα (BE), (CN) και (2,3)-DIRK στα ακόλουθα προβλήματα:

Πρόβλημα 1 (4 περιοχές - 1 πηγή κυττάρων)

a = −5, w1 = −2.5, w2 = 0, w3 = 2.5, b = 5, γ = 0.5

και f(x) = 1
η
√
π
e−(x−1)2/η2 , με η = 0.2.

Η εξέλιξη του καρκινικού όγκου στο χρόνο για μέγιστο χρόνο tmax = 4, που αντι-
στοιχεί σε πραγματικό χρόνο περίπου ενός έτους, απεικονίζεται σχηματικά από
το σχήμα (1) που ακολουθεί. Η τάξη σύγκλισης της collocation μεθόδου (DHC)

Σχήμα 1: Εξέλιξη της συγκέντρωσης καρκινικών κυττάρων στο χρόνο

με ασυνεχή πολυώνυμα Hemite στα σημεία διεπαφής σε συνδυασμό με όλες τις
μεθόδους χρονικής διακριτοποίησης, όπως φαίνεται στο σχήμα (2) διατηρείται
τετάρτης τάξεως. Αντίστοιχα η τάξη σύγκλισης των χρονικών μεθόδων διακριτο-
ποίησης, όπως φαίνεται στο σχήματα (3) παρέμεινε ένα για την BE, δύο CN και



Τεχνική Έκθεση 2013 Δ4.2/9

Σχήμα 2: Τάξη σύγκλισης της χωρικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων για
το Πρόβλημα 1.

τρία για την DIRK. Το Nt συμβολίζει το πλήθος των χρονικών βημάτων μεταξύ
του t = 0 και του t = 4.

Σχήμα 3: Τάξη σύγκλισης της χρονικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων για
το Πρόβλημα 1.

Πρόβλημα 2 (5 περιοχές -2 πηγές)

a = −10, w1 = −6, w2 = −2, , w3 = 2, w4 = 6, b = 10, γ = 0.5

και f(x) = 1
η
√
π
(e−(x+8)2/η2 + e−(x+4)2/η2) , με η = 0.2.
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Όπως και στο πρόβλημα 1, η εξέλιξη του καρκινικού όγκου στο χρόνο για
μέγιστο χρόνο tmax = 4, που αντιστοιχεί σε πραγματικό χρόνο περίπου ενός
έτους, απεικονίζεται σχηματικά από το σχήμα (4) που ακολουθεί.

Σχήμα 4: Εξέλιξη της συγκέντρωσης καρκινικών κυττάρων στο χρόνο

Η τάξη σύγκλισης της collocation μεθόδου (DHC) με ασυνεχή πολυώνυμα
Hemite στα σημεία διεπαφής σε συνδυασμό με όλες τις μεθόδους χρονικής δια-
κριτοποίησης, όπως φαίνεται στο σχήμα (5) διατηρείται και πάλι τετάρτης τάξεως
.

Σχήμα 5: Τάξη σύγκλισης της χωρικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων για
το Πρόβλημα 2.

Αντίστοιχα η τάξη σύγκλισης των χρονικών μεθόδων διακριτοποίησης, όπως
φαίνεται στο σχήμα (6), παρέμεινε ένα για την BE, δύο CN και τρία για την DIRK.
Το Nt συμβολίζει το πλήθος των χρονικών βημάτων μεταξύ του t = 0 και του
t = 4.
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Σχήμα 6: Τάξη σύγκλισης της χρονικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων για
το Πρόβλημα 2.

3.1.2 Μέθοδος Φωκά

Για τα αριθμητικά μας πειράματα χρησιμοποιήσαμε [a, b] = [−4, 5] για τα
άκρα, [w1, w2, w3, w4, w5] = [−2,−1.5, 0, 3, 4] για τα σημεία διεπαφής των περιο-
χών, γj = Dg/Dw is 0.2 για όλα τα j = 1, 3, . . . , n + 1 και δύο πηγές καρκινικών
κυττάρων με ξ1 = −3 και ξ2 = 2.5.

Στο γράφημα 7 παρουσιάζεται η διάχυση του καρκινικού όγκου σε διάφορα
χρονικά βήματα.

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−5

0

5

10

15

20

x

c(
c,
t)

Σχήμα 7: Χρονική εξέλιξη του πυκνότητας του όγκου c(x, t).

Το σχετικό σφάλμα, που απεικονίζεται στο γράφημα 8, δίνεται από τη σχέση:
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EN := ∥uNi+1
− uNi∥∞/∥uNi+1

∥∞
με N να δηλώνει τον αριθμό των σημείων ολοκλήρωσης και uN είναι η αντί-

στοιχη αριθμητική λυση. Παρατηρήστε την ταχεία πτώση του σφάλματος καθώς
αυξάνονται τα σημεία ολοκλήρωσης.

0 20 40 60 80 100 120 140
10−16
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10−2
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E N

Σχήμα 8: Το σχετικό σφάλμα EN

3.2 Επικύρωσηαποτελεσμάτωνσε ομογενήπαραβολικά μη-
γραμμικά προβλήματα στις 1 + 1 διαστάσεις διαστάσει

Πρόβλημα Ι
Το πρώτο πρόβλημα μοντέλο, που χρησιμοποιήθηκε για την μελέτη της συ-

μπεριφοράς της μεθόδου HC-SSPRK, περιγράφεται από την γενικευμένη εξί-
σωση του Fisher ως ακολούθως:

ut = [(1− u)ux]x + 2u− 2u2 , − 5π/2 ≤ x ≤ 5π/2, 0 ≤ t ≤ T

ux(
−5π

2
, t) = 0, ux(

5π

2
, t) = 0 , u(x, 0) =

1

3
[2 + sin (−x)] (12)

και επιδέχεται την αναλυτική λύση

u(x, t) =
1

3

[
e−t(3e2t + 1 + 2 sin (−x))

et + e−t

]
.

Το χωρικό απόλυτο σφάλμα που χρησιμοποιήθηκε σε όλα τα πειράματα ορί-
ζεται απο τη σχέση En := ||U(x, tn) − u(x, tn)||2 και οι απαραίτητοι περιορισμοί
που τέθηκαν στην χρονική διαμέριση είναι∆t ≤ 1

5
h2 για την SSP(4,3),∆t ≤ 1

10
h2
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για την SSP(3,3) και∆t ≤ 1
9
h2 για την RK4. Υπο αυτούς τους περιορισμούς όλα

τα χρονικά σχήματα έχουν υψηλή ευστάθεια, όπως φαίνεται στην εικόνα b του
σχήματος Σχ. 9 για την SSP(4,3) ενώ, την ίδια στιγμή, η O(h4) τάξη σύγκλι-
σης της HC διατηρείται (βλέπε πίνακα I). Το μέγιστο σφάλμα E1 = max

n
{En}

και ο υπολογιστικός χρόνος που χρειάζεται να φτάσει το πρόβλημα στο χρόνο
t = 1 συμπεριλαμβάνονται επίσης στον πίνακα I ώστε να δειχθεί η αποτελε-
σματικότητα της μεθόδου. Για να είναι πιο κατανοητή η σύγκριση των σχημάτων
υλοποιήσαμε επίσης και την απλή μέθοδο RK τέταρτης τάξης.
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(a) (b)

Σχήμα 9: a) Αναλυτική (συμπαγής) και HC-SSPRK(4,3) προσεγγιστική (σημεία)
λύση για N = 64 b) Χωρικό απόλυτο σφάλμα σαν συνάρτηση του χρόνου για
την HC-SSPRK(4,3)

Πίνακας I Υπολογιστική Επίδοση των σχημάτων HC-RK
Απόλυτο Χωρικό Σφάλμα στο t = ∆t Χωρική Τάξη Σύγκλισης Χρόνος (sec)

N SSP(4,3) SSP(3,3) RK4 SSP(4,3) SSP(3,3) RK4 SSP(4,3) SSP(3,3) RK4
32 1.53e-04 1.56e-04 1.54e-04 - - - 0.01 0.03 0.02
64 9.85e-06 9.89e-06 9.87e-06 3.95 3.98 3.97 0.05 0.05 0.06
128 6.20e-07 6.20e-07 6.20e-07 3.99 3.99 3.99 0.14 0.20 0.29
256 3.88e-08 3.89e-08 3.88e-08 4.00 4.00 3.99 0.72 1.07 1.42
512 2.56e-09 2.56e-09 2.55e-09 3.93 3.93 3.92 4.28 6.48 7.87

3.2.1 Πρόβλημα ΙΙ

Το δεύτερο πρόβλημα που χρησιμοποιήσαμε για να ερευνήσουμε την συ-
μπεριφορά της HC-RK δίνεται απο:

ut = [(1− 2u)ux]x +
1

2
u− u2 , − π ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ T

ux(−π, t) = 0, ux(π, t) = 0 , u(x, 0) =
1

2
− 1

6

(
1 + sin

x

2

)
(13)

και επαληθεύει την αναλυτική λύση u(x, t) = 1
2
− 1

3

(
1 + sin x

2

) (
1 + e

t
2

)−1

.
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(a) (b)

Σχήμα 10: (a) Χρονική σύγκριση σε δευτερόλεπτα μεταξύ των SSPRK(4,3)-(3,3)
& RK4. (b) Το απόλυτο σχετικό σφάλμα της μεθόδουως συνάρτηση του χρόνου
για την HC-SSPRK(4,3)

(a) (b)

Σχήμα 11: (a) Αναλυτική λύση και (b) κάτοψη λύσης για την εξ. (13)

Οι απαραίτητοι χρονικοί περιορισμοί που πρέπει να θέσουμε είναι ∆t = 1
5
h2

για την SSPRK(4,3), ∆t = 1
10
h2 για την SSPRK(3,3) και ∆t = 1

9
h2 για την RK4.

Κάτω απο αυτούς τους περιορισμούς, διατηρούνται οι συνθήκες ευστάθειας και
η τάξη σύγκλισης της HC για κάθε σχήμα χρονικής διακριτοποίησης. Η εξάρτηση
του χρονικού βήματος απο το h2 συνεπάγει στο υψηλό υπολογιστικό κόστος του
προβλήματος. (Σημειώνουμε ότι για το πρόβλημα ΙΙ h = 2π/N , ενώ για το πρό-
βλημα Ι h = 5π/N ).

Η συνάρτηση του απόλυτου χωρικού σφάλματος της εξίσωσης, όπως φαίνε-
ται στο Σχ. 12, επιβεβαιώνει την παρατήρηση μας στο Πρόβλημα Ι, ότι ο συνδυα-
σμός της HC με ένα σχήμα χρονικής διακριτοποίησης Strong Stability παράγει
μια ευσταθή μέθοδο υψηλής τάξης για μη γραμμικά παραβολικά προβλήματα
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Πίνακας II Υπολογιστική Επίδοση των σχημάτων HC-RK
Απόλυτο Χωρικό Σφάλμα στο t = ∆t Χωρική Τάξη Σύγκλισης Χρόνος (sec)

N SSP(4,3) SSP(3,3) RK4 SSP(4,3) SSP(3,3) RK4 SSP(4,3) SSP(3,3) RK4
32 1.27e-07 1.27e-07 1.27e-07 - - - 0.18 0.27 0.31
64 7.94e-09 7.94e-09 7.94e-09 3.99 3.99 3.99 0.72 1.10 1.31
128 4.96e-10 4.96e-10 4.96e-10 3.99 3.99 3.99 3.33 5.06 5.95
256 3.10e-11 3.10e-11 3.10e-11 3.99 3.99 3.99 26.23 19.52 30.81
512 1.94e-12 1.94e-12 1.94e-12 3.99 4.00 4.00 99.69 151.78 175.80

παραβολικής φύσης (αυτή η παρατήρηση φυσικά ισχύει με την υπόθεση ότι η
λύση είναι επαρκώς ομαλή).

(a) (b)

Σχήμα 12: (a) Χρονική σύγκριση σε δευτερόλεπτα μεταξύ των SSPRK(4,3)-(3,3)
& RK4. (b) Το απόλυτο σχετικό σφάλμα της μεθόδου ως συνάρτηση του χρόνου
για την HC-SSPRK(4,3)

3.2.2 Πρόβλημα ΙΙΙ

Το τρίτο πρόβλημα που επιλέξαμε για την μελέτη της συμπεριφοράς της με-
θόδου HC-RK δίνεται απο:

ut = u− 2u2 + uxx , − 10 ≤ x ≤ 10, 0 ≤ t ≤ T

ux(−10, t) = f(−10) , ux(10, t) = f(10) (14)

f(x) =
e

5
3
t+
√

2
3
x

√
6(e

5
6
t+ 1√

6
x
+ 1)3

, u(x, 0) = −1

8

[
sech2

√
6

12
x− 2tanh

√
6

12
x− 2

]

Η Εξ. (14) ανήκει στην οικογένεια των Κλασσικών εξισώσεων Fisher, όπου ο
συντελεστής διάχυσης είναι σταθερός. Αναλυτικές λύσεις για τέτοιου τύπου εξι-
σώσεις δίνεται στο [11].
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(a) (b)

Σχήμα 13: (a) Αναλυτική Λύση και (b) κάτοψη της λύσης για την εξ. (14)

Ο απαραίτητος περιορισμός για το χρονικό βήμα είναι ∆t ≤ 1
10
h2 για την

SSPRK(4,3), ∆t ≤ 1
15
h2 για την SSPRK(3,3) και ∆t ≤ 1

13
h2 για την RK4. Με

αυτούς τους περιορισμούς πετυχαίνουμε την τάξη σύγκλισης της HC (Πίνακας
II) ενώ, οι ιδιότητες ευστάθειας για όλα τα χρονικά σχήματα είναι χαλαρωμένες
(Σχ. 14b).

(a) (b)

Σχήμα 14: (a) Χρονική σύγκριση σε δευτερόλεπτα μεταξύ των SSPRK(4,3)-(3,3)
& RK4. (b) Το απόλυτο σχετικό σφάλμα της μεθόδου ως συνάρτηση του χρόνου
για την HC-SSPRK(4,3)

Αυτή η εξίσωση χρειάζεται πυκνότερη χρονική διαμέριση από τα προηγού-
μενα προβλήματα, λόγω της κινούμενης άκαμπτης λύσης πουπαρουσιάζει. Αυτή
η ιδιαιτερότητα της λύσης επηρεάζει την ευστάθεια και τον υπολογιστικό χρόνο
των σχημάτων Runge-Kutta (Πίνακας IΙI & Σχ. 14a).



Τεχνική Έκθεση 2013 Δ4.2/17

Πίνακας III Υπολογιστική Επίδοση των σχημάτων HC-RK
Απόλυτο Χωρικό Σφάλμα στο t = ∆t Χωρική Τάξη Σύγκλισης Χρόνος (sec)

N SSP(4,3) SSP(3,3) RK4 SSP(4,3) SSP(3,3) RK4 SSP(4,3) SSP(3,3) RK4
32 2.85e-06 2.86e-06 2.84e-06 - - - 0.10 0.13 0.15
64 1.78e-07 1.78e-07 1.77e-07 4.00 4.00 3.99 0.45 0.56 0.61
128 1.11e-08 1.11e-08 1.11e-08 4.00 4.00 4.00 1.85 2.09 2.42
256 6.94e-10 6.94e-10 6.93e-10 4.00 4.00 3.99 8.30 9.67 10.14
512 4.22e-11 4.22e-11 4.22e-11 4.03 4.03 4.03 35.66 45.01 44.74

3.3 Επικύρωση αποτελεσμάτων σε γραμμικά προβλήματα
πολλαπλών πεδίων στις 1 + 2 διαστάσεις

Θεωρούμε την εξίσωση

∂c

∂t
= ∇ · [D∇(c)] , c := c(x, y, t)

(x, y) ∈ [a, b]2 , 0 ≤ t ≤ T

c(x, y, 0) = f(x, y) ,
∂c

∂η
= 0

όπου

D =


γ , (x, y) ∈ [−4,−2]× [−4, 4]
1 , (x, y) ∈ (−2, 2)× (−2, 2)
γ , (x, y) ∈ [2, 4]× [−4, 4]
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Σχήμα 15: Αριθμητική Λύση του προβλήματος τύπου Stripes σε 2+1 διαστάσεις

Όπως μπορεί κανείς εύκολα να παρατηρήσει στο Σχ. (15), διακρίνονται οι
διαφορετικές περιοχές στο χωρίο όπου στις γραμμές διεπαφής σχηματίζεται η
ασυνεχής πρώτη παράγωγος της λύσης. Η τάξη σύγκλισης της μεθόδου παρα-
μένει στο τέσσερα (Σχ. (16)) ενώ ο υπολογιστικός χρόνος επίλυσης της εξίσωσης
αυξάνει πολυωνυμικά.
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Σχήμα 16: Τάξη σύγκλισης της Μεθόδου DHC-DIRK και χρόνος υπολογισμού.

4 Παραδοτέα
• Ι. Αθανασάκης, Ε. Παπαδοπούλου, Ι. Σαριδάκης, Runge-Kutta andHermite
Collocation for a biological invasion problem modeled by a generalized
Fisher equation, 2nd International Conference on Mathematical Modeling
in Physical Sciences 2013 (Παρουσίαση)

• Ανάπτυξη λογισμικού σε προγραμματιστικό περιβάλλον MATLAB.

• Η παρούσα τεχνική έκθεση.

5 Συνεργασίες
Η παρούσα έρευνα πραγματοποιήθηκε από η ερευνητική ομάδα του Πολυ-

τεχνείου Κρήτης (ΚΕΟ1) αποτελούμενη από τους καθ. Ι. Σαριδάκη, καθ. Ε. Πα-
παδοπούλου, Δρ. Μ. Παπαδομανωλάκη, Δρ. Α. Σηφαλάκη και τον υποψήφιο
διδάκτορα Ι. Αθανασάκη.

6 Μελλοντικές Δράσεις
Έχοντας ως σκοπό την ολοκλήρωση του συνολικού στόχου του προγράμμα-

τος, προγραμματίζουμε ως μελλοντικές δράσεις της ομάδας μας

• Διερεύνηση νέων αριθμητικών σχημάτων για την χρονική διακριτοποίηση
μη γραμμικών ΜΔΕ πολλαπλών πεδίων

• Μελέτη συμπεριφοράς της μεθόδου dDHC σε μη-γραμμικά προβλήματα
στις 1+1 και 1+2 διαστάσεις.
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• Μελέτη συμπεριφοράς της μεθόδου dDHC σε προβλήματα με ορθογώνια
γεωμετρία αλλά με ασυνέχεια του συντελεστή διάχυσης ταυτόχρονα και
στις δύο διαστάσεις.

• Ψηφιοποίηση ιατρικών απεικονίσεων MRI (Magnetic Resonance Imaging)
και διακριτοποίηση μέσω εξειδικευμένωνπακέτων λογισμικού και του FEniCS.
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1 Σκοπός
Κεντρική επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί αφενός μεν η επικύρωση

των αποτελεσμάτων μας (αποδοτικότητα μεθόδων και λογισμικού) με ένα σημα-
ντικό περιβαλλοντικό πρόβλημα, αυτό της διείσδυσης αλμυρού νερού στο εσω-
τερικό υδροφορέων γνωστό ως φαινόμενο της υφαλμύρισης, αφετέρου δε την
ανάπτυξη λογισμικού για τη μελέτη της βέλτιστης διαχείρισης του υδροφορέα με
υψηλής ακρίβειας μεθόδους αλλά και αλγορίθμους βελτιστοποίησης.

Την τρέχουσα περίοδο μελετάται μία διαδικασία κυρώσεων ελέγχου η οποία
πλαισιώνει τον στοχαστικό αλγόριθμο βελτιστοποίησης ALOPEX ΙΙ. Η μελέτη της
συμπεριφοράς της διεξάγεται μέσω του αναλυτικού μοντέλου περιγραφής ορθο-
γώνιων υδροφορέων, που έχουμε περιγράψει στην Τεχνική Έκθεση 2012 της
αντίστοιχης δράσης, το οποίο προσομοιώνει τον υπόγειο υδροφορέα στο Βαθύ
Καλύμνου.

1.1 Μελέτη στρατηγικών άντλησηςσε υπόγειους υδροφορείς
Την τρέχουσα περίοδο χρησιμοποιούμε την αναλυτική λύση ενός κλασικού

μοντέλου προσομοίωσης υπόγειας ροής νερού καθώς και τον αλγόριθμο στο-
χαστικής βελτιστοποίησης ALOPEX ΙΙ, με σκοπό να δημιουργήσουμε ένα μο-
ντέλο ελέγχου αντλήσεων γλυκού νερού σε παράκτιους υδροφορείς. Επιδίωξή
μας είναι η μεγιστοποίηση της άντλησης πόσιμου ύδατος από τον υδροφορέα
υπό μελέτη, εξασφαλίζοντας ταυτόχρονα την προστασία του από το φαινόμενο
της υφαλμύρισης.

Προς τούτο, μελετάται η αποτελεσματικότητα ενός συστήματος ελέγχου, που
συνδυάζεται με τον αλγόριθμο στοχαστικής βελτιστοποίησης ALOPEX ΙΙ, και πε-
ριλαμβάνει την διαβαθμισμένη επίδραση των ενεργών πηγών άντλησης στην
μετακίνηση του μετώπου διεπαφής μεταξύ του αλμυρού και γλυκού νερού.

Η συμπεριφορά της νέας αυτής διαδικασίας διαχείρισης των αντλήσεων απο-
τιμάται με την διενέργεια προσομοιώσεων που αφορούν ένα πλήθος σεναρίων
άντλησης και καιρικών συνθηκών, σε έναν υδροφορέα ορθογώνιας γεωμετρίας
που προσομοιώνει τον υπόγειο υδροφορέα στην περιοχή Βαθύ Καλύμνου.

2 Μεθοδολογία

2.1 Στοχαστικός αλγόριθμος βελτιστοποίησης ALOPEX II
Την τρέχουσα περίοδο χρησιμοποιούμε ένα γνωστό από τη βιβλιογραφία μα-

θηματικό μοντέλο, όπως αυτό παρουσιάζεται στα [2] και [3] και έχουμε περιγρά-
ψει αναλυτικά στην ΤΕ της παρούσας δράσης έτους 2012, μέσω του οποίου μο-
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ντελοποιείται αριθμητικά και μελετάται η διαχείριση της άντλησης γλυκού νερού
με μια διαδικασία στοχαστικής βελτιστοποίησης.

Το υπό μελέτη πρόβλημα έγκειται στον καθορισμό των μέγιστων τιμών αντλή-
σεων Q(i), i = 1, .., n, όπου n το πλήθος των πηγαδιών στο εσωτερικό του υδρο-
φορέα, χωρίς όμως να διακινδυνεύσει καμία εκ των ενεργών πηγών άντλησης
(πηγάδια/γεωτρήσεις) από εισβολή αλμυρού νερού και μόλυνσή της. Το αντί-
στοιχο πρόβλημα βελτιστοποίησης διατυπώνεται ως εξής:

Maximize:
P (Q1, ...., Qn) =

∑n

i=1
Q(i)∑n

i=1
Qmax

local
(i)

under the constraints:
xwell(i)− xtoe(i) ≥ D,
0 ≤ Qmin

local(i) ≤ Q(i) ≤ Qmax
local(i) ≤ Qtotal

aquifer,

(1)

όπου xtoe(i) δηλώνει την x-συντεταγμένη της υφάλμυρης διεπιφάνειας απέναντι
από το i-πηγάδι του υδροφορέα και D = xwell(i)− safety_point(i) ≥ 0 είναι μια
απόσταση ασφαλείας (βλέπε σχήμα 1), ενώ Qmin

local(i) και Qmax
local(i) είναι αντίστοιχα

η ελάχιστη και η μέγιστη δυνατή ποσότητα γλυκού νερού που μπορεί να αντληθεί
από κάθε πηγάδι..

Σχήμα 1: Σημεία ασφαλείας μπροστά από κάθε πηγάδι στο εσωτερικό του υδρο-
φορέα.

Οι νέες τιμές των ρυθμών άντλησης υπολογίζονται σε κάθε επαναληπτικό
βήμα του αλγορίθμου ALOPEX II, χρησιμοποιώντας το παρακάτω σχήμα:

Q(k)(i) = Q(k−1)(i) + c[Q(k−1)(i)−Q(k−2)(i)][P (k−1) − P (k−2)] + g(k)(i), (2)
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με c να συμβολίζει την ελεύθερη παράμετρο του όρου ανατροφοδότησης (feedback)
και g(k)(i) τον θόρυβο.

2.2 Διαδικασία κυρώσεων ελέγχου
Με στόχο την προστασία των πηγαδιών του υδροφορέα από το φαινόμενο

της υφαλμύρισης, κατάλληλα επιλεγμένες διαδικασίες κυρώσεων ελέγχου χρη-
σιμοποιούνται σε κάθε επαναληπτικό βήμα του αλγορίθμου βελτιστοποίησης
(βλέπε την Τεχνική Έκθεση έτους 2014 για μία αναλυτική περιγραφή ενός συστή-
ματος κυρώσεων). Εμείς εδώ περιγράφουμε μία επιπλέον διαδικασία προστα-
σίας των πηγαδιών, πέραν της βασικής η οποία μειώνει τις τιμές των αντλήσεων
σε εκείνα τα πηγάδια όπου η υφάλμυρη σφήνα πλησιάζει τα σημεία ασφαλείας
απέναντί τους.

Πιο συγκεκριμένα θεωρούμε ότι η βασική διαδικασία συνοδεύεται από μία
επιπλέον διαδικασία κυρώσεων ελέγχου σχετική με την επίδραση του i-πηγαδιού
στο j-πηγάδι στο εσωτερικό του υδροφορέα, σε κάθε επανάληψη. Για τον λόγο
αυτό εισάγουμε την έννοια του n× n τετραγωνικού πίνακα risk_to_each_other,
όπου κάθε στοιχείο του υπολογίζεται σύμφωνα με το ακόλουθο σχήμα:

if i ̸= j and xwell(i) ≥ xwell(j)

risk_to_each_other(k)(i, j) =
∑n

i=1
Qmax

local(i)−Q(k)(i)∑n

i=1
Qmax

local
(i)

∗ safety_point(i)−x
(k)
toe(i)

L
∗

∗
√

[xwell(i)−xwell(j)]2−[ywell(i)−ywell(j)]2√
L2+W 2

else
risk_to_each_other(k)(i, j) = 0, for i, j ∈ {1, 2, ..., n}, at k iteration.

(3)
Τότε, οι διαδικασίες κυρώσεων ελέγχου risk_penalties ενεργοποιούνται για κάθε
πηγάδι του υδροφορέα, σύμφωνα με το παρακάτω σχήμα:

if risk_to_each_other(k)(i, j) = 0 : risk_penalty = 1,
if risk_to_each_other(k)(i, j) ∈ (0, 0.020) : risk_enalty = 0.98,
if risk_to_each_other(k)(i, j) ∈ [0.020, 0, 045) : risk_penalty = 0.96,
if risk_to_each_other(k)(i, j) ∈ [0.45, 0.070) : risk_penalty = 0.92,
if risk_to_each_other(k)(i, j) ∈ [0.070, 1] : risk_penalty = 0.88.

(4)

2.3 Αποτελέσματα αριθμητικήςπροσομοίωσηςπαράκτιου υδρο-
φορέα περιοχής Βαθέως Καλύμνου

Ο αλγόριθμος ALOPEX II, σε έναν τυπικό έλεγχο 300 επαναλήψεων, καλεί-
ται να υπολογίσει τις βέλτιστες αντλήσεις για όλα τα πηγάδια του υδροφορέα,
χρησιμοποιώντας το σχήμα διαχείρισης των αντλήσεων που περιγράψαμε ανω-
τέρω.
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Αν και οι αρχικές τιμές εκκίνησης των αντλήσεων αντιστοιχούν σε μια χα-
μηλή τιμή της συνάρτησης κόστους, η συγκεκριμένη μέθοδος βελτιστοποίησης
κατάφερε να συγκλίνει σε μια βέλτιστη λύση εντός ολίγων επαναλήψεων. Οι βέλ-
τιστοι ρυθμοί άντλησης που επετεύχθησαν μέσω της διαδικασίας αυτής είναι οι
ακόλουθοι:

Qopt = (762.90, 346.21, 1240.82, 1378.89, 206.12)m3/day,∑5
i=1Q

opt(i) = 3934.95m3/day.
(5)

Όλα τα πηγάδια παρέμειναν ασφαλή από το φαινόμενο της υφαλμύρισης (βλέπε
σχήμα 2αʹ).

(αʹ) Βασική περίπτωση: Όλα τα πηγάδια του
υδροφορέα παραμένουν ασφαλή εξαιτίας της
επιτυχούς εφαρμογής των κυρώσεων ελέγ-
χου.

(βʹ) Περίπτωση 1: Οι βέλτιστες αντλήσεις της
βασικής περίπτωσης προσαυξημένες κατά
2% οδηγούν στην υφαλμύριση του πηγαδιού
Νο2.

(γʹ) Περίπτωση 3: Με την απενεργοποί-
ηση της διαδικασίας x_movement κυρώ-
σεων ελέγχου ο συνολικός όγκος αντλούμε-
νου νερού παραμένει μικρότερος από αυτόν
της βασικής περίπτωσης.

(δʹ) Περίπτωση 4: Η απενεργοποίηση της διαδι-
κασίας risk_to_each_other κυρώσεων ελέγχου
οδηγεί πολύ σύντομα στην υφαλμύριση ενός ή
και περισσότερων πηγαδιών του υδροφορέα.

Σχήμα 2: Εφαρμογή του αλγορίθμου βελτιστοποίησης ALOPEX II στην περί-
πτωση του υδροφορέα της περιοχής Βαθύ Καλύμνου.

Περίπτωση 1: Τεχνητή αύξηση τωνβέλτιστωνποσοτήτωνάντλησης Προ-
κειμένου να εξεταστεί η ευαισθησία της λύσης που παρουσιάζεται στην ανωτέρω
προτεινόμενη βέλτιστη λύση (5), μελετήσαμε την επίδραση της αύξησης κατά 2%
του βέλτιστου ρυθμού άντλησης σε όλα τα πηγάδια του συγκεκριμένου υδάτινου
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υδροφορέα.
Το τροποποιημένο νέο σύστημα άντλησης έχει ως εξής:

Qopt = (778.16, 353.13, 1265.64, 1406.48, 210.24)m3/day,∑5
i=1Q

opt(i) = 4013.65m3/day.
(6)

Μελετώντας το σχήμα 2βʹ, γίνεται φανερό ότι μια τέτοια αύξηση αντλήσεων έχει
ως συνέπεια τη μόλυνση με αλμυρό νερό του πηγαδιού Νο2. Αυτό οδηγεί στο
συμπέρασμα ότι η διαδικασία βελτιστοποίησης ALOPEX και το σύστημα ελέγχου
κυρώσεων παρήγαγαν ικανοποιητικά αποτελέσματα αλλά ευαίσθητα σε μικρές
διαταραχές. Συνεπώς μία μελέτη ευστάθειας των υπολογισμών είναι απολύτως
απαραίτητη.

Περίπτωση 2: Τεχνητή αύξηση του συντελεστού βροχόπτωσης Ν Θεω-
ρούμε σαν υπόθεση εργασίας την περίπτωση μιας 20% αύξηση της τιμής του
συντελεστού βροχόπτωσης Ν σε ολόκληρη την επιφάνεια του υδροφορέα. Η
νέα συνθήκη είναι N = 1.20 ∗ 30 = 33mm/year και ο αλγόριθμος ALOPEX II
καλείται να υπολογίσει τις νέες βέλτιστες τιμές αντλήσεων. Διαπιστώνουμε λοι-
πόν μια αύξηση 7.72% στο συνολικό όγκο του αντλούμενου γλυκού νερού, ενώ
όλα τα πηγάδια διατηρούνται ασφαλή από το φαινόμενο της υφαλμύρισης. Το
σύστημα ελέγχου κυρώσεων παρέμεινε το ίδιο με αυτό που εφαρμόσαμε στον
αρχικό έλεγχο του υδροφορέα και οι νέες αντλήσεις είναι οι ακόλουθες:

Qopt = (1449.21, 240.14, 946.72, 1380.36, 222.27)m3/day,∑5
i=1Q

opt(i) = 4238.69m3/day.
(7)

Περίπτωση 3: Απενεργοποίηση των x_movement κυρώσεων ελέγχου Οι
x_movement κυρώσεις ελέγχου ενεργοποιούνται όταν το μέτωπο του υφάλμυ-
ρου νερού φτάνει τα σημεία ασφαλείας μπροστά από κάθε πηγάδι (βλέπε σχήμα
1). Πρόκειται για την πρώτη γραμμή άμυνας απέναντι στην προέλαση του υφάλ-
μυρου νερού στο εσωτερικό του υδροφορέα. Με αυτόν τον τρόπο όταν ένα πη-
γάδι βρίσκεται σε κίνδυνο, το πρώτο μέτρο αντίδρασης είναι η μείωση του όγκου
νερού που αντλείται από το συγκεκριμένο πηγάδι. Αυτό όμως σημαίνει ότι οι
x_movement κυρώσεις ελέγχου έχουν μόνο τοπικές επιδράσεις στο συνολικό
πλάνο αντλήσεων του υδροφορέα, με συνέπεια οι κυρώσεις αυτές να είναι ιδιαί-
τερα αποδοτικές στις μικροδιορθώσεις του συνολικού πλάνου αντλήσεων. Είναι
επομένως σαφές ότι η έλλειψη ή η μη χρήση ανάλογων κυρώσεων οδηγεί σε μια
επαναληπτική μέθοδο με έντονες διαφορές στις αντλήσεις από βήμα σε βήμα,
δηλαδή δεν καθίσταται δυνατή η σύγκλιση της όλης διαδικασίας (βλέπε σχήμα
2γʹ). Για την παρούσα μοντελοποίηση χρησιμοποιούμε το παρακάτω σχήμα δια-
χείρισης των αντλήσεων:
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x_movement_penalty = 1.00,
risk_penalties = (1.00, 0.98, 0.96, 0.92, 0.88).

(8)

Οι νέες βέλτιστες τιμές των αντλήσεων είναι οι ακόλουθες:

Qopt = (830.22, 843.38, 732.72, 713.35, 736.74)m3/day,∑5
i=1Q

opt(i) = 3856.41m3/day.
(9)

Περίπτωση 4: Απενεργοποίηση των risk_to_each_other κυρώσεων ελέγ-
χου Με στόχο να αποδείξουμε την αναγκαιότητα ύπαρξης των risk_to_each_other
κυρώσεων μέσα στη διαδικασία βελτιστοποίησης που περιγράφουμε, μελετάμε
την περίπτωση απενεργοποίησης των κυρώσεων αυτών. Πιο συγκεκριμένα έχουμε
ότι:

x_movement_penalty = 0.95,
risk_penalties = (1.00, 1.00, 1.00, 1.00, 1.00).

(10)

Οι τιμές των βέλτιστων αντλήσεων έπειτα από λίγες μόλις επαναλήψεις είναι οι
ακόλουθες:

Qopt = (724.34, 279.59, 1495.30, 292.26, 1449.60)m3/day,∑5
i=1Q

opt(i) = 4241.09m3/day.
(11)

Τα αποτελέσματα είναι καταστροφικά για τα πηγάδια Νο2 και Νο3 του υδροφο-
ρέα (βλέπε σχήμα 2δʹ). Μέσα σε λίγες επαναλήψεις το υφάλμυρο νερό διεισδύει
και στα δύο αυτά πηγάδια, παρά το γεγονός ότι οι αντλήσεις σε αυτά έπεσαν
στις χαμηλότερες επιτρεπόμενες τιμές, εξαιτίας των διαρκών ενεργοποιήσεων
των x_movement κυρώσεων ελέγχου. Ωστόσο, τα πηγάδια Νο3 και Νο5 παρέ-
μειναν ασφαλή, έχοντας φτάσει τις μέγιστες επιτρεπόμενες τιμές τους, προστα-
τεύοντας έτσι το πηγάδι Νο1. Η ανάγκη για μια έντονη επέμβαση από εμάς είναι
πιο επιτακτική από κάθε άλλη φορά.

Συμπερασματικά, η εφαρμογή του στοχαστικού αλγορίθμου βελτιστοποίησης
ALOPEX II, σε συνδυασμό με το προτεινόμενο σύστημα ελέγχου κυρώσεων
στην περίπτωση του υδροφορέα της Καλύμνου, έχει ως συνέπεια την κατασκευή
ενός αποτελεσματικού αλλά ευαίσθητου πλάνου διαχείρισης των αντλήσεων του
υδροφορέα. Οι τιμές των αντλήσεων τις οποίες προτείνει ως βέλτιστες ο παρα-
πάνω αλγόριθμος, προσφέρουν ικανοποιητική ποσότητα πόσιμου νερού ισοδύ-
ναμο με αυτό που προτείνεται σε προηγούμενες έρευνες της βιβλιογραφίας, ενώ
ταυτόχρονα διατηρούνται ασφαλείς οι τοπικές γεωτρήσεις από το φαινόμενο της
υφαλμύρισης.
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3 Μελλοντικές Δράσεις
Οι μελλοντικοί ερευνητικοί στόχοι εξειδικεύονται ως εξής:

• Εισαγωγή μίας νέας αντικειμενικής συνάρτησης κόστους, ικανής να συν-
δυάζεται με διαδικασίες feedback, όπως αυτή του αλγορίθμου ALOPEX.

• Ανάπτυξη μίας νέας μορφής του αλγορίθμου ALOPEX με μεταβλητές πα-
ραμέτρους.

• Βελτιστοποίηση των παραμέτρων του αλγορίθμου ALOPEX ώστε να επι-
ταχυνθεί η σύγκλισή του.

• Κατασκευή ενός αποτελεσματικού συστήματος penalty για τον έλεγχο εξέ-
λιξης της διαδικασίας βελτιστοποίησης ALOPEX.

• Κατασκευή κριτηρίων τερματισμού της διαδικασίας βελτιστοποίησης.

• Μελέτη ευαισθησίας και ευστάθειας των υπολογισμών.

Επίσης, η επίλυση του συγκεκριμένου προβλήματος δοκιμής στο λογισμικό
FEniCS θα βοηθήσει στην επικύρωση των αποτελεσμάτων επίλυσης των προ-
βλημάτων πολλαπλών πεδίων.

4 Παραδοτέα
• Τα αποτελέσματα της παρούσας έρευνας παρουσιάστηκαν στο συνέδριο

5th International Conference on Mathematical Modeling in Physical Sciences,
Prague, Czech Republic, September, 1-5, 2013. Στη συνέχεια δημοσιεύ-
θηκαν στο Journal of Physics: Conference Series υπό τον τίτλο:
P. Stratis, Y. Saridakis, E. Papadopoulou and M. Zakynthinaki, ALOPEX
stochastic optimization for pumping management in freshwater coastal
aquifers, Journal of Physics: Conference Series, 490, 012112, 2014.
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