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1 Σκοπός
Κεντρική επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί αφενός μεν η επικύρωση

των αποτελεσμάτων μας (αποδοτικότητα μεθόδων) με ένα τόσο σημαντικό πρό-
βλημα, αφετέρου δε η μελέτη της εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου, με
χρήση νέων μεθόδων, λογισμικού και σύγχρονων υπολογιστικών αρχιτεκτονι-
κών.

Την τρέχουσα περίοδο σκοπός μας ήταν η εφαρμογή της μεθόδου που ανα-
πτύξαμε στις δράσεις 2.1 και 2.4 (βλ. Τεχνικές Εκθέσεις 2.1 και 2.4 Έτους 2012)
σε προβλήματα διάχυσης καρκινικών όγκων στον εγκέφαλο στις 3 περιοχές
(φαιά - λευκή - φαιά ουσία) με n πήγες στις 1 + 1 διαστάσεις όπου παράλληλα
επαληθεύσαμε την τέταρτη τάξη σύγκλισης της μεθόδου dDHC. Σε αυτήν την
κατεύθυνση η dDHC μέθοδος συνδυάστηκε με βασικές μεθόδους διακριτοποίη-
σης χρόνου, όπως η Backward Euler και η Crank Nicolson, αλλά και ένα σχήμα
Diagonally Implicit Runge-Kutta τρίτης τάξεως.

Επιπλέον, την περίοδο αυτή ξεκίνησε η αξιολόγηση λογισμικών πακέτων
ανοικτού κώδικα σύγχρονων αριθμητικών μεθόδων, η επιλογή της πλατφόρμας
πεπερασμένων στοιχείων FEniCS και η εγκατάστασή της στα υπολογιστικά συ-
στήματα του Εργαστηρίου Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Η/Υ (ΕΕΜΗΥ).

2 Μεθοδολογία

2.1 Μαθηματικό Μοντέλο προσομοίωσης καρκινικών όγκων
στον Εγκέφαλο

Τα γλοιώματα αποτελούν τους πιο συχνούς και επιθετικούς όγκους του εγκε-
φάλου. Το πιο συχνό πρόβλημα στην έγκαιρη διάγνωση και θεραπεία των ασθε-
νών με γλοίωμα είναι η ταχύτατη διήθηση των καρκινικών κυττάρων στο γειτο-
νικό φυσιολογικό ιστό με αποτέλεσμα την αδυναμία εντόπισης του όγκου στα
αρχικά στάδια με τις συνήθεις χρησιμοποιούμενες μεθόδους απεικόνισης (μα-
γνητική και αξονική τομογραφία). Τα παραπάνω λοιπόν αποτέλεσαν κίνητρο για
τους επιστήμονες ώστε να μελετήσουν και να κατανοήσουν την ανάπτυξη των
γλοιωμάτων. Τις τελευταίες δεκαετίες έχουν αναπτυχθεί μαθηματικά μοντέλα για
την προσομοίωση και μελέτη της εξέλιξης ενός καρκινικού όγκου στον εγκέφαλο.
Εμείς υιοθετήσαμε το μαθηματικό μοντέλο της Swanson([11],[12],[13]) η οποία
πρώτη εισήγαγε στη μοντελοποίηση της ανάπτυξης των γλοιωμάτων την ετε-
ρογένεια που υπάρχει στον ιστό του εγκεφάλου. Συγκεκριμένα, ο συντελεστής
διάχυσης λαμβάνει διαφορετική τιμή στην περιοχή της φαιάς ουσίας και διαφο-
ρετική σε αυτήν της λευκής ουσίας.
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Η μαθηματική εξίσωση του μοντέλου είναι:

∂c̄

∂t̄
= ∇ ·

(
D̄(x̄)∇c̄

)
+ ρc̄ , (1)

όπου c̄(x̄, t̄) είναι ο αριθμός των κυττάρων στην θέση x̄ και τον χρόνο t̄, ρ παρι-
στάνει το ποσοστό της ανάπτυξης των κυττάρων συμπεριλαμβανομένου και του
πολλαπλασιασμού τους και της καταστροφής τους και D̄(x̄) είναι ο συντελεστής
διάχυσης των κυττάρων στον ιστό του εγκεφάλου που δίνεται από τη σχέση:

D̄(x̄) =
{

Dg , x̄ ανήκει στη φαιά ουσία
Dw , x̄ ανήκει στη λευκή ουσία , (2)

με Dg και Dw να είναι σταθερές όπου Dw > Dg.
Στο σύνορο θεωρούμε την ροή να είναι μηδέν και η αρχική πηγή δίνεται από τη
σχέση:

c̄(x̄) = f̄(x̄)

Το παραπάνω μαθηματικό μοντέλο έχει διαπιστωθεί ότι προσομοιάζει τη συ-
μπεριφορά ενός πραγματικού καρκινικού όγκου στην διάρκεια του χρόνου πολύ
αποτελεσματικά. Εμείς ασχοληθήκαμε με το αδιάστατο πρόβλημα σε μια χωρική
διάσταση. Οι αδιαστατές λοιπόν μεταβλητές που χρησιμοποιήσαμε είναι:

x =

√
ρ

Dw

x̄ , t = ρt̄ , c(x, t) = c̄

(√
ρ

Dw

x̄, ρt̄

)
Dw

ρN0

,

f(x) = f̄

(√
ρ

Dw

x̄

)
όπου N0 =

∫
f(x)dx δηλώνει τον αρχικό ρυθμό καρκινικών κυττάρων στον

εγκέφαλο για t = 0.
H εξίσωση λοιπόν το μοντέλου μας διαμορφώνεται ως εξής:

ct = (Dcx)x + c , x ∈ [a, b] , t ≥ 0

cx(a, t) = 0 και cx(b, t) = 0

c(x, 0) = f(x)

(3)

ή ισοδύναμα αντικαθιστώντας c(x, t) = etu(x, t) έχουμε ότι:
ut = (Dux)x , x ∈ [a, b] , t ≥ 0

ux(a, t) = 0 και ux(b, t) = 0 .

u(x, 0) = f(x)

(4)
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Ο συντελεστής διάχυσης D = D(x) είναι της μορφής:

D(x) =


γ , a ≤ x < w1

1 , w1 ≤ x < w2 ,
γ , w2 ≤ x ≤ b

(5)

bw
2

w
1

a

γγ

11

με γ := Dg

Dw
< 1 να είναι ο αδιάστατος συντελεστής διάχυσης στη φαιά ουσία και

1 ο αδιάστατος συντελεστής διάχυσης στη λευκή ουσία.
Τέλος, η πηγή των καρκινικών κυττάρων αρχικά δίνεται από τη συνάρτηση f(x)

f(x) =
k∑

i=1

δ(x− ξi) , ξ ∈ [a, b] , (6)

όπου δ(x) δηλώνει τη συνάρτηση Dirac.

2.2 Ασυνεχής Collocatlion και Αριθμητικά Σχήματα Διακριτο-
ποίησης Χρόνου

Στη συνέχεια για την αριθμητική επίλυση του παραπάνω μοντέλου με υψη-
λής τάξεως αριθμητικές μεθόδους χρησιμοποιήσαμε την Hermite Collocation μέ-
θοδο για τη χωρική διακριτοποίηση και τα Backward Euler, Crank Nicolson και
Runge Kutta σχήματα για την χρονική διακριτοποιήση. Για να αντιμετωπίσουμε
τις ασυνέχειες της πρώτης παραγώγου στα εσωτερικά σημεία διασύνδεσης των
περιοχών χρησιμοποιήσαμε τα ασυνεχή Hermite κυβικά πολυώνυμα και διαπι-
στώσαμε ότι η τάξη συγκλισης της Collocation παραμένει τετάρτη.

Για ένα σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων της μορφής:

ȧ = C(t,a) (7)

όπου C(t,a) = A−1Ba.
και θεωρώντας το παραπάνω σύστημα στo χρονικό βήμα t = tn+1:



Τεχνική Έκθεση 2012 Δ4.2/6

ȧ(n+1) = C(tn+1,a(n+1)) (8)
όπου

C(tn+1, a(n+1)) = A−1Ba(n+1)

με
ȧ(n+1) =

[
α̇
(n+1)
1 α̇

(n+1)
3 · · · α̇(n+1)

2N+1

]T
a(n+1) =

[
α
(n+1)
1 α

(n+1)
3 · · ·α(n+1)

2N+1

]T
Αρχικά για χρονική διακριτοποίηση χρησιμοποιήσαμε το Backward Euler σχήμα

το οποίο έχει τη παρακάτω μορφή:

a(n+1) − a(n)
τ

= C(tn+1,a(n+1)) (9)

ή ισοδύναμα,

(A− τB)a(n+1) = Aa(n) (10)
όπου το αρχικό διάνυσμα a(0) καθορίζεται από την αρχική συνθήκη που είναι η
δέλτα συνάρτηση (6).

Στη συνέχεια χρησιμοποιήσαμε για χρονική διακριτοποίηση τοCrank Nicolson
(CN) σχήμα το οποίο εκφράζεται ως εξής:

a(n+1) − a(n)
τ

=
1

2
(C(n+1)(t,a) + C(n)(t, a)) (11)

ή ισοδύναμα,

(A− τ

2
B) a(n+1) = (A+

τ

2
B) a(n) (12)

Τέλος εφαρμόσαμε για την χρονική διακριτοποίηση την μέθοδο Diagonally
Implicit Runge Kutta τρίτης τάξεως. Για ένα πρόβλημα αρχικών τιμών της μορφής
yt = g(t, y) , y(0) = y0 η κύρια ιδέα των μεθόδων Runge-Kutta ([4],[6]) είναι να
χρησιμοποιήσουν βάρη bi και σημεία di , 1 ≤ i ≤ q ώστε να προσεγγίσουν τη
λύση y(n+1) από τη y(n) χρησιμοποιώντας τον τύπο των q ενδιάμεσων βημάτων
:

y(n+1) = y(n) + τ

q∑
i=1

big(t
(n,i), y(n,i)) (13)

με tn,i = tn + diτ και

y(n,i) = y(n) + τ

q∑
j=1

aijg(t
(n,j), y(n,j)) , 1 ≤ i ≤ q (14)
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Ο συνδυασμός των τύπων (13) και (14), ορίζουν τη Runge-Kutta μέθοδο
όπου οι συντελεστές της μπορούν να γραφούν ως εξής:

a11 · · · a1q d1
...

...
...

aq1 · · · aqq dq
b1 · · · bq

(15)

Οι ημι-πεπλεγμένες Runge-Kutta μεθόδοι ([4] [6]), χαρακτηρίζονται από την
σχέση aij = 0 , j > i και συγκεκριμένα για τις διαγώνια πεπλεγμένες Runge-
Kutta μεθόδους (DIRK) [5] ισχύει επιπλέον ότι aii = a , i = 1, . . . , q. Όπως
βλέπουμε στις εργασίες ([1] [5]) , είναι γνωστό ότι υπάρχει μία μόνο Α-ευσταθής
διαγώνια πεπλεγμένη μέθοδος τρίτης τάξης και δύο βημάτων, όπου περιγράφε-
ται ως εξής:

λ 0 λ
1− 2λ λ 1− λ

1
2

1
2

(16)

με λ = 1
2
+

√
3
6
.

Αναπτύσοντας τώρα το (2,3)-DIRK σχήμα, που περιγράφτηκε παραπάνω,
για τη λύση του DHC συστήματος των συνήθη διαφορικών εξισώσεων (11) ή
ισοδύναμα (12), καταλήγουμε στις παρακάτω εξισώσεις:

a(n,1) = a(n) + τ λ C(n,1)(t, a)
a(n,2) = a(n) + τ

[
(1− 2λ)C(n,1)(t,a) + λC(n,2)(t,a)

]
a(n+1) = a(n) + τ

2

[
C(n,1)(t,a) + C(n,2)(t,a)

]
(17)

ή ισοδύναμα,

(A− τλB) a(n,1) = A a(n)

(A− τλB) a(n,2) = A a(n) + τ(1− 2λ)B a(n,1)

A a(n+1) = A a(n) + τ

2
[B a(n,1) +B a(n,2)]

(18)

2.3 Λογισμικά Ανοικτού κώδικα
Σε αυτή την ερευνητική δραστηριότητα έγινε επίσης, μελέτη των δυνατοτήτων

λογισμικών ανοικτού κώδικα [16] υλοποίησης αριθμητικών μεθόδων πεπερα-
σμένων στοιχείων υψηλής ακρίβειας επίλυσης μερικών διαφορικών εξισώσεων
για την επιλογή κατάλληλου λογισμικού μελέτης προβλημάτων εξέλιξης καρκινι-
κών όγκων εγκεφάλου. Τα κριτήρια επιλογής του λογισμικού ήταν:
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• Φάσμα επιλογής συναρτήσεων βάσης για μεθόδους Πεπερασμένων Στοι-
χείων

• Δυνατότητα επεξεργασίας γενικευμένης γεωμετρίας πεδίου ορισμού

• Γλώσσες προγραμματισμού

• Τεκμηρίωση

• Δυνατότητα επέκτασης των βιβλιοθηκών λογισμικού

3 Αποτελέσματα

3.1 Μέθοδος dDHC / Επικύρωση αποτελεσμάτων
Σε αυτή την ενότητα μελετάμε αριθμητικά την απόδοση της collocation μεθό-

δου (DHC) με ασυνεχή πολυώνυμα Hermite στα σημεία διεπαφής σε συνδυασμό
με τα χρονικά σχήματα (BE), (CN) και (2,3)-DIRK στα ακόλουθα προβλήματα:

Πρόβλημα 1
a = −5, w1 = −1, w2 = 1, b = 5, γ = 0.5

και f(x) = 1
η
√
π
e−x2/η2 ,

Η ανάπτυξη του καρκινικού όγκου στο χρόνο και για μέγιστο χρόνο tmax = 4 δη-
λαδή πραγματικού χρόνου περίπου ενός έτους δίνεται από το παρακάτω σχήμα:
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Σχήμα 1: Η απόδοση της μεθόδου (DHC)/(BE)
.

Πρόβλημα 2
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a = −5, w1 = 1, w2 = 1.5, b = 5, γ = 0.5

και f(x) = 1
η
√
π
(e−(x+3.5)2/η2 + e−(x−3)2/η2) ,

Στο παρακάτω γράφημα παρουσιάζεται η συμπεριφορά της λύσης για το δεύ-
τερο πρόβλημα:
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Σχήμα 2: Η απόδοση της μεθόδου (DHC)/(CN)
.

Πρόβλημα 3
a = −5, w1 = −2, w2 = 1, b = 5, γ = 0.5

και f(x) = 1
η
√
π
(e−(x−3)2/η2 + e−(x−4)2/η2) ,

Αντίστοιχα, η λύση του παραπάνω προβλήματος φαίνεται στο Σχ. (3).
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Σχήμα 3: Η απόδοση της μεθόδου (DHC)/(DIRK)
.

Σε όλα τα προβλήματα το η = 0.2.
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Η τάξη σύγκλισης της collocation μεθόδου (DHC) με ασυνεχή πολυώνυμα
Hermite στα σημεία διεπαφής σε συνδυασμό με όλες τις μεθόδους χρονικής
διακριτοποίησης, όπως φαίνεται στα σχήματα (4),(5) και (6) διατηρείται τετάρ-
της τάξεως όπως και στη συνεχή μέθοδο Collocation.

Αντίστοιχα η τάξη σύγκλισης των χρονικών μεθόδων διακριτοποίησης, όπως
φαίνεται στα σχήματα (7), (8) και (9), παρέμεινε ένα για την BE, δύο CN και τρία
για την DIRK. Το Nt συμβολίζει το πλήθος των χρονικών βημάτων μεταξύ του
t = 0 και του t = 4.

Τέλος παρουσιάζονται οι πίνακες Τ1, Τ2 και Τ3 με τους χρόνους των πειραμά-
των για διάφορες πυκνώσεις του πλέγματος ανά περιοχή, για τα τρία παραπάνω
προβλήματα αντίστοιχα και για όλα τα σχήματα χρονικής διακριτοποίησης.
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Σχήμα 4: Τάξη σύγκλισης της χωρικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων για
το Πρόβλημα 1.

Διαπιστώσαμε λοιπόν, μέσα από μία σειρά αριθμητικών πειραμάτων, ότι η
τάξη σύγκλισης της μεθόδου collocation, με ασυνεχή στοιχεία Hermite,παρέμεινε
τέταρτη, χωρίς να επηρεάζεται από την παρουσία των ασυνεχών στοιχείων. Όσο
αφορά τα χρονικά σχήματα, η τάξης σύγκλισης ταυτίζεται με τη θεωρητικά ανα-
μενόμενη. Τέλος παρατηρήθηκε το γνωστό πρόβλημα της εμφάνισης ταλαντώ-
σεων κατά τα αρχικά χρονικά βήματα της μεθόδου Crank-Nicolson.

Στο μοντέλο (4), θεωρούμε:

a = −5, w1 = −1, w2 = 1, b = 5,
γ = 0.2 και γ = 0.5

u(x, 0) = δ(x+ 3) και u(x, 0) = δ(x+ 4) + δ(x− 2) .
(19)
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Σχήμα 5: Τάξη σύγκλισης της χωρικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων για
το Πρόβλημα 2.

!"
#

!"
 !#

!"
 !"

!"
 $

!"
 %

!"
 &

!"
 #

!"
"

'()*+,-./-01+)+234

5
+
16
37
8
+
-0
,,
.
,

-

-

9:0:

;:':

<=5>

Σχήμα 6: Τάξη σύγκλισης της χωρικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων για
το Πρόβλημα 3.

Σε όλα τα αριθμητικά πειράματα ο χρόνος t φτάνει μέχρι tmax = 4, που αντιστοι-
χεί σε περίπου 1 έτος πραγματικού χρόνου (11 μήνες 3 μέρες και 8 ώρες για την
ακρίβεια), που θεωρείται ο προσδόκιμος χρόνος για υψηλής διαβάθμισης κακο-
ήθειες. Στον πίνακα που ακολουθεί,δείχνουμε την σχέση μεταξύ του αδιάστατου
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Σχήμα 7: Τάξη σύγκλισης της χρονικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων για
το Πρόβλημα 1.
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Σχήμα 8: Τάξη σύγκλισης της χρονικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων για
το Πρόβλημα 2.

και του πραγματικού χρόνου:
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Σχήμα 9: Τάξη σύγκλισης της χρονικής διακριτοποίησης όλων των μεθόδων για
το Πρόβλημα 3.

3.2 Μέθοδος Φωκά / Επικύρωση αποτελεσμάτων
Υλοποιώντας την παραπάνω διαδικασία, η εξέλιξη της πυκνότητας του όγκου

c(x, t) = etu(x, t)

μπορεί να παρατηρηθεί αριθμητικά, όπως φαίνεται στο σχήμα 10 για 0.2 ≤ t ≤ 4
με χρονικό βήμα dt = 0.2. Στο σχήμα 10 , διαφορετικές γραμμές αναπαριστούν
την πυκνότητα του όγκου σε διαφορετικές χρονικές στιγμές. Ο συντελεστής διά-
χυσης γ έχει τεθεί γ = 0.5 στα σχήματα 10a και 10c, ενώ στα σχήματα 10b και
10d έχει τεθεί γ = 0.2. Η αρχική πυκνότητα του όγκου θεωρείται u(x, 0) = δ(x+3)
στα σχήματα 10a και 10b, και u(x, 0) = δ(x+ 4) + δ(x− 2) στα σχήματα 10c και
10d. Παρατηρείστε ότι σε όλες τις περιπτώσεις η φαιά ουσία (κόκκινη περιοχή)
συμπεριφέρεται ως επιταχυντής ανάπτυξης.

3.3 Αποτελέσματα επιλογής λογισμικού
Στις πιο κατάλληλες πλατφόρμες λογισμικού για την επίλυση προβλημάτων

ενδιαφέροντος συγκαταλέγονται τα: Deal.II, DUNE, FEATool και FeniCS. Ηπλατ-
φόρμα λογισμικού που επελέγη προς χρήση, μετά από μελέτη και πρόταση από
την ΚΕΟ 2 του έργου, είναι η πλατφόρμα πεπερασμένων στοιχείων FeniCS [17].
Η πλατφόρμα FeniCS ικανοποιεί κατά το πλείστον τα κριτήρια επιλογής που θέ-
σαμε στη παράγραφο 2.3 καθώς:
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T1 Πρόβλημα 1
B.E. C.N. DIRK

64 0.2445 0.2481 0.2886
128 0.2692 0.2700 0.2797
256 0.3159 0.3193 0.3317
512 0.4050 0.4128 0.4359

T2 Πρόβλημα 2
B.E. C.N. DIRK

64 0.2504 0.2492 0.2560
128 0.2689 0.2756 0.2804
256 0.3170 0.3242 0.3283
512 0.4111 0.4199 0.4269

T3 Πρόβλημα 3
B.E. C.N. DIRK

64 0.2447 0.2520 0.2549
128 0.2694 0.2736 0.2820
256 0.3174 0.3215 0.3328
512 0.4105 0.4248 0.4278

Αδιάστατος Χρόνος Πραγματικός Χρόνος
t = 0.01 20 ώρες
t = 0.1 ≈ 8 μέρες
t = 1 ≈ 3 μήνες
t = 4 ≈ 1 χρόνος
t = 10 ≈ 2 χρόνια

• χρησιμοποιεί τις διαδεδομένες γλώσσες προγραμματισμού C++ ή python
για την περιγραφή των προβλημάτων επίλυσης

• διαθέτει σύγχρονες υλοποιήσεις αριθμητικών μεθόδωνπεπερασμένων στοι-
χείων μέσω των οποίων είναι εφικτή η επίλυση multi physics, multidomain
προβλημάτων

• διαθέτει μια πολύ δραστήρια ομάδα υποστήριξης και εξέλιξης του λογισμι-
κού από τα μεγαλύτερα πανεπιστημιακά και ερευνητικά ιδρύματα

• δυνατότητα επέκτασης των βιβλιοθηκών των μεθόδων



Τεχνική Έκθεση 2012 Δ4.2/15

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

5

10

15

20

25

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

5

10

15

20

25

(a) (b)

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

5

10

15

20

25

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

5

10

15

20

25

(c) (d)

Σχήμα 10: Χρονική εξέλιξη του πυκνότητας του όγκου c(x, t) για t = 0.2 : 0.2 : 4

• διαθέτει ένα πολύ αναλυτικό αποθετήριο σχετικών συγγραμμάτων τεκμη-
ρίωσης

• διατίθεται [18] αναλυτικός οδηγός χρήσης και εφαρμογών.

Η πλατφόρμα λογισμικού FeniCS εγκαταστάθηκε σε υπολογιστικά συστή-
ματα και εξυπηρετητές (διαφορετικών λειτουργικών συστημάτων) του Εργαστη-
ρίου Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Η/Υ (ΕΕΜΗΥ) προς χρήση από τα μέλη
και συνεργάτες της ΚΕΟ 1. Για την πιστοποίηση της σωστής εγκατάστασης και
λειτουργίας της πλατφόρμας στα συστήματα του ΕΕΜΗΥ έγιναν πολλές πειρα-
ματικές δοκιμές από τις οποίες ενδεικτικά παρατίθεται η επίλυση ενός Poisson
ελλειπτικού προβλήματος, με Νeumann συνοριακές συνθήκες, η λύση του οποίου
επιδεικνύεται στο Σχ. 1 ενώ ο κώδικας επίλυσης του σε python εμφανίζεται στο
Σχ. 2.
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Σχήμα 11: Γράφημα λύσης προβλήματος δοκιμής σε FeniCS

Σχήμα 12: Κώδικας επίλυσης προβλήματος δοκιμής σε python

4 Παραδοτέα
• Παπαδομανωλάκη Μαρία ” Η μέθοδος Collocation για παραβολικές με-
ρικές διαφορικές εξισώσεις με ασυνεχή συντελεστή διάχυσης: στην κα-
τεύθυνση προσομοίωσης καρκινικών όγκων εγκεφάλου.” Διδακτορική Δια-
τριβή 2012.

• Δ. Μαντζαβίνος, Μ. Παπαδομανωλάκη, Ι. Σαριδάκης, Α. Σηφαλάκης ”Fokas
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transform method for a brain tumor invasion model with heterogeneous
diffusion in 1+1 dimensions” .Applied Numerical Mathematics,
doi:10.1016/j.apnum.2014.09.006

• Ανάπτυξη Λογισμικού σε προγραμματιστικό περιβάλλονMATLAB και Fortran.

• Η παρούσα Ετήσια Τεχνική Έκθεση

• Εγκατάσταση και διαρκή αναβάθμιση σε νεότερες εκδόσεις του λογισμικού
σε προσωπικά υπολογιστικά συστήματα των μελών της ερευνητικής ομά-
δας του ΠΚ για λειτουργικά συστήματα Linux και Mac OS-X, καθώς και σε
ένα Linux server του ΕΕΜΗΥ.

5 Συνεργασίες
Η παρούσα έρευνα πραγματοποιήθηκε από η ερευνητική ομάδα του Πολυτε-

χνείου Κρήτης (ΚΕΟ1) αποτελούμενη από τους καθ. Ι. Σαριδάκη, καθ. Ε. Παπα-
δοπούλου, επ.καθ. Ε. Μαθιουδάκη, Δρ. Μ. Παπαδομανωλάκη , Δρ. Α. Σηφαλάκη
και τον υποψήφιο διδάκτορα Ι. Αθανασάκη. Επίσης για την επιλογή του κατάλ-
ληλου λογισμικού υπήρξε συνεργασία μελών όλων των ερευνητικών ομάδων
καθώς η χρήση αυτού του λογισμικού θα γίνει από όλες τις ομάδες.

6 Μελλοντικές Δράσεις
• Εφαρμογή της dDHC και της μεθόδου Φωκά σε μαθηματικό μοντέλο διά-
χυσης καρκινικών όγκων N περιοχών και αρχικών πηγών στις 1 + 1 δια-
στάσεις

• Εφαμοργή σε μη γραμμικά μοντέλα Βιολογικής Εισβολής πληθυσμών.

• Εφαρμογή σε μοντέλα διάχυσης καρκινικών όγκων στον εγκέφαλο 2 + 1
διαστάσεων.
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