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1 Σκοπός
Στη Δράση 2.2 (Μέθοδοι Χαλάρωσης στις Διεπαφές - ΜΧΔ) κύριο σκοπό απο-

τελεί η δημιουργία και μελέτη νέων προχωρημένων μεθόδων χαλάρωσης στη
διεπαφή κατάλληλες για προβλήματα με σύνθετες ΜΔΕ και ιδιαίτερα κατάλλη-
λες για την αντιμετώπιση ασυνεχειών στους συντελεστές τους. Συγκεκριμένα,
η δράση το 2013 υλοποιεί τους εξής επιμέρους στόχους: (i) περαιτέρω επισκό-
πηση μεθόδων για επίλυση προβλημάτων πολλαπλών φυσικών και χωρίων, (ii)
επισκόπηση υπαρχόντων μεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή για ελλειπτικά και
παραβολικά προβλήματα. (iii) έναρξη των υλοποιήσεων των μεθόδων που θα
χρησιμοποιηθούν στην πορεία του έργου.

Το υπόλοιπο της παρούσης Τεχνικής Έκθεσης είναι οργανωμένο ως εξής. Στην
παράγραφο 2 παρουσιάζουμε τα βασικά στοιχεία της μεθοδολογίας που ακο-
λουθήσαμε και στην παράγραφο 3 τα σημαντικότερα αποτελέσματα.

2 Μεθοδολογία

2.1 Μεθόδων επίλυσης προβλημάτων πολλαπλών φυσικών
και χωρίων

Ανακεφαλαιώνοντας τη μέχρι τώρα πορεία του έργου αναφέρουμε ότι τα προ-
βλήματα πολλαπλών φυσικών και χωρίων ορίζονται μέσα από αλγεβρικές μορ-
φές, πριν διακριτοποιηθούν για να επιλυθούν με οποιαδήποτε κατάλληλη μέ-
θοδο. Οι δύο πιο συνήθεις [1] αλγεβρικές μορφές είναι: (i) το συζευγμένο πρό-
βλημα ισορροπίας (coupled equilibrium problem - (1))

F (u) ≡
(

F1(u1, u2)
F2(u1, u2)

)
= 0, (1)

και (ii) to συζευγμένο πρόβλημα εξέλιξης (coupled evolution problem - (2))

∂tu1 = f1(u1, u2)
∂tu2 = f2(u1, u2)

. (2)

Θέτοντας J = ∂(F1,F2)
∂(u1,u2)

και u = (u1, u2)
T , οι αλγόριθμοι αντιμετώπισης προ-

βλημάτων ισορροπίας (1) μπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε 3 ομάδες όπως
αυτές καταγράφονται στον Πίνακα 1. Συγκεκριμένα υπάρχουν οι μεθοδολογίες
Jacobi, Gauss-Seidel και Newton. Υποθέτοντας ότι το αρχικό πρόβλημα αποτε-
λείται από δύο επιμέρους προβλήματα τότε οι αλγόριθμοι σημειώνονται ως εξής:
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Jacobi Gauss-Seidel Newton
Ορισμός αρχικής τιμής (u0

1, u
0
2)

Για k=1,2,... (εως ότου παρατηρηθεί σύγκλιση)
Υπολόγισε τις (uk+1

1 , uk+1
2 ) Υπολόγισε τις (uk+1

1 , uk+1
2 ) Υπολόγισε το δu

F1(u
k+1
1 , uk

2) = 0 F1(u
k+1
1 , uk

2) = 0 J(uk)δu = −F (uk)

F2(u
k
1 , u

k+1
2 ) = 0 F2(u

k+1
1 , uk+1

2 ) = 0 Υπολόγισε uk+1 = uk + δu
Τέλος βήματος επαναληπτικής διαδικασίας

Πίνακας 1: Κατηγορίες αλγορίθμων για προβλήματα ισορροπίας.

Παρατηρούμε ότι στην αριστερή κλάση των αλγορίθμων η εκτέλεση ακολου-
θεί την μεθοδολογία Jacobi για την επίλυση συστήματος γραμμικών εξισώσεων.
Για παράδειγμα στην k επανάληψη, η νέα λύση στο πρώτο χωρίο uk+1

1 υπολο-
γίζεται με βάση την προηγούμενη λύση από το γειτονικό χωρίο uk

2, ενώ η νέα
λύση στο δεύτερο χωρίο uk+1

2 υπολογίζεται με βάση την προηγούμενη λύση από
το πρώτο χωρίο uk

1. Η διαδικασία αυτή μπορεί να επεκταθεί για περισσότερα
από δύο υποχωρία, όπου κάθε φορά η νέα λύση uk+1

i στο i χωρίο υπολογίζεται
χρησιμοποιώντας πληροφορία από τη λύση όλων των γειτονικών χωρίων στην
προηγούμενη επανάληψη k. Το συγκεκριμένο σχήμα είναι πλήρως παραλληλί-
σιμο, αφού χρησιμοποιώντας τις λύσεις των επιμέρους προβλημάτων από την
προηγούμενη επανάληψη, μπορούμε να υπολογίσουμε τις νέες λύσεις σε όλα
τα χωρία ταυτόχρονα.
Οι μέθοδοι τύπου Gauss-Seidel, ακολουθούν το πρότυπο της αντίστοιχης με-
θόδου για την επίλυση συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Υποθέτοντας ότι
έχουμε n επιμέρους συζευγμένα προβλήματα, η νέα λύση uk+1

i στο i χωρίο υπο-
λογίζεται λαμβάνοντας υπόψιν όλες τις uk+1

1 , uk+1
2 , . . . , uk+1

i−1 από την τρέχουσα
επανάληψη και τις uk

i+1, . . . , u
k
n από την προηγούμενη επανάληψη. Η συγκεκρι-

μένη μεθοδολογία δεν έχει χαρακτηριστικά παραλληλισμού, ωστόσο λόγω της
άμεσης χρήσης των διορθωμένων τιμών των γειτόνων συγκλίνει ταχύτερα της
Jacobi.
Τέλος, οι αλγόριθμοι τύπου Newton, θεωρούνται αυστηρά συζευγμένα σχήματα
καθώς εμπλέκουν τις ∂Fi,

∂uj
στον Ιακωβιανό πίνακα του συστήματος και χρησιμο-

ποιούνται τόσο σε προβλήματα ισορροπίας όσο και σε προβλήματα εξέλιξης.

Ορισμός αρχικής συνθήκης (u1(t0), u2(t0))
Για n = 1, . . . , Nt

Προχωρούμε ένα βήμα στο χρόνο για την u1 λύνοντας την ∂tu1 = f1(u1, u2(tn−1))
στο n χρονικό σημείο (δηλ., u1(tn))

Προχωρούμε ένα βήμα στο χρόνο για την u2 λύνοντας την ∂tu2 = f2(u1(tn), u2)
στο n χρονικό σημείο (δηλ., u2(tn))

Τέλος βήματος επαναληπτικής διαδικασίας

Πίνακας 2: Αλγόριθμοι για προβλήματα εξέλιξης.
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Για τα προβλήματα εξέλιξης σε πολλαπλά χωρία και φυσικά μοντέλα, θεω-
ρούμε σχήματα όπως αυτό του Πίνακα 2. Η μεθοδολογία αυτή είναι η απλού-
στερη δυνατή για την επίλυση παραβολικών προβλημάτων πολλαπλών χωρίων
και πολλαπλών φυσικών μοντέλων. Κάθε επιμέρους πρόβλημα μπορεί να αντι-
μετωπιστεί με άμεσα ή έμμεσα σχήματα για τη διακριτοποίησηωςπρος το χρόνο.
Σε κάθε βήμα στο χρόνο χρησιμοποιούμε εμφωλευμένη επαναληπτική διαδικα-
σία για βελτίωση της λύσης στο steady πρόβλημα της συγκεκριμένης χρονικής
στιγμής.

Οι μέθοδοι διαχωρισμού του χωρίου [2]–[8] είναι μέθοδοι που χρησιμοποιή-
θηκαν αρχικά για να αντιμετωπίσουν τέτοιου είδους προβλήματα. Το κύριο χα-
ρακτηριστικό τους είναι ότι διακριτοποιείται το αρχικό σύνθετο πρόβλημα (ακόμη
και αν είναι ήδη χωρισμένο από τη φυσική του) και στη συνέχεια κόβεται σε επι-
μέρους προβλήματα σε επίπεδο γραμμικής άλγεβρας. Πλήθος μεθόδων, κυρίως
επαναληπτικές χρησιμοποιούνται για να επιλύσουν τα επιμέρους γραμμικά συ-
στήματα που προκύπτουν τα οποία είναι ισχυρά συζευγμένα.

Οι Μέθοδοι Χαλάρωσης στη Διεπαφή (ΜΧΔ) [9] αποτελούν μια εναλλακτική
μεθοδολογία για την αντιμετώπιση σύνθετων προβλημάτων και περιγράφονται
στην παράγραφο 2.2

2.2 Μέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή για ελλειπτικά και πα-
ραβολικά προβλήματα

Οι ΜΧΔ μελετούν σύνθετα προβλήματα ΜΔΕ πολλαπλών μοντέλων φυσικής
και πολλαπλών χωρίων με κύριο χαρακτηριστικό τα επιμέρους προβλήματα να
ορίζονται σε ένα απλό χωρίο στο οποίο εφαρμόζεται μια ΜΔΕ. Επίσης, μελετούν
το σύνθετο πρόβλημα, ερμηνεύοντας τη φυσική του προκειμένου να κατανοή-
σουμε και να αξιοποιήσουμε όλες τις ιδιότητές του. Το επιμέρους προβλήματα
που προκύπτουν, προέρχονται από τεμαχισμό είτε με βάση τη φυσική του αρχι-
κού προβλήματος είτε με βάση θέματα παραλληλισμού. Αυτά τα μικρά προβλή-
ματα μελετώνται ανεξάρτητα και επιλύονται με τις κατάλληλες μεθόδους (FEM,
FD, κλπ.). Ωστόσο, υπάρχει σύζευξη μεταξύ των υποπροβλημάτων [10]–[12]
στα κοινά σύνορα, που ονομάζονται διεπαφές (interfaces), έτσι ώστε να ικανο-
ποιούνται συνθήκες και ιδιότητες του αρχικού προβλήματος (π.χ., συνέχεια και
ομαλότητα της λύσης του αρχικού σύνθετου προβλήματος, ή ασυνέχεια στην
παράγωγο της λύσης στο αρχικό πρόβλημα κλπ.).
Αρχικές συνθήκες ορίζονται πάνω στις διεπαφές και μεταφέρονται κατάλληλα
ως συνοριακές συνθήκες στα επιμέρους προβλήματα. Αυτά επιλύονται ταυτό-
χρονα και οι προσεγγίσεις που προκύπτουν συνδυάζονται κατάλληλα μέσω κά-
ποιας ΜΧΔ χρησιμοποιώντας την τιμή της λύσης ή/και της παραγώγου της πάνω
στις διεπαφές για να παραχθούν καλύτερες προσεγγίσεις (πάνω στις διεπα-
φές). Κατά την ανάλυση των ΜΧΔ, μελετώνται θέματα μαθηματικής ανάλυσης,
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υπολογιστικής πολυπλοκότητας και θέματα υλοποίησης που έχουν να κάνουν
με λογισμικό ή/και υλικό [1]. Η μαθηματική ανάλυση επιτυγχάνεται κυρίως σε
απλά μοντέλα φυσικής καθώς δεν είναι εφικτό να αναλυθούν σε βάθος πραγ-
ματικά προβλήματα. Η χρήση υπάρχοντος λογισμικού είναι μεγάλης σημασίας
στην υλοποίηση των ΜΧΔ. Υπάρχει πληθώρα πακέτων λογισμικού που υλο-
ποιούν μεθόδους επίλυσης απλών προβλημάτων αλλά πρέπει να συνδυαστούν
και υποστηριχθούν κατάλληλα σε επίπεδο λογισμικού αλλά και υλικού, για να
επιλύσουμε σύνθετα προβλήματα

Η διαδικασία των ΜΧΔ είναι επαναληπτική [11] και περιγράφεται ως:

1. Ορισμός αρχικών τιμών της συνάρτησης (ή και των παραγώγων) σε όλες τις
διεπαφές όλων των υποχωρίων για να χρησιμοποιηθούν σαν συνοριακές
συνθήκες.

2. Επίλυση του κάθε απλού προβλήματος ΜΔΕ, ταυτόχρονα σε όλα τα υπο-
χωρία με τις κατάλληλες συνοριακές συνθήκες.

3. Σύγκριση των νέων τιμών (με τις προηγούμενες) πάνω στις διεπαφές. Υπο-
λογισμός νέων βελτιωμένων τιμών χρησιμοποιώντας κατάλληλη ΜΧΔ.

4. Επιστροφή στο Βήμα 2, μέχρι να επιτευχθεί σύγκλιση.

Η διαδικασία χαλάρωσης στη διεπαφή ποικίλει από απλό μέσο όρο τιμών της
συνάρτησης από τα δυο υποχωρία που έχουν κοινό σύνορο τη διεπαφή, μέχρι
την εφαρμογή πολύπλοκων τελεστών υψηλής τάξης ακρίβειας με κύριο σκοπό
η λύση στο σύνθετο πρόβλημα να ικανοποιεί όλες τις απαραίτητες συνθήκες. Το
παραπάνω επαναληπτικό σχήμα, ορίζεται σε επίπεδο φυσικής των προβλημά-
των, επομένως η ανάλυση των μεθόδων απαιτεί γνώσεις μαθηματικής ανάλυσης
και όχι αριθμητικής ανάλυσης [10], [12]. Τα κύρια πλεονεκτήματα της μεθόδου
συνοψίζονται στα εξής: i) παρέχει την ακριβή σύζευξη των διαφόρων μοντέλων
τόσο για τις ΜΔΕ όσο και για τις διεπαφές, ii) υποστηρίζει την επαναχρησιμο-
ποίηση του λογισμικού που επιλύουν απλά μοντέλα φυσικής, iii) εισαγάγει ένα
υψηλότερο επίπεδο παραλληλισμού στους υπολογισμούς, iv) ακολουθεί τη γε-
ωμετρική και φυσική μοντελοποίηση ενός σύνθετου προβλήματος ΜΔΕ.

Ακολουθεί η μεθοδολογία της χαλάρωσης στη διεπαφή, για προβλήματα που
προσομοιώνονται από δεύτερης τάξης ελλειπτικές ΜΔΕ. Τα επιμέρους προβλή-
ματα ΜΔΕ δηλώνονται ως

Liui = fi στο Ωi για i = 1, . . . , p, (3)

υποθέτοντας ότι τα Ωi δεν αλληλοεπικαλύπτονται. Επίσης οι συνθήκες στις διε-
παφές μπορούν να περιγραφούν μέσω έμμεσων σχημάτων/τύπων, όπως:

Gi,j

(
ui,

∂ui

∂ηi,j
;uj,

∂uj

∂ηj,i
; J1, J2

)
= 0 στο Γi,j ≡ Ωi

∩
Ωj, (4)
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όπου ηi,j το διάνυσμα με κατεύθυνση κάθετη στην διεπαφή Γi,j και J1, J2 οι ποσό-
τητες που δηλώνουν τις ασυνέχειες μέσωπηδήματος στην u ή/και την παράγωγό
της. Το Gi,j δηλώνει τον τελεστή που θα εφαρμοστεί στις u ή/και στις παραγώ-
γους τους πάνω στην διεπαφή. Επίσης, υποθέτουμε την ύπαρξη συνοριακών
συνθηκών στα σύνορα των χωρίων (που είναι υποσύνολα των συνόρων του
γενικού χωρίου) αλλά και την ύπαρξη λύσης του κάθε επιμέρους προβλήματος
ΜΔΕ.

Στις εργασίες [9]–[12] παρουσιάζονται κάποιες ΜΧΔ για ελλειπτικά προβλή-
ματα. Από αυτές τις μεθόδους μελετήσαμε τη GEO και τη ROB. Ενδεικτικά ανα-
φέρουμε ότι η GEO θέτει πάνω στην διεπαφή των χωρίων Ωi και Ωj την τύπου
Dirichlet συνθήκη :

UNew
i = UNew

j =
UOld
i + UOld

j

2
− ρij

(
ϑUOld

i

ϑη
–
ϑUOld

j

ϑη

)
H ROB πάνω στη διεπαφή που ορίζεται από τα χωρία Ωi και Ωj θέτει τις μεικτές
συνθήκες

ϑUNew
i

ϑη
+ λij ∗ UNew

i =
ϑUOld

j

ϑη
+ λij ∗ UOld

j

3 Αποτελέσματα

3.1 Μέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή για σύνθετα προβλή-
ματαπολλαπλώνφυσικώνμοντέλων και πολλαπλών χω-
ρίων

Για να οργανώσουμε την συγκέντρωση των πειραματικών αποτελεσμάτων
μας καθορίσαμε σετ από προβλήματα ώστε να είναι εφικτή η επαλήθευση της
ορθότητας των υλοποιήσεων σε διαφορετικά υπολογιστικά περιβάλλοντα αλλά
και της ορθής εφαρμογής ων μεθόδων (GEO, ROB). Ορίσαμε λοιπόν το πα-
ρακάτω πρόβλημα ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων με 2 διαφορετικά χωρία
που εμφανίζονται στο Σχήμα 1.

Lu (x, y) ≡ −∇u (x, y) + γ2u (x, y) = f (x, y) , (x, y) ∈ Ω

u (x, y) = ub (x, y) , (x, y) ∈ ∂Ω

όπου f (x, y) and ub (x, y) τέτοια ώστε η λύση του προβλήματος να είναι η:

u (x, y) = ey(x+4)x(x− 1)(x− 0.7)y(y − 0.5) (5)

Οι διεπαφές για το ομοιόμορφα (ως προς τον άξονα των x) τεμαχισμένο χωρίο
βρίσκονται στις ευθείες x = x1 = 1

3
και x = x2 = 2

3
και για το μη ομοιόμορφα

τεμαχισμένο χωρίο στις x = x1 =
1
5
και x = x2 =

1
2
ενώ γ2 = 2.
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Σχήμα 1: Ομοιόμορφα (ως προς τον άξονα των x) τεμαχισμένο χωρίο (αριστερά)
και Μη Ομοιόμορφα τεμαχισμένο χωρίο (δεξιά)

Ομοιόμορφο πρόβλημα Μη-Ομοιόμορφο πρόβλημα
case h left middle right left middle right
c1 0.1 4x21 4x6 4x11 3x21 4x6 6x11
c2 0.05 8x41 8x11 8x21 5x41 7x11 11x21
c3 0.025 14x81 14x21 14x41 9x81 13x21 21x41
c4 0.0125 28x161 28x41 28x81 17x161 25x41 41x81
c5 0.00625 55x321 55x81 55x161 33x321 49x81 81x161
c6 0.003125 108x641 108x161 108x321 65x641 97x161 161x321
c7 0.0015625 214x1281 214x321 214x641 129x1281 193x321 321x641

Πίνακας 3: Περιπτώσεις που εξετάσθηκαν με διαφορετικά βήματα διακριτοποίη-
σης και μεγέθη πλέγματος των χωρίων για τα 3 χωρία των 2 προβλημάτων.

Επίσης, ορίσαμε μια σειρά από διακριτοποιήσεις των υποχωρίων (Πίνακας 3)
για τα δυο προβλήματα προκειμένου να ελέγξουμε την σύγκλιση των μεθόδων.

Η υλοποίηση έγινε σε Matlab για πρωτοτυποποίηση και επαλήθευση των
μεθόδων ΧΔ και πήραμε αποτελέσματα που επιβεβαίωναν την θεωρητική σύ-
γκλιση στη λύση του αρχικού προβλήματος. Ωστόσο, για πολλούς λόγους στα
επόμενα βήματα της Δράσης που θα αφορούν στην επαλήθευση των ΜΧΔ θα
μεταφέρουμε τις εργασίες μας στο FEniCS. Το βασικό μειονέκτημα του Matlab
είναι ότι χειρίζεται προβλήματα ΜΔΕ το πολύ 2 διαστάσεων, ενώ τα προβλή-
ματα από τις εφαρμογές του έργου (πρόβλημα Ιατρικής και πρόβλημα υφαλμύ-
ρισης) είναι προβλήματα τριών διαστάσεων. Επιπλέον η χρήση λογισμικού open
source στο έργο θεωρήθηκε μεγάλης σημασίας και όλες οι ομάδες αποφάσισαν
από κοινού στην χρήση του FEniCS για την αντιμετώπιση των προβλημάτων
ΜΔΕ.

4 Παραδοτέα
Τα παραδοτέα της Δράσης 2.2, σύμφωνα με το Τεχνικό Δελτίο του Έργου

είναι:
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KEO 1 KEO 2 KEO 3
Σχεδιασμός ΜΧΔ στο FEniCS X X
Συνδυασμός ΜΧΔ και μεθόδων Collocation. X X

Πίνακας 4: Συνεργασίες των τριών ερευνητικών ομάδων στα πλαίσια της Δράσης
2.2.

Τεχνική Έκθεση περιγραφής αποτελεσμάτων: το παρόν κείμενο.

Επιστημονικά άρθραΠροετοιμασία επιστημονικών άρθρωνπου αφορούν στην
επισκόπηση μεθόδων για MDMP προβλήματα.

Πρότυπο λογισμικό για την επαλήθευση της ορθότητας των μεθόδων: Σχε-
διάστηκε και υλοποιήθηκε λογισμικό σε MATLAB το οποίο χρησιμοποιήθηκε για
τα πρώτα αποτελέσματα επαλήθευσης των αλγορίθμων των ΜΧΔ.

5 Συνεργασίες
Στα πλαίσια αυτής της Δράσης, συνεργάστηκαν μέλη από όλες τις ερευνητι-

κές ομάδες με κύρια ομάδα δράσης την ΚΕΟ 2 (Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας).
Η ομάδα ΚΕΟ 2 συνεργάστηκε με την ομάδα ΚΕΟ 3 (Πανεπιστήμιο Πατρών)
για μελέτη των ΜΧΔ και σχεδιασμό των αλγορίθμων τους προκειμένου να υλο-
ποιηθούν μέσα στο FEniCS. Η ομάδα ΚΕΟ 2 συνεργάστηκε με την ομάδα ΚΕΟ
1 (Πολυτεχνείο Κρητης) για μελέτη των ΜΧΔ προκειμένου να συνδυαστούν με
μεθόδους Collocation.

6 Μελλοντικές Δράσεις
Κατά τη διάρκεια του 2013 καθορίσαμε το προγραμματιστικό περιβάλλον

(FEniCS) που θα χρησιμοποιήσουμε στο έργο για την υλοποίηση των μαθημα-
τικών μεθόδων. Καθορίσαμε σετ πειραμάτων για τη Δράση 2.2 και στα επόμενα
βήματα μας θα υλοποιήσουμε μέσα στο FEniCS μεθόδους χαλάρωσης στις διε-
παφές (ROΒ και GEO) σε ελλειπτικά και παραβολικά προβλήματα και θα συγκε-
ντρώσουμε πειραματικά αποτελέσματα προκειμένου να υπάρξουν επιστημονι-
κές δημοσιεύσεις.
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