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1 Σκοπός
Το παρόν έργο θα ασχοληθεί με τη προσομοίωση πολύπλοκων φαινομένων

που περιγράφονται από σύνθετα προβλήματα μερικών διαφορικών εξισώσεων
με πολλαπλά χωρία και πολλαπλά μοντέλα φυσικής (multidomain multiphysics
problems - MDMP) και με την επίλυσή τους σε περιβάλλοντα με σύγχρονες αρχι-
τεκτονικές. Η Δράση 2.2 (Μέθοδοι Χαλάρωσης στις Διεπαφές - ΜΧΔ) ξεκινά την
υλοποίησή της με μια επισκόπηση των μεθόδων που χρησιμοποιούνται για την
προσομοίωση τέτοιων προβλημάτων. Μελετώντας τη σχέση ανάμεσα στα χα-
ρακτηριστικά των προβλημάτων και στις μεθοδολογίες που χρησιμοποιούνται
στην προσομοίωση τους, θα μπορέσουμε να επιλέξουμε τις πλέον κατάλληλες
μεθόδους για τις εφαρμογές του MATENVMED, τα προβλήματα από την Ιατρική
και την Περιβαλλοντική Μηχανική.

Το υπόλοιπο της παρούσης Ετήσιας Τεχνικής Έκθεσης είναι οργανωμένο ως
εξής. Στην παράγραφο 2 παρουσιάζουμε τα βασικά στοιχεία της μεθοδολογίας
που ακολουθήσαμε.

2 Μεθοδολογία

2.1 Μεθόδων επίλυσης προβλημάτων πολλαπλών φυσικών
και χωρίων

Η προσομοίωση φαινομένων που περιγράφονται με πολλαπλά φυσικά μο-
ντέλα σε πολλαπλά χωρία, είναι μια ερευνητική περιοχή η οποία ελκύει το εν-
διαφέρον των επιστημόνων από πολλές και διαφορετικές περιοχές τόσο στο
παρελθόν [1] αλλά και σήμερα [2]. Η υπολογιστική ισχύς αυξάνεται και προσφέ-
ρεται σε όλα τα επίπεδα του υλικού του υπολογιστή, από πολυ-επεξεργαστές
υψηλών επιδόσεων (high speed multi-processors) και συστοιχίες υπολογιστών
(clusters) έως πολυπύρηνες κάρτες γραφικών (multi-core GPUs). Το γεγονός
αυτό κάνει δυνατή την ακριβή προσομοίωση πραγματικών φαινομένων σε απο-
δεκτούς χρόνους εκτέλεσης, Επίσης η πληθώρα υπολογιστικών περιβαλλόντων
[3]–[8] επιτρέπει την καλύτερη δυνατή αξιοποίηση των διαθέσιμων δυνατοτήτων
του υλικού (hardware) και του λογισμικού (software). Αυτό μας φέρνει ένα βήμα
πιο κοντά στην προσομοίωση προβλημάτων του πραγματικού κόσμου με απο-
τελεσματικότητα και ακρίβεια.

Ένα πρόβλημα πολλαπλών φυσικών μοντέλων και πολλαπλών χωρίων είναι
πρόβλημα που αποτελείται από πολλαπλά επιμέρους προβλήματα, τα οποία συ-
νήθως διέπονται από διαφορετικούς νόμους και αρχές. Για παράδειγμα νόμους
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διατήρησης ή καταστατικούς νόμους και αρχές ισορροπίας ή εξέλιξης. Οι συνι-
στώσες ενός τέτοιου προβλήματος πολλαπλών φυσικών/χωρίων, συχνά ονομά-
ζονται υποπροβλήματα ή επιμέρους προβλήματα του αρχικού-συνολικού προ-
βλήματος, και συνδέονται μεταξύ τους μέσα από συστήματα Μερικών Διαφο-
ρικών Εξισώσεων (ΜΔΕ) σε κοινά ή/και επικαλυπτόμενα χωρία ή μέσω συνο-
ριακών συνθηκών πάνω στις διεπαφές (κοινά σύνορα) μεταξύ των γειτονικών
επιμέρους χωρίων/πεδίων.
Στην πρώτη κατηγορία θα μπορούσαμε να εντοπίσουμε προβλήματα που αφο-
ρούν την ηλεκτρική ενέργεια και το μαγνητισμό με υδροδυναμική, ενώ η δεύτερη
κατηγορία περιλαμβάνει multiphysics προβλήματα όπως fluid-structure dynamics
(aeroelasticity) ή δυναμική των ωκεανών-ατμόσφαιρας (γεωφυσική) [2] κλπ.
Όλα τα προβλήματα πολλαπλών φυσικών και χωρίων ορίζονται μέσα από αλγε-
βρικές μορφές, πριν διακριτοποιηθούν για να επιλυθούν με οποιαδήποτε κατάλ-
ληλη μέθοδο. Οι δύο πιο συνήθεις [2] αλγεβρικές μορφές είναι: (i) το συζευγμένο
πρόβλημα ισορροπίας (coupled equilibrium problem - (1))

F (u) ≡
(

F1(u1, u2)
F2(u1, u2)

)
= 0, (1)

και (ii) τo συζευγμένο πρόβλημα εξέλιξης (coupled evolution problem - (2))

∂tu1 = f1(u1, u2)
∂tu2 = f2(u1, u2)

. (2)

Θέτοντας J = ∂(F1,F2)
∂(u1,u2)

και u = (u1, u2)
T , οι αλγόριθμοι αντιμετώπισης προ-

βλημάτων ισορροπίας (1) μπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε 3 ομάδες όπως
αυτές καταγράφονται στον Πίνακα 1. Συγκεκριμένα υπάρχουν οι μεθοδολογίες
Jacobi, Gauss-Seidel και Newton. Υποθέτοντας ότι το αρχικό πρόβλημα αποτε-
λείται από δύο επιμέρους προβλήματα τότε οι αλγόριθμοι σημειώνονται ως εξής:

Jacobi Gauss-Seidel Newton
Ορισμός αρχικής τιμής (u0

1, u
0
2)

Για k=1,2,... (έως ότου παρατηρηθεί σύγκλιση)
Υπολόγισε τις (uk+1

1 , uk+1
2 ) Υπολόγισε τις (uk+1

1 , uk+1
2 ) Υπολόγισε το δu

F1(u
k+1
1 , uk

2) = 0 F1(u
k+1
1 , uk

2) = 0 J(uk)δu = −F (uk)

F2(u
k
1 , u

k+1
2 ) = 0 F2(u

k+1
1 , uk+1

2 ) = 0 Υπολόγισε uk+1 = uk + δu
Τέλος βήματος επαναληπτικής διαδικασίας

Πίνακας 1: Κατηγορίες αλγορίθμων για προβλήματα ισορροπίας.

Παρατηρούμε ότι στην αριστερή κλάση των αλγορίθμων η εκτέλεση ακολου-
θεί την μεθοδολογία Jacobi για την επίλυση συστήματος γραμμικών εξισώσεων.
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Για παράδειγμα στην k επανάληψη, η νέα λύση στο πρώτο χωρίο uk+1
1 υπολο-

γίζεται με βάση την προηγούμενη λύση από το γειτονικό χωρίο uk
2, ενώ η νέα

λύση στο δεύτερο χωρίο uk+1
2 υπολογίζεται με βάση την προηγούμενη λύση από

το πρώτο χωρίο uk
1. Η διαδικασία αυτή μπορεί να επεκταθεί για περισσότερα

από δύο υποχωρία, όπου κάθε φορά η νέα λύση uk+1
i στο i χωρίο υπολογίζεται

χρησιμοποιώντας πληροφορία από τη λύση όλων των γειτονικών χωρίων στην
προηγούμενη επανάληψη k. Το συγκεκριμένο σχήμα είναι πλήρως παραλληλί-
σιμο, αφού χρησιμοποιώντας τις λύσεις των επιμέρους προβλημάτων από την
προηγούμενη επανάληψη, μπορούμε να υπολογίσουμε τις νέες λύσεις σε όλα
τα χωρία ταυτόχρονα.
Οι μέθοδοι τύπου Gauss-Seidel, ακολουθούν το πρότυπο της αντίστοιχης με-
θόδου για την επίλυση συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Υποθέτοντας ότι
έχουμε n επιμέρους συζευγμένα προβλήματα, η νέα λύση uk+1

i στο i χωρίο υπο-
λογίζεται λαμβάνοντας υπόψιν όλες τις uk+1

1 , uk+1
2 , . . . , uk+1

i−1 από την τρέχουσα
επανάληψη και τις uk

i+1, . . . , u
k
n από την προηγούμενη επανάληψη. Η συγκεκρι-

μένη μεθοδολογία δεν έχει χαρακτηριστικά παραλληλισμού, ωστόσο λόγω της
άμεσης χρήσης των διορθωμένων τιμών των γειτόνων συγκλίνει ταχύτερα της
Jacobi.
Τέλος, οι αλγόριθμοι τύπου Newton, θεωρούνται αυστηρά συζευγμένα σχήματα
καθώς εμπλέκουν τις ∂Fi,

∂uj
στον Ιακωβιανό πίνακα του συστήματος και χρησιμο-

ποιούνται τόσο σε προβλήματα ισορροπίας όσο και σε προβλήματα εξέλιξης.

Ορισμός αρχικής συνθήκης (u1(t0), u2(t0))
Για n = 1, . . . , Nt

Προχωρούμε ένα βήμα στο χρόνο για την u1 λύνοντας την ∂tu1 = f1(u1, u2(tn−1))
στο n χρονικό σημείο (δηλ., u1(tn))

Προχωρούμε ένα βήμα στο χρόνο για την u2 λύνοντας την ∂tu2 = f2(u1(tn), u2)
στο n χρονικό σημείο (δηλ., u2(tn))

Τέλος βήματος επαναληπτικής διαδικασίας

Πίνακας 2: Αλγόριθμοι για προβλήματα εξέλιξης.

Για τα προβλήματα εξέλιξης σε πολλαπλά χωρία και φυσικά μοντέλα, θεω-
ρούμε σχήματα όπως αυτό του Πίνακα 2. Η μεθοδολογία αυτή είναι η απλού-
στερη δυνατή για την επίλυση παραβολικών προβλημάτων πολλαπλών χωρίων
και πολλαπλών φυσικών μοντέλων. Κάθε επιμέρους πρόβλημα μπορεί να αντι-
μετωπιστεί με άμεσα ή έμμεσα σχήματα για τη διακριτοποίησηωςπρος το χρόνο.
Σε κάθε βήμα στο χρόνο χρησιμοποιούμε εμφωλευμένη επαναληπτική διαδικα-
σία για βελτίωση της λύσης στο steady πρόβλημα της συγκεκριμένης χρονικής
στιγμής.

Οι μέθοδοι διαχωρισμού του χωρίου [9]–[15] είναι μέθοδοι που χρησιμοποι-
ήθηκαν αρχικά για να αντιμετωπίσουν τέτοιου είδους προβλήματα. Το κύριο χα-
ρακτηριστικό τους είναι ότι διακριτοποιείται το αρχικό σύνθετο πρόβλημα (ακόμη
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και αν είναι ήδη χωρισμένο από τη φυσική του) και στη συνέχεια κόβεται σε επι-
μέρους προβλήματα σε επίπεδο γραμμικής άλγεβρας. Πλήθος μεθόδων, κυρίως
επαναληπτικές χρησιμοποιούνται για να επιλύσουν τα επιμέρους γραμμικά συ-
στήματα που προκύπτουν τα οποία είναι ισχυρά συζευγμένα.

Οι Μέθοδοι Χαλάρωσης στη Διεπαφή (ΜΧΔ) [16] αποτελούν μια εναλλακτική
μεθοδολογία για την αντιμετώπιση σύνθετων προβλημάτων. Ακολουθούν τη φυ-
σική του προβλήματος προκειμένου να χωρίσουν το σύνθετο πρόβλημα σε επι-
μέρους προβλήματα απλούστερης γεωμετρίας και φυσικών μοντέλων. Τα υπο-
προβλήματα αυτά είναι συζευγμένα με κατάλληλες συνθήκες (που επιβάλλει το
αρχικό πρόβλημα) πάνω στα κοινά σύνορα των υποχωρίων τους, που ονομά-
ζονται διεπαφές. Παραδείγματα τέτοιων συνθηκών είναι η συνέχεια ή/και η ομα-
λότητα της λύσης του αρχικού προβλήματος.

3 Παραδοτέα
Τα παραδοτέα της Δράσης 2.2, για το 2012, σύμφωνα με το Τεχνικό Δελτίο

του Έργου είναι:
Ετήσια Τεχνική Έκθεση περιγραφής αποτελεσμάτων: το παρόν κείμενο.

4 Συνεργασίες
Στα πλαίσια της Δράσης 2.2, συνεργάστηκαν μέλη από όλες τις ερευνητικές

ομάδες με κύρια ομάδα δράσης την ΚΕΟ 2 (Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας).
Η συνεργασία είχε σκοπό την κατανόηση των ιδιοτήτων των προβλημάτων πολ-
λαπλών χωρίων και πολλαπλών φυσικών μοντέλων (MDMP). Μελέτη προβλη-
μάτων από την Ιατρική και τη περιβαλλοντική μηχανική προκειμένου να βρεθούν
κατάλληλες μαθηματικές μέθοδοι για προσομοίωσής τους.

KEO 1 KEO 2 KEO 3
Μελέτη ιδιοτήτων προβλημάτων MDMP Χ X X
Μελέτη προβλημάτων Ιατρικής X X
Μελέτη προβλημάτων Περιβαλλοντικής Φυσικής X X

Πίνακας 3: Συνεργασίες των τριών ερευνητικών ομάδων στα πλαίσια της Δράσης
2.2.
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5 Μελλοντικές Δράσεις
Κατά τη διάρκεια του 2012 πραγματοποιήσαμε μια επισκόπηση των μεθοδο-

λογιών προσομοίωσης MDMP προβλημάτων. Επίσης μελετήσαμε τα χαρακτη-
ριστικά των εφαρμογών του έργου προκειμένου να βρεθούν κατάλληλες μέθοδοι
για την αντιμετώπιση τους. Ξεκινήσαμε να μελετάμε τις ΜΧΔ και σε αυτές θα επι-
κεντρωθούμε στη Δράση 2.2 στα επόμενα βήματα για να αντιμετωπίσουμε απλά
προβλήματα MDMP αλλά και πιο πολύπλοκα που προκύπτουν από τις εφαρμο-
γές του έργου. Συγκεκριμένα, θα μελετήσουμε περαιτέρω μεθοδολογίες για τη
λύση ελλειπτικών και παραβολικών κατάλληλες για τα προβλήματα της Ιατρικής
και της Περιβαλλοντικής Φυσικής.
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