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1 Σκοπός
Σκοπό της παρούσας δράσης αποτελεί η επικύρωση των μαθηματικών μεθό-

δων και του λογισμικού που αναπτύχθηκαν στα πλαίσια των δράσεων του έργου
σε προβλήματα Ιατρικής με ιδιαίτερη έμφαση στο πρόβλημα της εξέλιξης καρκι-
νικών όγκων εγκεφάλου και, γενικότερα, της βιολογικής εισβολής πληθυσμών.

Στα πλαίσια αυτά, κατά τη διάρκεια του έργου, τα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα
της δράσης αναφέρονται:

• Στον συνδυασμό αριθμητικών σχημάτων χρονικής διακριτοποίησηςRunge-
Kutta και της ασυνεχούς μεθόδου dDHC (βλ. Τελική Τεχνική Έκθεση 2015
Δράσης 2.1) για την επίλυση σε σειριακά και ετερογενή (CPU/GPU) πα-
ράλληλα υπολογιστικά περιβάλλοντα:

– Γραμμικών και μη-γραμμικών μοντέλων εξέλιξης καρκινικών όγκων
εγκεφάλου στις 1+1 και 2+1 διαστάσεις (τύπου stripes) τα οποία δύνα-
νται να ενσωματώνουν και πρωτόκολλα ραδιοθεραπείας και χημειο-
θεραπείας.

– Μη-γραμμικών μοντέλων βιολογικής εισβολής πληθυσμών που περι-
γράφονται από τις γενικευμένες ΜΔΕ του Fisher και των Kolmogorov-
Petrovskii-Piskunov.

• Στην επικύρωση της μεθόδου μετασχηματισμού Φωκά (βλ. Τελική Τεχνική
Έκθεση 2015 Δράσης 2.4) μέσω της μελέτης γραμμικών μοντέλων εξέλιξης
καρκινικών όγκων εγκεφάλου στις 1+1 διαστάσεις τα οποία δύνανται να
ενσωματώνουν και πρωτόκολλα ραδιοθεραπείας και χημειοθεραπείας.

• Στην μελέτη γραμμικών μοντέλων εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου
σε πραγματικά εγκεφαλικά πεδία που περιγράφονται από MRI εγκεφά-
λου μέσω της πλατφόρμας λογισμικού FEniCS (βλ. Τελική Τεχνική Έκθεση
2015 Δράσης 4.1).

1.1 Σχήματα Χρονικής Διακριτοποίησης Runge-Kutta
Για την ευσταθή και υψηλής ακρίβειας επίλυση των συστημάτων Συνήθων

Διαφορικών Εξισώσεων (ΣΔΕ), τα οποία προέρχονται από την εφαρμογή της
ασυνεχούς dDHC μεθόδου σε γενικά γραμμικά και μη-γραμμικά προβλήματα
πολλαπλώνπεδίων που χρησιμοποιούνται για την περιγραφή των ιατρικών εφαρ-
μογών ενδιαφέροντος, θεωρήσαμε σχήματα χρονικής διακριτοποίησης Runge-
Kutta τύπου DIRK, SSP και IMEX με σκοπό την μελέτη της συμπεριφοράς τους
και της υπολογιστικής αποτελεσματικότητας τους όσον αφορά την παρουσία ή
μη μη-γραμμικών όρων και ασυνεχών συντελεστών.
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1.2 Μοντέλα Βιολογικής Εισβολής Πληθυσμών και Διάχυσης
Καρκινικών Όγκων στον Εγκέφαλο

Με σκοπό τη μελέτη συμπεριφοράς των μαθηματικών μεθόδων όσο αφορά
την παρουσία μη-γραμμικών όρων καθώς και χωρικών ή/και χρονικών ασυνε-
χειών θεωρήσαμε και περιγράφουμε γραμμικά και μη γραμμικά μοντέλα ΜΔΕ τα
οποία προσομοιώνουν την μετακίνηση/εισβολή πληθυσμών σε ομοιογενή και
ανομοιογενή περιβάλλοντα, καθώς και μοντέλα διάχυσης καρκινικού όγκου σε
αναμοιογενή εγκεφαλικό ιστό τα οποία προσομοιώνουν κατάλληλα πρωτόκολλα
ραδιοθεραπείας και χημειοθεραπείας που μπορεί να δεχτεί ένας ασθενής.

1.3 Εξέλιξη Καρκινικών Όγκων Εγκεφάλου με χρήση Απει-
κονίσεων MRI και Πλατφόρμας FeniCS

Αντικείμενο της ερευνητικής αυτής δραστηριότητας είναι η χρήση της πλατ-
φόρμας FeniCS, η οποία επελέγη στην Δράση 4.1 ως το Περιβάλλον Επίλυσης
Προβλημάτων (ΠΕΠ) του έργου, για την μελέτη μοντέλων εξέλιξης καρκινικών
όγκων εγκεφάλου σε ανομοιογενή εγκεφαλικό ιστό, ο οποίος περιγράφεται από
απεικονίσεις MRI του εγκεφάλου. Στο πλαίσιο αυτό αναπτύξαμε αρχικά (βλ. Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση Δράσης 4.2 έτους 2014) τεχνικές αναγνώρισης, ψηφιοποί-
ησης και διακριτοποίησης περιοχών εγκεφαλικού ιστού με διαφορετικό συντελε-
στή διάχυσης, οι οποίες στη συνέχεια εισήχθησαν στην πλατφόρμα FeniCS και
μέσω της οποίας παρήχθησαν τα πρώτα αποτελέσματα αναφορικά με γραμμικά
μοντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων. Στους μελλοντικούς μας στόχους εντάσσε-
ται η μελέτη μη-γραμμικών εξελικτικών μοντέλων που ενσωματώνουν και πρω-
τόκολλα θεραπείας.

2 Μεθοδολογία

2.1 Σχήματα Χρονικής Διακριτοποίησης Runge-Kutta
Για να περιγράψουμε συστήματα ΣΔΕ τα οποία προκύπτουν από τη χωρική

διακριτοποίηση εξελικτικών προβλημάτων ΠΑΣΣ-ΠΠ με την ασυνεχή μέθοδο
dDHC (βλ. Τελική Τεχνική Έκθεση Δράσης 2.1), θεωρούμε ένα γενικευμένο σύ-
στημα ΣΔΕ στην μορφή:

ȧaa = L̃(aaa) + G̃(aaa) (1)

όπου L̃(·) και G̃(·) είναι διανυσματικοί τελεστές οι οποίοι περιγράφουν αντίστοιχα
τους γραμμικούς και τους μη γραμμικούς όρους του συστήματος. Τα χρονικά
σχήματα που μελετήσαμε ανήκουν στις γνωστές κατηγορίες μεθόδων Runge-
Kutta (RK) (βλ. για παράδειγμα [2, 3, 8, 16, 17, 19, 25, 26, 27, 28]):
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• Diagonally Implicit RK (DIRK) τρίτης τάξεως (λ = 1
2
±

√
3
2
)

• Strong Stability Preserving RK (SSPRK) τρίτης τάξεως, τριών και τεσσά-
ρων βημάτων,

• Implicit Explicit RK (IMEX RK) δευτέρας τάξεως (λ = 1−
√
2

2
)

οι οποίες περιγράφονται ως εξής:

DIRK(2,3)

aaa(1) = aaan + λ∆t
(
L̃(aaa(1)) + G̃(aaa(1))

)
aaa(2) = aaan + ∆t

[
(1− 2λ)

(
L̃(aaa(1)) + G̃(aaa(1))

)
+ λ

(
L̃(aaa(2)) + G̃(aaa(2))

)]
aaan+1 = aaan +

∆t

2

[(
L̃(aaa(1)) + G̃(aaa(1))

)
+
(
L̃(aaa(2)) + G̃(aaa(2))

)]

SSP(3,3)

aaa(1) = aaan +∆t
(
L̃(aaan) + G̃(aaan)

)
aaa(2) =

3

4
aaan +

1

4
aaa(1) +

1

4
∆t

(
L̃(aaa(1)) + G̃(aaa(1))

)
aaan+1 =

1

3
aaan +

2

3
aaa(2) +

2

3
∆t

(
L̃(aaa(2)) + G̃(aaa(2))

)

SSP(4,3)

aaa(1) = aaan +
1

2
∆t

(
L̃(aaan) + G̃(aaan)

)
aaa(2) = aaa(1) +

1

2
∆t

(
L̃(aaa(1)) + G̃(aaa(1))

)
aaa(3) =

2

3
aaan +

1

3
aaa(2) +

1

6
∆t

(
L̃(aaa(2)) + G̃(aaa(2))

)
aaan+1 = aaa(3) +

1

2
∆t

(
L̃(aaa(3)) + G̃(aaa(3))

)
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IMEX RK(3,3,2)

aaa(1) = aaan + λ∆tL̃(aaa(1))

aaa(2) = aaan +∆tG̃(aaa(1)) + ∆t(1− 2λ)L̃(aaa(1)) + λ∆tL̃(aaa(2))

aaa(3) = aaan +
∆t

4

[
G̃(aaa(1)) + G̃(aaa(2)

]
+∆t(

1

2
− λ)L̃(aaa(1)) + λ∆tL̃(aaa(3))

aaan+1 = aaan +
∆t

6

[
G̃(aaa(1)) + G̃(aaa(2)) + 4G̃(aaa(3))

]
+

∆t

6

[
L̃(aaa(1)) + L̃(aaa(2)) + 4L̃(aaa(3))

]

Σε σχέση με την απόδοση (υπολογιστική, ευστάθειας) των ανωτέρω σχημά-
των, όταν συνδυάζονται με την ασυνεχή dDHCΕ μέθοδο, πειραματική παρατή-
ρηση μας οδήγησε στα εξής συμπεράσματα:

• σχήματα DIRK είναι αποδοτικά για γραμμικά προβλήματα σε ομοιογενή
(συνεχείς συντελεστές) και ανομοιογενή (ασυνεχείς συντελεστές) πεδία

• σχήματα SSPRK είναι αποδοτικά για μη-γραμμικά προβλήματα σε ομοιο-
γενή (συνεχείς συντελεστές) πεδία

• σχήματα IMEX RK είναι αποδοτικά για μη-γραμμικά προβλήματα ανομοιο-
γενή (ασυνεχείς συντελεστές) πεδία.

Συνεπώς, σχήματα DIRK και IMEX χρησιμοποιήθηκαν αντίστοιχα σε γραμμικά
και μη-γραμμικά μοντέλα εξέλιξης καρκινικών κυττάρων σε ανομοιογενή εγκε-
φαλικό ιστό, ενώ σχήματα SSPRK χρησιμοποιήθηκαν σε γενικευμένα Fisher και
KPP μη-γραμμικά προβλήματα βιολογικής εισβολής/μετακίνησης πληθυσμών
σε ομοιογενή περιβάλλοντα.

2.2 Μοντέλα Βιολογικής Εισβολής και Διάχυσης Καρκινικών
Όγκων στον Εγκέφαλο

Οι γενικές και γραμμικές και μη-γραμμικές παραβολικές εξισώσεις πολλα-
πλών πεδίων, των οποίων την λύση μελετήσαμε στη Δράση 2, βρίσκουν εφαρ-
μογές σε πολλά και σημαντικά σύγχρονα προβλήματα όπως για παράδειγμα η
περιβαλλοντική μόλυνση, η ροή ρευστών και καυσαερίων κ.α. Εμείς για τις ανά-
γκες του έργου στο πλαίσιο της παρούσας δράσης μελετήσαμε μοντέλα προβλη-
μάτων τα οποία αναφέρονται στη Βιολογική Εισβολή Πληθυσμών (βλ. για παρά-
δειγμα [4, 5, 10, 14, 15, 18, 20, 22]) και στη Διάχυση Καρκινικών Όγκων στον
Εγκέφαλο (βλ. για παράδειγμα [1, 6, 7, 11, 13, 23, 24, 29, 30, 31, 32, 33, 34]).
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Η μαθηματική περιγραφή των προβλημάτων αυτών περιγράφεται εν συντομία
στις επόμενες παραγράφους.

2.2.1 Μοντέλα Βιολογικής Εισβολής Πληθυσμών

Τα κύρια μοντέλα βιολογικής εισβολής πληθυσμών σε ομοιογενές, κυρίως,
περιβάλλον που μελετήσαμε είναι οι γενικευμένες εξισώσεις Fisher (βλ. [15, 10])
και Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (βλ. [18]) οι οποίες περιγράφονται ως εξής:

• Γενικευμένη Εξίσωση Fisher

ut = [(λ0u+ λ1)ux]x + λ2u− λ3u
2 (2)

• Γενικευμένη Εξίσωση KPP

ut = [(λ0u+ λ1)ux]x +
M∑
k=1

λk+1u
k (3)

Επισημαίνουμε ότι και οι δύο εξισώσεις περιγράφουν μοντέλα σε ομοιογενές
περιβάλλον με πυκνοεξαρτώμενο συντελεστή διάχυσης.

2.2.2 Μοντέλα Διάχυσης Καρκινικών Όγκων στον Εγκέφαλο

Το πρόβλημα διάχυσης επιθετικών καρκινικών όγκων (γλοιώματα) στον εγκέ-
φαλο αποτελεί το κυρίαρχο πρόβλημα επικύρωσης μεθόδων. Στην κατεύθυνση
αυτή χρησιμοποιήσαμε τα γραμμικά και μη-γραμμικά μοντέλα της Swanson [30,
31, 32] εφοδιασμένα με πρωτόκολλα ραδιοθεραπείας και χημειοθεραπείας [23,
24] τα οποία, σε συνδυασμό με χειρουργική επέμβαση, θεωρούνται αναγκαία για
την αντιμετώπιση της νόσου. Οι βασικές εξισώσεις που περιγράφουν τα ανω-
τέρω μοντέλα έχουν την μορφή:

• Γραμμική Εξίσωση Όγκου χωρίς θεραπεία

∂c̄

∂t̄
= ∇ ·

(
D̄(x̄xx)∇c̄

)
+ ρc̄ (4)

• Μη Γραμμική Εξίσωση Όγκου χωρίς θεραπεία

∂c̄

∂t̄
= ∇ ·

(
D̄(x̄xx)∇c̄

)
+ ρc̄

(
1− c̄

c̄lim

)
(5)

• Γραμμική Εξίσωση Όγκου με θεραπεία

∂c̄

∂t̄
= ∇ ·

(
D̄(x̄xx)∇c̄

)
+ ρc̄− R̄(c̄, t̄)− Ḡ(c̄, t̄) (6)
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• Μη Γραμμική Εξίσωση Όγκου με θεραπεία

∂c̄

∂t̄
= ∇ ·

(
D̄(x̄xx)∇c̄

)
+ ρc̄

(
1− c̄

c̄lim

)
− R̄(c̄, t̄)− Ḡ(c̄, t̄) (7)

Στις επόμενες δύο παραγράφους παρουσιάζουμε τα φυσικά μεγέθη που χα-
ρακτηρίζουν τις ανωτέρω ΜΔΕ, την αδιάστατη μορφή τους καθώς και τεχνικές
επανέναρξης που χρησιμοποιήσαμε για την αντιμετώπιση των χρονικών ασυνε-
χειών που συνοδεύουν τα πρωτόκολλα θεραπείας.

2.2.3 Αδιάστατη μορφή και τεχνικές επανέναρξης

Για λόγους απλούστερης περιγραφής, ας θεωρήσουμε το γραμμικό πρόβλημα
στις 1+1 διαστάσεις που περιγράφεται από την ΜΔΕ (βλ. [31], [23],[24]):

∂c̄

∂t̄
=

∂

∂x̄

(
D̄

∂c̄

∂x̄

)
+ ρ̄ c̄− R̄(c̄, t̄)− Ḡ(c̄, t̄) , (8)

όπου c̄(x̄, t̄) συμβολίζει την συγκέντρωση/αριθμό των καρκινικών κυττάρων στη
θέση x̄ ∈ R την χρονική στιγμή t̄ , ρ̄ συμβολίζει τον ρυθμό αναπαραγωγής
(proliferation rate) των κυττάρων ( βλ. [11]), D̄ συμβολίζει το ρυθμό διάχυσης
των καρκινικών κυττάρων στον ιστό του εγκεφάλου, ενώ οι όροι R̄(c̄, t̄) και Ḡ(c̄, t̄)
περιγράφουν αντίστοιχα την επίδραση της ραδιοθεραπείας και της χημειοθερα-
πείας. Τα μεγέθη αυτά συνδέονται με τις εξής φυσικές μονάδες:

[x̄] = cm, [t̄] = day, [c̄] = cells · day−1

[D̄] = cm2 · day−1, [ρ̄] = day−1,

[R̄] = day−1, [Ḡ] = day−1

(9)

Η παραπάνω ΜΔΕ συνοδεύεται από μηδενικές συνοριακές συνθήκες τύπου
Neumann καθώς και από μία αρχική συνθήκη της μορφής c̄(x̄, 0) = f̄(x̄), όπου
f̄(x̄) συμβολίζει την αρχική χωρική κατανομή των καρκινικών κυττάρων.

Ο χαρακτηρισμός της ετερογένειας του εγκεφαλικού ιστού (φαιά και λευκή
ουσία) επιτυγχάνεται με τον ασυνεχή συντελεστή διάχυσης D̄ ο οποίος ορίζεται
[30, 31] ως:

D̄ ≡ D̄(x̄) =

 Dw, x̄ ανήκει στην λευκή ουσία (x̄ ∈ Ω̄w)

Dg, x̄ ανήκει στην φαιά ουσία (x̄ ∈ Ω̄g)
, (10)

όπου Dw και Dg είναι βαθμωτές ποσότητες με Dw > Dg.
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Θεωρώντας μια χαμηλής δόσης τμηματική ακτινοθεραπεία, στο χρονικό διά-
στημα (T̄G, T̄M ], η επίδραση της ραδιοθεραπείας περιγράφεται (βλ. [23]):

R̄(c̄, t̄) = R̄(t̄)c̄ με R̄ ≡ R̄(t̄) := ReffkR , (11)

όπου kR(t̄) δηλώνει το προφίλ του χρονοδιαγράμματος της ακτινοθεραπείας
χρησιμοποιώντας ως χρονικό βήμα μιας ημέρας και παίρνει την τιμή 1 κατά την
διάρκεια της θεραπείας ενώ για τις υπόλοιπες ημέρες 0 :

kR(t̄) =

 1, t̄ ∈ (T̄G, T̄M ]

0, t̄ ̸∈ (T̄G, T̄M ]
. (12)

Reff δηλώνει την επίδραση των n τμηματικών δόσεων της θεραπείας ανά ημέρα
και περιγράφεται από (βλ. [23])

Reff = α(nd) + 2βnd2
[
g(µτ) + 2

cosh(µτ)− 1

(µτ)2
hn(ϕ)

]
,

με

g(µτ) =
µτ − 1 + e−µτ

(µτ)2
και

hn(ϕ) =
(n− 1− nϕ+ ϕn)ϕ

n(1− ϕ)2

όπου α, β είναι παράμετροι που εξαρτώνται απο τον ασθενή, d ο ρυθμός της
δόσης το χρόνο t̄, µ είναι ο χρόνος αναγέννησης των κατεστραμμένων ιστών, τ
είναι η διάρκεια της ακτινοθεραπείας και το ϕ = e−µ(τ+∆τ) με∆τ δηλώνει το χρόνο
ανάμεσα σε δύο τμηματικές δόσεις. Σημειώνουμε ότι οι τιμές των παραπάνω
παραμέτρων παρατίθενται στον πίνακα 1 του [23].

Αντίστοιχα θεωρώντας ένα λογαριθμικό μοντέλο χημειοθεραπείας, ο όρος
της χημειοθεραπείας Ḡ(c̄, t̄) δίνεται (βλ. [23]) στη μορφή:

Ḡ(c̄, t̄) = Ḡ(t̄)c̄ (13)

με

Ḡ ≡ Ḡ(t̄) :=

 kG, t̄ ∈ (T̄R, T̄N ]

0, t̄ ̸∈ (T̄R, T̄N ]

όπου kG δηλώνει το ρυθμό θανάτου των κυττάρων ο οποίος είναι ανάλογος της
συγκέντρωσης του φαρμάκου.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ένα συγκεκριμένο πρωτόκολλο θε-
ραπείας το οποίο χαρακτηρίζεται από τα ακόλουθα χρονικά διαστήματα:

0 < T̄G < T̄R < T̄M < T̄N < T̄F , (14)

κατά τα οποία η εξέλιξη της συγκέντρωσης/διάχυσης των καρκινικών κυττάρων
ακολουθεί το παρακάτω πρωτόκολλο:
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• μια περίοδο χωρίς θεραπεία t̄ ∈ (0, T̄G],

• μια περίοδο με ραδιοθεραπεία t̄ ∈ (T̄G, T̄R],

• μια περίοδο με ραδιο-χημειοθεραπεία t̄ ∈ (T̄R, T̄M ],

• μια περίοδο με χημειοθεραπεία t̄ ∈ (T̄M , T̄N ] και

• μια περίοδο χωρίς θεραπεία t̄ ∈ (T̄N , T̄F ].

που περιγράφεται σχηματικά στο Σχήμα 1.

!!!
!!!
!!G

ro
w
th
!

Ra
di
ot
he

ra
py
!

Chem
otherapy!

Gr
ow

th
!

ct = (Dgcx )x + ρc

ct = (Dgcx )x + ρc − Rc

ct = (Dgcx )x + ρc

ct = (Dgcx )x + ρc

ct = (Dgcx )x + ρc

ct = (Dwcx )x + ρc

ct = (Dwcx )x + ρc − Rc

ct = (Dwcx )x + ρc −Gc

ct = (Dwcx )x + ρc − Rc −Gc

ct = (Dwcx )x + ρc

ct = (Dgcx )x + ρc − Rc −Gc

ct = (Dgcx )x + ρc −Gc

ct = (Dgcx )x + ρc − Rc

ct = (Dgcx )x + ρc − Rc −Gc

ct = (Dgcx )x + ρc −Gc

TG

TR

TM

TN

TF

0
x ∈Ωg x ∈Ωw

x ∈Ωg

Σχήμα 1: Το πρωτόκολλο θεραπείας και η αντίστοιχη διαφορική εξίσωση σε κάθε
χωρο-χρονικό διάστημα.

Εάν τώρα ορίσουμε

c̄ (x̄, t̄1) = c̄ (x̄, t̄) , t̄ ∈ (0, T̄G]

c̄ (x̄, t̄2) = c̄
(
x̄, t̄− T̄G

)
, t̄ ∈ (T̄G, T̄R]

c̄ (x̄, t̄3) = c̄
(
x̄, t̄− T̄R

)
, t̄ ∈ (T̄R, T̄M ]

c̄ (x̄, t̄4) = c̄
(
x̄, t̄− T̄M

)
, t̄ ∈ (T̄M , T̄N ]

c̄ (x̄, t̄5) = c̄
(
x̄, t̄− T̄N

)
, t̄ ∈ (T̄N , T̄F ]

(15)

το μαθηματικό μοντέλο μπορεί να γραφεί στην μορφή:
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∂c̄

∂t̄ℓ
=

∂

∂x̄

(
D̄

∂c̄

∂x̄

)
+ ρ̄ℓ c̄ , x̄ ∈ [ā, b̄] , 0 < t̄ℓ ≤ T̄ℓ

c̄ (x̄, 0) = c̄ℓ(x̄)

c̄x̄ (ā, t̄ℓ) = c̄x̄
(
b̄, t̄ℓ

)
= 0

(16)

όπου 

ρ̄1 = ρ̄, T̄1 = T̄G

ρ̄2 = ρ̄−Reff, T̄2 = T̄R − T̄G

ρ̄3 = ρ̄−Reff − kG, T̄3 = T̄M − T̄R

ρ̄4 = ρ̄− kG, T̄4 = T̄N − T̄M

ρ̄5 = ρ̄, T̄5 = T̄F − T̄N

(17)

και 

c̄1(x̄) = f̄(x̄)

c̄2(x̄) = c̄(x̄, T̄1)

c̄3(x̄) = c̄(x̄, T̄2)

c̄4(x̄) = c̄(x̄, T̄3)

c̄5(x̄) = c̄(x̄, T̄4)

(18)

Χρησιμοποιώντας, στη συνέχεια, τις αδιάστατες μεταβλητές (βλ. [30], [1])

x = χx̄, a = χā, b = χb̄, tℓ = ρ̄t̄ℓ,

c (x, tℓ) =
1

χN0

c̄ (χx̄, ρ̄t̄ℓ)

cℓ (x) =
1

χN0

c̄ℓ (χx̄)

D =
D̄

Dw

, ρℓ =
ρ̄ℓ
ρ̄

(19)

όπου

χ =

√
ρ̄

Dw

, N0 =

∫ b̄

ā

f̄ (x̄) dx̄ και Tj = ρ̄T̄j , (20)

με N0 να δηλώνει τον αρχικό αριθμό των καρκινικών κυττάρων στο [ā, b̄], κατα-
λήγουμε στην αδιάστατη μορφή του προβλήματος (16):
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∂c

∂tℓ
=

∂

∂x

(
D

∂c

∂x

)
+ ρℓc , x ∈ [a, b] , 0 < tℓ ≤ Tℓ

c (x, 0) = cℓ (x)

cx (a, tℓ) = cx (b, tℓ) = 0

(21)

Τέλος, το λήμμα (βλ. [29]) που ακολουθεί μας οδηγεί στην τελική μορφή του
μοντέλου που χρησιμοποιούμε:

Lemma 1. Εάν η c(x, tℓ), ℓ = 1, 2, 3, 4, 5 ικανοποιεί το ΠΑΣΤ στο (21)-(20) και η
u(x, tℓ) ορίζεται από την σχέση

u(x, tℓ) = e−ρℓtℓc(x, tℓ), (22)

τότε η u(x, tℓ), ℓ = 1, 2, 3, 4, 5 ικανοποιεί το ΠΑΣΤ
∂u

∂tℓ
=

∂

∂x

(
D
∂u

∂x

)
, x ∈ [a, b] , 0 < tℓ ≤ Tℓ

u (x, 0) = uℓ (x) ≡ cℓ (x)

ux (a, tℓ) = ux (b, tℓ) = 0

. (23)

Σημειώνουμε ότι, ανMδ ≥ 1 είναι το πλήθος των αρχικών σημειακών κακοη-
θών πηγών με κέντρα τα σημεία x = ξr, r = 1, · · · ,Mδ, τότε θεωρούμε ότι η
u1(x) εκφράζεται ως

u1(x) =

Mδ∑
r=1

ζrδ(x− ξr), ξr ∈ (a, b) , ζ ∈ R , (24)

όπου δ(x) δηλώνει την συνάρτηση delta του Dirac.

2.2.4 Μη-γραμμικά μοντέλα καρκινικών όγκων εγκεφάλου στις δύο χωρι-
κές διαστάσεις

Για την γενίκευση στις δύο χωρικές διαστάσεις θεωρούμε το μη γραμμικό
μοντέλο:

∂c̄

∂t̄
=

∂

∂x̄

(
D̄

∂c̄

∂x̄

)
+

∂

∂ȳ

(
D̄
∂c̄

∂ȳ

)
+ ρ̄ c̄(1− c̄

c̄lim
)− R̄(c̄, t̄)− Ḡ(c̄, t̄) , (25)

όπου η παράμετρος c̄lim εκφράζει τον μέγιστο αριθμό (φέρουσα ικανότητα -
carrying capacity) των καρκινικών κυττάρων που μπορούν να διατηρηθούν στον
εγκέφαλο.
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Θεωρώντας τα ίδια πρωτόκολλα θεραπείας και ακολουθώντας παρόμοια τε-
χνική και ανάλυση με το γραμμικό μοντέλο εύκολα κανείς μπορεί να παράξει την
αδιάστατη έκδοση του μοντέλου η οποία έχει τη μορφή:

ct = (Dcx)x + (Dcy)y + c(1− c)−R(c)−G(c) , (x, y) ∈ Ω ≡ [a, b]× [a, d]
∂c

∂η
= 0 , (x, y) ∈ ∂Ω

c(x, y, 0) = f(x, y)

(26)
Τον συντελεστή διάχυσης D ≡ D(x, y) τον θεωρούμε ασυνεχή, με τέτοιο τρόπο
ώστε να χαρακτηρίζει προβλήματα πολλαπλών περιοχών τύπου Stripes.

α b 

d 

w1 w2 w3 w4 

Σχήμα 2: Αντιπροσωπευτική μορφή συντελεστού διάχυσης για προβλήματα τύ-
που κατακόρυφων λωρίδων (stripes).

Ειδικότερα, αν θεωρήσουμε το πρόβλημα των κατακόρυφων Stripes (βλ. Σχήμα
2), το οποίο γενικά χαρακτηρίζεται από τις K γραμμές διεπαφής

x = wk , k = 1, · · · , K όπου a = w0 < w1 < · · · < wk < · · · < wK < wK+1 = b

κάθετες στον άξονα x′x, και τα K + 1 χωρία Wk τύπου Stripes

Wk = (wk−1, wk)× (a, d) , k = 1, . . . , K + 1 , (27)

τότε ο συντελεστής διάχυσης ορίζεται ως

D(x, y) = γk ∈ R για (x, y) ∈ Wk , k = 1, . . . , K + 1 . (28)

Για την επίλυση της παραπάνω εξίσωσης, χρησιμοποιήσαμε το σχήμα dDHC-
IMEXRK που έχουμε ήδη αναπτύξει στη Δράση 2.1 για τη γενική μη γραμμική
εξίσωση στις 1+2 διαστάσεις.
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2.3 Εξέλιξη Καρκινικών Όγκων Εγκεφάλου με χρήση Απει-
κονίσεων MRI και Πλατφόρμας FeniCS

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, αντικείμενο της ερευνητικής αυτής δραστηριό-
τητας είναι:

• η χρήση της πλατφόρμας λογισμικού ανοικτού κώδικα FeniCS [35, 36], η
οποία υλοποιεί αριθμητικές μεθόδους πεπερασμένων στοιχείων και επε-
λέγη στην Δράση 4.1 ως το Περιβάλλον Επίλυσης Προβλημάτων (ΠΕΠ)
του έργου, για την μελέτη μοντέλων εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου
σε ανομοιογενή εγκεφαλικό ιστό,

• η μελέτη μοντέλων ρεαλιστικής γεωμετρίας η οποία περιγράφεται από απει-
κονίσεις MRI του εγκεφάλου.

Στο πλαίσιο αυτό αναπτύξαμε αρχικά τεχνικές αναγνώρισης, ψηφιοποίησης
και διακριτοποίησης περιοχών εγκεφαλικού ιστού με διαφορετικό συντελεστή
διάχυσης, οι οποίες στη συνέχεια εισήχθησαν στην πλατφόρμα FeniCS και μέσω
της οποίας παρήχθησαν τα πρώτα αποτελέσματα αναφορικά με γραμμικά μο-
ντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων.

Σχήμα 3: MRI απεικόνιση προβλήματος δοκιμής.

Πιο συγκεκριμένα, θεωρήσαμε το γραμμικό μοντέλο εξέλιξης καρκινικών όγκων
εγκεφάλου με πεδίο ορισμού μία ενδεικτική τομή υγιούς εγκεφάλου στις δύο δια-
στάσεις η οποία απεικονίζεται μέσω τεχνικών MRI και επιδεικνύεται στο Σχήμα
3. Αναπτύσσοντας (βλ. Ετήσια Τεχνική Έκθεση Δράσης 4.2 έτους 2014), στη
συνέχεια, τεχνικές αναγνώρισης και εντοπισμού των περιοχών φαιάς και λευκής
ουσίας (βλ. Σχήμα 4), καθώς και των συνόρων τους, επετεύχθη η διακριτοποίησή
τους (βλ. Σχήμα 5) και η επιτυχής εισαγωγή τους στο FEniCS όπως επιδεικνύεται
στο Σχήμα 6 μαζί με τυχαία αρχική συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων.
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Σχήμα 4: Περιοχές φαιάς και λευκής ουσίας διαφορετικού συντελεστή διάχυσης.

Σχήμα 5: Διακριτοποίηση περιοχών διαφορετικού συντελεστή διάχυσης.

Σχήμα 6: Αρχική συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων του προβλήματος δοκιμής.
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Η αριθμητική υλοποίηση στη πλατφόρμα FeniCSπραγματοποιείται σε γλώσσα
python (βλ. Σχήμα 7) και αναφέρεται φυσικά στη μέθοδο των Πεπερασμένων
Στοιχείων με γραμμικές βασικές συναρτήσεις η οποία, όσο αφορά τη χρονική
διακριτοποίηση, συνοδεύεται από την κλασσική Backward-Euler.

Σχήμα 7: Κώδικας python προβλήματος δοκιμής πλατφόρμας FeniCS.
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3 Αποτελέσματα

3.1 Επικύρωση της μεθόδου μετασχηματισμού Φωκά σε μο-
ντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε τη συμπεριφορά της μεθόδου Φωκά, που
αναπτύξαμε στα πλαίσια της Δράσης 2.4, όταν χρησιμοποιείται για την επίλυση
προβλημάτων εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου. Τα μοντέλα που χρησι-
μοποιούμε είναι γραμμικά στις 1+1 διαστάσεις και ενσωματώνουν πρωτόκολλα
θεραπείας.

Πιο συγκεκριμένα, σε όλα τα προβλήματα μοντέλα που ακολουθούν θεω-
ρούμε τα εξής δύο πρωτόκολλα θεραπείας:

• Πρωτόκολο RP: Χρησιμοποιείται μόνο ραδιοθεραπεία για ένα συνεχόμενο
κύκλο θεραπείας 30 ημερών, ξεκινώντας από την T̄G = 180 ημέρα μέχρι
την T̄R = 210 ημέρα. Η συνολική δόση ακτινοθεραπείας είναι 54Gy.

• Πρωτόκολο RCP: Χρησιμοποιείται συνδυασμός ακτινοθεραπείας και χη-
μειοθεραπείας. Αρχικά για ένα συνεχόμενο κύκλο θεραπείας 20 ημερών,
χρησιμοποιείται μόνο ραδιοθεραπεία ξεκινώντας από την T̄G = 180 ημέρα
μέχρι την T̄R = 200 ημέρα. Στη συνέχεια για ένα συνεχόμενο κύκλο θερα-
πείας 10 ημερών, χρησιμοποιείται ραδιο-χημειοθεραπεία ξεκινώντας από
την T̄R = 200 μέρα μέχρι την T̄M = 210 ημέρα. Τέλος, για ένα συνεχό-
μενο κύκλο θεραπείας 20 ημερών, χρησιμοποιείται μόνο χημειοθεραπεία
ξεκινώντας από την T̄M = 210 ημέρα μέχρι την T̄N = 230 ημέρα.

Και στα δύο πρωτόκολλα:
• Η ημερήσια δόση ραδιοθεραπείας ισούται με d = 1.8Gy ενώ χρησιμοποιώ-
ντας τις παραμέτρους (βλ. [23]) α = 0.027, β = 0.0027, n = 1, µ =
11.4, τ = 0.0083, ∆τ = 1 η σταθερά ραδιοθεραπείας είναιReff = 0.05707849.

• Η ημερήσια δόση χημειοθεραπείας ισούται με 180 mg/m2 ανά κύκλο των
7 ημερών. Συνεπώς, η τιμή της παραμέτρου kG (βλ. [23]) υπολογίζεται να
ισούται με kG = 0.0196.

Τονίζουμε ότι τα μοντέλα που χρησιμοποιούμε είναι υποθετικά και δεν έχουν
σχέση με αληθινά ιατρικά δεδομένα.

3.1.1 ΠρόβλημαΕφαρμογής I: Γραμμικό μοντέλοστις 1+1 διαστάσεις μίας
αρχικής πηγής καρκινικών κυττάρων

Ανακαλώντας το μαθηματικό μοντέλο από τη σχέση (16), για το πρόβλημα
εφαρμογής Ι θεωρούμε τις εξής τιμές των παραμέτρων:



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ4.2/19



ā = −10 cm, b̄ = 10 cm, w̄1 = −5 cm, w̄2 = 5 cm

Ω̄g = [ā, w̄1) ∪ (w̄2, b̄] και Ω̄w = [w̄1, w̄2]

Dg = 0.0013 cm2day−1, Dw = 0.0065 cm2day−1

ρ̄ = 0.012 day−1, N0 = 100 cells

(29)

Η αρχική κατανομή των κακοηθών κυττάρων δίνεται από:

f̄(x̄) = N0δ(x̄).

Τα αποτελέσματα από την εφαρμογή της μεθόδου Φωκά συνοψίζονται στα
Σχήματα 8-11 που ακολουθούν.

Σχήμα 8: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) άνευ θεραπείας.

Πιο συγκεκριμένα, στα σχήματα 8-10 απεικονίζεται η χρονική εξέλιξη της πυκνό-
τητας των καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό τα διαφορετικά πρωτόκολλα θερα-
πείας για συνολικό χρονικό διάστημα T̄F = 365 ημερών. Παρατηρείστε ότι το
πρωτόκολλο RCP θεωρείται το καλύτερο για την θεραπεία. Στο σχήμα 11 φαίνε-
ται ο λόγος

N(t̄)

N0(t̄)
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Σχήμα 9: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό το πρωτόκολλο RP.

Σχήμα 10: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό το πρωτόκολλο RCP.

του πλήθους των καρκινικών κυττάρων N(t̄) προς το πλήθος των αρχικών καρ-
κινικών κυττάρων N0(t̄). Όπως φαίνεται το πρωτόκολλο RP αυξάνει το χρόνο
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επιβίωσης κατά 190 ημέρες, ενώ το πρωτόκολλο RCP προσθέτει ακόμα 50 ημέ-
ρες.
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Σχήμα 11: Η επίδραση της ραδιοθεραπείας (μπλε) και του συνδυασμού ραδιο-
θεραπείας και χημειοθεραπείας στο συνολικό αριθμό των καρκινικών κυττάρων.

3.1.2 Πρόβλημα Εφαρμογής II: Γραμμικό μοντέλο στις 1+1 διαστάσεις
τεσσάρων αρχικών πηγών καρκινικών κυττάρων

Στο πρόβλημα εφαρμογής ΙΙ θεωρούμε τις εξής παραμέτρους στο μοντέλο (16):

ā = −10 cm, b̄ = 10 cm

w̄1 = −6 cm, w̄2 = −5 cm, w̄3 = 1 cm, w̄4 = 7 cm

Ω̄g = [ā, w̄1) ∪ (w̄2, w̄3) ∪ (w̄4, b̄], Ω̄w = [w̄1, w̄2] ∪ [w̄3, w̄4]

Dg = 0.0013 cm2day−1, Dw = 0.0065 cm2day−1

ρ̄ = 0.012 day−1, N0 = 400 cells

(30)

και τέσσερις αρχικές πηγές καρκινικών κυττάρων που περιγράφονται από την

f̄(x̄) =
N0

4
[δ(x̄+ 8) + δ(x̄+ 3) + δ(x̄− 4) + δ(x̄− 6)] .

Τα αποτελέσματα συνοψίζονται στα Σχήματα 12-15.



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ4.2/22

Σχήμα 12: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) άνευ θεραπεία.

Σχήμα 13: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό το πρωτόκολλο RP.
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Σχήμα 14: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό το πρωτόκολλο RCP.

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

N
(t̄
)/
N

0

time [days]

 

 

No Treatment

Radiotherapy

Radio−chemotherapy

Σχήμα 15: Η επίδραση της ραδιοθεραπείας (μπλέ) και του συνδυασμού ραδιο-
θεραπείας και χημειοθεραπείας στο συνολικό αριθμό των καρκινικών κυττάρων.
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Στα σχήματα 12-14 παρουσιάζεται η χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης των καρ-
κινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό την επίδραση διαφορετικών πρωτοκόλλων θερα-
πείας για χρονικό διάστημα ενός έτους (T̄F = 365 ημέρες). Τα συμπεράσματα
που εξάγονται είναι ανάλογα με αυτά του προβλήματος εφαρμογής Ι.

3.2 Επικύρωση της ασυνεχούς μεθόδου Collocation (dDHC)
σε μοντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε τη συμπεριφορά της dDHC μεθόδου , που
αναπτύξαμε στα πλαίσια της Δράσης 2.1, όταν χρησιμοποιείται για την επίλυση
προβλημάτων εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου. Τα μοντέλα που χρησιμο-
ποιούμε είναι γραμμικά στις 1+1 διαστάσεις και μη-γραμμικά στις 1+2 διαστάσεις
και ενσωματώνουν πρωτόκολλα θεραπείας.

Σε όλα τα προβλήματα μοντέλα που ακολουθούν εφαρμόζουμε το πρωτό-
κολλο θεραπείας RCP, που παρουσιάσαμε στην προηγούμενη παράγραφο, με
τις ίδιες ημερήσιες δόσεις θεραπείας. Στα προβλήματα Ι και ΙΙ εφαρμόζεται το
εξής τροποποιημένο RCP πρωτόκολλο:

• Πρωτόκολο RCP-1: Χρησιμοποιείται συνδυασμός ακτινοθεραπείας και χη-
μειοθεραπείας. Αρχικά για ένα συνεχόμενο κύκλο θεραπείας 30 ημερών,
χρησιμοποιείται μόνο ραδιοθεραπεία ξεκινώντας από την T̄G = 180 ημέρα
μέχρι την T̄R = 210 ημέρα. Στη συνέχεια χρησιμοποιείται χημειοθεραπεία
για ένα 6 κύκλους 5 ημερών, ξεκινώντας από την T̄R ≡ T̄M = 210. Κάθε
κύκλος ακολουθείται από ένα διάστημα 23 ημερών αποθεραπείας.

ενώ στο πρόβλημα ΙΙΙ το RCP-2 πρωτόκολλο επιδεικνύεται στο Σχήμα 20.

3.2.1 ΠρόβλημαΕφαρμογής I: Γραμμικό μοντέλοστις 1+1 διαστάσεις μίας
αρχικής πηγής καρκινικών κυττάρων

Για το μαθηματικό μοντέλο της σχέσης (16), το πρόβλημα εφαρμογής Ι θεωρεί
μία αρχική πηγή καρκινικών κυττάρων με κέντρο το x̄ = 0 και τις εξής τιμές των
παραμέτρων:

ā = −10 cm, b̄ = 10 cm, w̄1 = −6 cm, w̄2 = 8 cm

Ω̄g = [ā, w̄1) ∪ (w̄2, b̄] και Ω̄w = [w̄1, w̄2]

Dg = 0.0013 cm2day−1, Dw = 0.0065 cm2day−1

ρ̄ = 0.012 day−1 , N0 = 2× 104 cells

.

Τα αποτελέσματα της αριθμητικής προσομοίωσης συνοψίζονται στα Σχήματα 16
και 17, καθώς και στον Πίνακα I.
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Ειδικότερα στο Σχήμα 16 επιδεικνύεται η εξέλιξη της συγκέντρωσης των καρ-
κινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄). Μπορεί κανείς εύκολα να αναγνωρίσει τις περιόδους
όπου η συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων εξελίσσεται με ή χωρίς την εφαρ-
μογή πρωτοκόλλου θεραπείας.

Σχήμα 16: Η χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης των καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄)

Η επίδραση του RCP-1 πρωτοκόλλου θεραπείας στον συνολικό αριθμό των καρ-
κινικών κυττάρων N̄(t̄)/N0, όπου N(t̄) =

∫ b̄

ā
c̄(x̄, t̄)dx̄ , επιδεικνύεται στο Σχ. 17.

Σχήμα 17: Η επίδραση του RCP-1 πρωτοκόλλου θεραπείας στον συνολικό
αριθμό των καρκινικών κυττάρων.

Τέλος, στον Πίνακα Ι συνοψίζεται η απόδοση της μεθόδου dDHC-IMEX, όπου
κανείς μπορεί επιδεικνύεται αριθμητικά η 4η τάξη σύγκλισης (Τ.Σ.) της dDHC
μεθόδου.
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Πίνακας I: Απόδοση της dDHC-IMEX μεθόδου

h Σφάλμα Τ.Σ. Χρόνος (sec)

1/8 3.5687e-06 - 0.24

1/16 2.3357e-07 3.93 0.30

1/32 1.4760e-08 3.98 0.42

1/64 9.2474e-10 3.99 0.88

1/128 5.6156e-11 4.04 1.55

3.2.2 Πρόβλημα Εφαρμογής II: Γραμμικό μοντέλο στις 1+1 διαστάσεις
τριών αρχικών πηγών καρκινικών κυττάρων

Για το πρόβλημα εφαρμογής ΙΙ, με τρεις αρχικές πηγές καρκινικών κυττάρων,
θεωρούμε τις εξής τιμές των παραμέτρων του μοντέλου της σχέσης (16):

ā = −10 cm, b̄ = 10 cm, w̄1 = −4 cm, w̄2 = 6 cm

Ω̄g = [ā, w̄1) ∪ (w̄2, b̄] and Ω̄w = [w̄1, w̄2]

Dg = 0.0013 cm2day−1, Dw = 0.0065 cm2day−1

ρ̄ = 0.012 day−1 , N0 = 2× 104 cells

Τα αποτελέσματα της αριθμητικής προσομοίωσης συνοψίζονται στα Σχήματα 18
και 19 καθώς και στον Πίνακα ΙΙ, και είναι ανάλογα με αυτά του προηγούμενου
προβλήματος εφαρμογής Ι.

Σχήμα 18: Η χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης των καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄)
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Σχήμα 19: Η επίδραση του RCP-1 πρωτοκόλλου θεραπείας στον συνολικό
αριθμό των καρκινικών κυττάρων

Πίνακας IΙ: Απόδοση της dDHC-IMEX μεθόδου

h Σφάλμα Τ.Σ. Χρόνος (sec)

1/8 5.3380e-06 - 0.22

1/16 3.4585e-07 3.94 0.28

1/32 2.1802e-08 3.98 0.40

1/64 1.3655e-09 3.99 0.90

1/128 8.5010e-11 4.00 1.52

3.2.3 Πρόβλημα Εφαρμογής IΙΙ: Μη-Γραμμικό μοντέλο στις 1+2 διαστά-
σεις μίας αρχικής πηγής καρκινικών κυττάρων

Ανακαλώντας τις σχέσεις (25)-(26), το πρόβλημα εφαρμογής ΙΙΙ, με μία αρχική
πηγή καρκινικών κυττάρων στο σημείο (x, y) = (0, 2.25), έχει τη μορφή:

ct = (Dcx)x + (Dcy)y + c(1− c)−R(c)−G(c) , (x, y) ∈ [−3, 3]2 , t ≤ 6
∂c

∂η
= 0

c(x, y, 0) = f(x, y) = δ(x, y − 2.25)

ενώ το πρωτόκολλο θεραπείας RCP-2 επιδεικνύεται γραφικά στο Σχήμα 20.
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Σχήμα 20: Το RCP-2 πρωτόκολλο θεραπείας.

Τα αποτελέσματα της αριθμητικής προσομοίωσης συνοψίζονται στα Σχήματα
21-24 καθώς και στον Πίνακα ΙΙΙ. Πιο συγκεκριμένα, το Σχήμα 21 περιλαμβάνει
δύο στιγμιότυπα από την χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης των καρκινικών κυτ-
τάρων κατά την 1η και 100η ημέρα. Και στα δύο στιγμιότυπα η νόσος εξελίσσεται
άνευ θεραπείας.

Σχήμα 21: Συγκέντρωση c̄(x̄, t̄) άνευ θεραπείας κατά την 1η και 100η ημέρα.

Για την καλλίτερη κατανόηση της επίδρασης των όρων θεραπείας, σύμφωνα με
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Σχήμα 22: Χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης c̄(x̄, t̄) άνευ θεραπείας.

Σχήμα 23: Χρονική εξέλιξη της συγκέντρωση c̄(x̄, t̄) με RCP-2 θεραπεία.
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το πρωτόκολλο RCP-2 παραθέτουμε τα Σχήματα 22 και 23. Και τα δύο σχήματα
περιλαμβάνουν δύο στιγμιότυπα από την χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης των
καρκινικών κυττάρων κατά την 300η και 500η ημέρα. Στο Σχήμα 22 απεικονίζεται
η εξέλιξη της νόσου χωρίς θεραπεία σε αντιδιαστολή με το Σχήμα 23 όπου απει-
κονίζεται η εξέλιξη της νόσου με εφαρμογή του πρωτοκόλλου θεραπείας RCP-2.
Αναλυτικότερα συγκριτικά συμπεράσματα, σε σχέση με την απόδοση διαφορετι-
κών πρωτοκόλλων θεραπείας, μπορεί κανείς να εξάγει παρατηρώντας το Σχήμα
(24) που ακολουθεί.

Σχήμα 24: Συγκριτικό διάγραμμα για το μοντέλο με θεραπεία και χωρίς θεραπεία.

Σε σχέση δε με την απόδοση της dDHC-IMEX μεθόδου παραθέτουμε τον Πίνακα
ΙΙΙ όπου βεβαιώνεται αριθμητικά η 4η τάξη σύγκλισης (Τ.Σ.) της μεθόδου.

Πίνακας IΙI: Απόδοση της dDHC-IMEX μεθόδου

hx = hy Σφάλμα Τ.Σ. Χρόνος (sec)

1/4 4.8857e-03 - 1.74

1/8 2.5397e-05 7.5877 9.05

1/16 1.9079e-06 3.7347 64.77

1/32 1.1629e-07 4.0361 480.96

1/64 7.7066e-09 3.9155 4190.50
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3.3 Επικύρωση Εξέλιξης Καρκινικών Όγκων Εγκεφάλου με
χρήση Απεικονίσεων MRI και Πλατφόρμας FeniCS

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, για την εξέλιξη καρκινικών όγκων εγκεφάλου
στην πλατφόρμα FeniCS, χρησιμοποιούμε το γραμμικό μοντέλο εκθετικής εξέλι-
ξης. Τα αποτελέσματα της αριθμητικής προσομοίωσης, με την μέθοδο Galerkin
(Πεπερασμένα Στοιχείων) και γραμμικά στοιχεία, αναφέρονται στην απεικόνιση
της αδιάστατης συνάρτησης

u(x, t) = e−ρtc(x, t)

και περιλαμβάνονται στα σχήματα που ακολουθούν και αφορούν στιγμιότυπα
της u(x, t) κατά τις χρονικές στιγμές t =1,2,3, και 4 (περίπου ένα έτος).

Σχήμα 25: Η αρχική συνθήκη (t = 0) του προβλήματος δοκιμής.

Σχήμα 26: Η λύση του προβλήματος δοκιμής τη χρονική στιγμή t = 1.
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Σχήμα 27: Η λύση του προβλήματος δοκιμής τη χρονική στιγμή t = 2.

Σχήμα 28: Η λύση του προβλήματος δοκιμής τη χρονική στιγμή t = 3.

Σχήμα 29: Η λύση του προβλήματος δοκιμής τη χρονική στιγμή t = 4.
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4 Παραδοτέα
• Τρεις (3) ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μία (1) τελική τεχνική έκθεση

• Τρία (3) επιστημονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων με κριτές (εκ
των οποίων ένα έχει λάβει βραβείο καλύτερης δημοσίευσης):

– IE Athanasakis , EP Papadopoulou and YG Saridakis, Runge-Kutta
and Hermite Collocation for a biological invasion problem modeled
by a generalized Fisher equation, 2nd International Conference on
Mathematical Modeling in Physical Sciences 2013, Journal of Physics:
Conference Series 490 (2014) 012133.

– AGSifalakis, MGPapadomanolaki, EPPapadopoulou and YGSaridakis,
The Unified Transform for a Reaction-Diffusion Brain Tumor Model
that Incorporates Tissue Heterogeneity and Radiotherapy, Proc of
INASE-PMAMCM 2015 Recent Advances in Mathematics, pp 137-
142, 2015

– IE Athanasakis, NDVilanakis and ENMathioudakis,Solving Discontinuous
Collocation Equations for a Class of Brain Tumor Models on GPUs,
Proceedings of the World Congress on Engineering 2013 Vol I, 2015,
July 1 - 3, 2015, London, U.K. (Best Paper Award)

Άλλες εργασίες που αφορούν σε προβλήματα εξέλιξης καρκινικών όγκων
έχουν παραδοθεί ως παραδοτέα άλλων δράσεων.

• Λογισμικό επαλήθευσης και εφαρμογής των μεθόδων.
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Η παρούσα έρευνα πραγματοποιήθηκε από την ερευνητική ομάδα του Πο-

λυτεχνείου Κρήτης (ΚΕΟ 1) αποτελούμενη από τους καθ. Ι. Σαριδάκη, καθ. Ε.
Παπαδοπούλου, επ.καθ. Ε. Μαθιουδάκη, Δρ. Σηφαλάκη Αναστάση, Δρ. Μ. Πα-
παδομανωλάκη, υπ.δρ. Ι. Αθανασάκη, υπ.δρ. Ν. Βιλανάκη , υπ.δρ. Π. Στρατή,
καθώς και σε συνεργασία με τον καθηγητή Α. Φωκά και ιατρική ομάδα του Ναυ-
τικού Νοσοκομείου Χανίων.
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