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1. Σκοπός 
 
Η Δράση 3 αναφέρεται γενικά στη χρήση σύγχρονων υπολογιστικών 

αρχιτεκτονικών αφενός µεν στην υλοποίηση των αριθµητικών µεθόδων και του 
αντίστοιχου επιστηµονικού λογισµικού, που θα αναπτυχθούν στα πλαίσια της Δράσης 
2 (ιδιαίτερα 2.2 και 2.3), αφετέρου δε στην ανάπτυξη της πλατφόρµας λογισµικού της 
Δράσης 4. Η υλοποίησή του πραγµατοποιείται από δύο διαφορετικές δράσεις (3.1 και 
3.2), ανάλογα µε την κατηγορία αρχιτεκτονικών που χρησιµοποιούνται. Η ΚΕΟ3 έχει 
αναλάβει την δράση 3.1: Υλοποίηση σε Clusters, Grids και Cloud και η ΚΕΟ2 την 
δράση 3.2: Υλοποίηση σε FPGAs.  

1.1. Δράση 3.1: Υλοποίηση σε Clusters, Grids και Cloud 
 

Αντικείµενο της συγκεκριµένης δράσης αποτελεί η αποδοτική υλοποίηση των 
αριθµητικών µεθόδων για ασυνεχή προβλήµατα πολλαπλών πεδίων σε σύγχρονες 
παράλληλες αρχιτεκτονικές. 
Αρχικά η υλοποίηση έλαβε χώρα σε επίπεδο  συστοιχιών υπολογιστών (Clusters). 

Η υλοποίηση των µεθόδων αφορά τόσο σε οµοιογενή, συµµετρικά σχήµατα όπου 
γίνεται χρήση ενός συγκεκριµένου προγραµµατιστικού µοντέλου ανταλλαγής 
µηνυµάτων (MPI), όσο και σε ετερογενή, µη συµµετρικά σχήµατα, όπου ο 
παραλληλισµός των µεθόδων επιτελείται σε πολλαπλά επίπεδα. Σύµφωνα µε αυτά τα 
συνεργατικά σχήµατα εφαρµόστηκε συνδυασµός µοντέλων ανταλλαγής µηνυµάτων 
(MPI) µε µοντέλα προγραµµατισµού κοινής µνήµης (OpenMP, Pthreads) για την 
περισσότερο ευέλικτη αξιοποίηση των επεξεργαστών πολλαπλών πυρήνων που 
περιέχονται σε κάθε κόµβο του Cluster.   

Κατά το επόµενο στάδιο της συγκεκριµένης δράσης η υλοποίηση έγινε σε 
περιβάλλον Cloud µέσω χρήσης υπηρεσιών διαδικτύου (web services). Στη 
περίπτωση αυτή το παρεχόµενο λογισµικό είναι σε θέση να αξιοποιεί µε καλύτερο 
τρόπο τους διαθέσιµους υπολογιστικούς πόρους, ιδιαίτερα κατά την περίπτωση όπου 
υποβάλλονται µέσω του Cloud αιτήσεις για παράλληλη εκτέλεση από περισσότερους 
του ενός χρήστες. Για το λόγο αυτό στη δράση 4.1 υλοποιήθηκε το µοντέλο 
Λογισµικό σαν Υπηρεσία (SaaS – Software as a Service), που δίνει τη δυνατότητα 
ενός φιλικού προς το χρήστη διαδικτυακού γραφικού περιβάλλοντος που µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί όχι µόνο από σταθµούς εργασίας αλλά και από φορητές συσκευές. 
Επιπλέον, για να ληφθεί υπόψη η ποικιλοµορφία των υποπροβληµάτων για ένα δοθέν 
πρόβληµα πολλαπλών πεδίων / πολλαπλής φυσικής, η προτεινόµενη εφαρµογή έχει 
τη δυνατότητα να υπολογίσει και να παρέχει τα βέλτιστα VMs (σε πλήθος και 
δυνατότητες) σύµφωνα µε τους διαθέσιµους πόρους, το µέγεθος του συνολικού 
προβλήµατος και το µέγεθος των υποπροβληµάτων του. 
 
Σηµείωση: Στο Τεχνικό Δελτίο Έργου στη συγκεκριµένη Δράση προβλεπόταν η 
υλοποίηση σε Grids ή εναλλακτικά σε περιβάλλον Cloud, εφόσον αυτό είχε ωριµάσει. 
Επειδή κατά την περίοδο υλοποίησης του έργου η Cloud τεχνολογία είχε ήδη 
εφαρµοστεί µε επιτυχία, αποφασίστηκε η υλοποίηση σε αυτό το υπολογιστικό 
περιβάλλον.  
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2. Μεθοδολογία 
 

2.1. Έρευνα Πεδίου σε Παράλληλες Αρχιτεκτονικές 
 
2.1.1. Εισαγωγή 
 
Με την έναρξη του έργου, έγινε ανασκόπηση της διεθνούς βιβλιογραφίας και 

µελέτη των µεθόδων επίλυσης προβληµάτων πολλαπλών πεδίων /πολλαπλής φυσικής 
(Multi Domain / Multi Physics) προκειµένου τα µέλη της ΚΕΟ3 να αποκτήσουν το 
απαραίτητο θεωρητικό υπόβαθρο κατανόησης των αριθµητικών µεθόδων επίλυσης, οι 
οποίες θα υλοποιηθούν στα παραπάνω περιβάλλοντα. Επίσης, µελετήθηκαν οι 
µέθοδοι Collocation και Μετασχηµατισµού Φωκά. 

Ακολούθησε η ανασκόπηση λογισµικού ανοικτού (ελεύθερου) κώδικα (Open 
Source) αφενός για γλώσσες προγραµµατισµού για παράλληλη υλοποίηση και 
αφετέρου για πλατφόρµες λογισµικού, που διαθέτουν υλοποιηµένα εργαλεία για 
επίλυση PDEs και άλλες αριθµητικές µεθόδους. 

Η ανασκόπηση της βιβλιογραφίας έδειξε ότι έχουν υλοποιηθεί δύο βασικές 
εκδόσεις στην παράλληλη εκτέλεση προγραµµάτων: Fork-Join Style (που επιτυγχάνει 
και Nested Parallelism) και SPMD style (Single program, multiple data).   

Τα βασικά µοντέλα παράλληλου προγραµµατισµού, για τα οποία υπάρχουν 
διαθέσιµες υλοποιήσεις ελεύθερου λογισµικού, είναι τα ακόλουθα [1]: Parallel 
Random Access Machine, Unrestricted Message Passing, Asynchronous Shared 
Memory and Partitioned Global Address Space, Data Parallel Models, Task Parallel 
Models and Task Graphs.  

Τέλος έχει αναπτυχθεί και υλοποιηθεί, µια πληθώρα από γλώσσες 
προγραµµατισµού, για αρχιτεκτονικές παράλληλης επεξεργασίας, όπως η C*, Occam, 
PVM, HPF, Linda, αλλά και πολλές ερευνητικές προτάσεις όπως Orca, PCN, CC++, 
P3L, BSP language.  Μεταξύ των γλωσσών ελεύθερου λογισµικού, είναι η OpenCL, 
η οποία έχει καθιερωθεί σαν το Open Standard για παράλληλο υπολογισµό σε 
ετερογενή συστήµατα. Επίσης η OpenCL µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε µια µεγάλη 
ποικιλία από πολύ-πύρηνα συστήµατα και έχει τη δυνατότητα κλιµάκωσης (scaling). 
Μια νέα γλώσσα παράλληλου προγραµµατισµού είναι η ParaSail, που µοιάζει µε µια 
τροποποίηση της Java ή της C#. Η διαφορά είναι ότι διαµερίζει αυτόµατα ένα 
πρόγραµµα σε χιλιάδες άλλες εργασίες, οι οποίες µπορούν τότε να διαχυθούν σε 
διάφορους πυρήνες, ένα τέχνασµα που λέγεται pico-threading, το οποίο µεγιστοποιεί 
τον αριθµό των εργασιών που µπορούν να εκτελεστούν παράλληλα, ανεξάρτητα από 
τον αριθµό των πυρήνων. Η ParaSail κάνει επίσης αυτόµατη αποσφαλµάτωση 
(debugging), που κάνει τον κώδικα πιο ασφαλή. Παρόλα αυτά είναι σχετικά νέα 
έκδοση και στην ανασκόπηση εντοπίστηκε ότι έχει ακόµη κάποια bugs. 

Συνοψίζοντας, το µέλλον του υπολογισµού σε παράλληλα περιβάλλοντα 
υπαγορεύεται από τις φυσικές και τεχνικές ανάγκες. Οι παράλληλοι υπολογιστές 
γίνονται περισσότερο υβριδικοί, συνδυάζοντας πολυνηµατικό υλικό, πολλαπλούς 
πυρήνες, µονάδες SIMD, επιταχυντές και on-chip συστήµατα επικοινωνίας. 

Η τελική επιλογή του µοντέλου θα γίνει σε συνδυασµό µε την πολυπλοκότητα 
των λύσεων του προβλήµατος πολλαπλών πεδίων, αλλά και τη µεταφερσιµότητα σε 
περιβάλλοντα Clusters, GRIDS και Cloud Computing. 
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Λαµβάνοντας υπ’ όψιν τις παραδοσιακές προσεγγίσεις από τους χώρους της 
παράλληλης επεξεργασίας και των παράλληλων αρχιτεκτονικών µπορούµε να 
εντοπίσουµε αρκετά µειονεκτήµατα των clusters [2]. Από την εµπειρία µας, έχουµε 
διαπιστώσει πόσο κρίσιµοι παράγοντες είναι η καθυστέρηση και το εύρος ζώνης του 
διασυνδετικού δικτύου, πόσο χρήσιµη είναι η κοινόχρηστη µνήµη και πόσο αναγκαίο 
το ελαφρύ λογισµικό ελέγχου. Σε αυτά τα σηµεία, τα clusters υστερούν συγκριτικά µε 
τα συµβατικά παράλληλα συστήµατα, όπου το διασυνδετικό δίκτυο είναι υψηλότερων 
επιδόσεων, η κοινή µνήµη, ο καθολικός συγχρονισµός και η διατήρηση της συνοχής 
της κρυφής µνήµης υλοποιούνται µε υλικό, υπερτερώντας σε σχέση µε την 
αντίστοιχη υλοποίηση µε λογισµικό, ενώ τέλος το ειδικού τύπου λογισµικό που 
µπορεί να ελέγχει κάθε κόµβο καταναλώνει λιγότερη µνήµη και αντιδρά πιο γρήγορα 
από το πλήρες και αυτόνοµο λειτουργικό σύστηµα που ελέγχει κάθε κόµβο του 
cluster. Λόγω των παραπάνω µειονεκτηµάτων, τα clusters αποδεικνύονται 
ακατάλληλα για ορισµένες εφαρµογές. Σε πολλές ωστόσο περιπτώσεις, 
χρησιµοποιώντας νέες αλγοριθµικές τεχνικές που δεν εξαρτώνται τόσο από την 
γρήγορη επικοινωνία των κόµβων, τα clusters  µπορούν να ανταγωνιστούν σε 
επιδόσεις παράλληλα συστήµατα πολύ υψηλότερου κόστους. 

Το σηµαντικότερο πλεονέκτηµα των clusters  είναι ότι χρησιµοποιούνται 
τεχνολογίες υλικού και λογισµικού ευρείας χρήσης. Τόσο τα δίκτυα σταθµών 
εργασίας, όσο και οι συστάδες προσωπικών υπολογιστών της τάξης Beowulf άνθισαν 
διότι δεν απαιτούσαν δαπανηρά και µακροπρόθεσµα σχέδια µέχρι να αρχίσουν να 
αποδίδουν. Το χαρακτηριστικό αυτό οδηγεί προφανώς και σε ένα σαφές πλεονέκτηµα 
κόστους. Συνεπώς ο λόγος κόστους προς απόδοση των clusters µπορεί να υπερτερεί 
του αντίστοιχου των παραδοσιακών υπερυπολογιστών για εφαρµογές που δεν 
απαιτούν επικοινωνία υψηλού εύρους ζώνης και χαµηλής καθυστέρησης. 

Ένα άλλο σηµείο υπεροχής των εµπορικών συστάδων υπολογιστών σε σχέση 
µε τις κλασικές παράλληλες µηχανές, είναι η ευελιξία και η παραµετροποιησιµότητά 
τους. Ο αριθµός των κόµβων, η χωρητικότητα µνήµης ανά κόµβο, ο αριθµός των 
επεξεργαστών ανά κόµβο και η τοπολογία του διασυνδετικού δικτύου είναι δοµικές 
παράµετροι που µπορούν να καθοριστούν µε µεγάλη λεπτοµέρεια και για κάθε cluster 
ξεχωριστά. Επιπλέον, η δοµή του συστήµατος µπορεί να αλλάζει ή να επεκτείνεται 
αξιοποιώντας την ήδη υπάρχουσα υποδοµή. Ο εκτεταµένος αυτός έλεγχος στη δοµή 
του συστήµατος ωφελεί τόσο τους χρήστες, που µπορούν να έχουν κάθε στιγµή αυτό 
που επιθυµούν, όσο και τους κατασκευαστές, που µπορούν να καλύπτουν ένα ευρύ 
φάσµα απαιτήσεων επιδόσεων ή κόστους. 

Τέλος, οι εµπορικές συστάδες υπολογιστών µπορούν να ενσωµατώνουν 
γρήγορα τεχνολογικές εξελίξεις που χρησιµοποιούνται µαζικά. Νέοι τύποι 
επεξεργαστών, µνηµών, δίσκων και δικτύων κατασκευάζονται διαρκώς για τους 
προσωπικούς υπολογιστές, επιτρέποντας και στα clusters να επωφελούνται από τις 
προόδους αυτές. Τα clusters επιπλέον επωφελούνται από πτώσεις τιµών λόγω τις 
µαζικής παραγωγής των εξαρτηµάτων προσωπικών υπολογιστών. Συνολικά θα 
λέγαµε ότι αν και τα clusters υπολογιστών δεν επιτυγχάνουν πάντα επιδόσεις αντάξιες 
κορυφαίων παράλληλων µηχανών, το χαµηλό τους κόστος και η ευελιξία που 
προσφέρουν τα καθιστά σαφώς ανταγωνιστικά. 
 Ένας blade server [3],[4] είναι ένας απογυµνωµένος server µε τµηµατική 
σχεδίαση βελτιστοποιηµένος για να ελαχιστοποιήσει τη χρήση φυσικού χώρου και 
ενέργειας. Ενώ ένας τυπικός rack-mount server µπορεί να λειτουργήσει τουλάχιστον 
µε ένα καλώδιο ρεύµατος και ένα καλώδιο ισχύος, στους blade servers έχουν 
αφαιρεθεί πολλά συστατικά για να εξοικονοµήσουν χώρο, να ελαχιστοποιήσουν την 
κατανάλωση ισχύος, αλλά εξακολουθούν να έχουν όλα εκείνα τα λειτουργικά 
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συστατικά για να θεωρούνται υπολογιστές. Ένα blade enclosure που µπορεί να 
στηρίζει πολλαπλούς blade servers παρέχει υπηρεσίες, όπως ρεύµα, ψύξη, δικτύωση 
και διαχείριση. 

2.2. Δοκιµαστική εγκατάσταση και λειτουργία πλατφόρµας 
FEniCS 
Το project  FEniCS [5] είναι µια συλλογή από δωρεάν, ανοιχτού κώδικα, 

στοιχεία λογισµικού µε κοινό στόχο να καταστεί δυνατή αυτοµατοποιηµένη επίλυση 
των διαφορικών εξισώσεων. Τα στοιχεία που το απαρτίζουν παρέχουν εργαλεία 
επιστηµονικού υπολογισµού για εργασία µε υπολογιστικά πλέγµατα, πεπερασµένων 
στοιχείων µεταβολικές διατυπώσεις για διαφορικές εξισώσεις και µερικές διαφορικές 
εξισώσεις καθώς επίσης για αριθµητική γραµµική άλγεβρα. Η τρέχουσα σταθερή 
έκδοση του FEniCS Project είναι η 1.1 η οποία και κυκλοφόρησε τον 7 Ιανουαρίου 
του 2013. Για τις ανάγκες του έργου, η παραπάνω έκδοση εγκαταστάθηκε σε server 
του Εργαστηρίου Αναγνώρισης Προτύπων, όπου έγινε η δοκιµαστική λειτουργία της, 
µε τα έτοιµα demo/παραδείγµατα που περιέχει.  

2.3. Μέθοδοι Χαλάρωσης στη Διεπαφή 

2.3.1. Εισαγωγή 
Οι διάφορες µέθοδοι διακριτοποίησης πεδίου που έχουν πρόσφατα 

αναπτυχθεί για την αποδοτική επίλυση ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων µπορούν 
εύκολα να ταξινοµηθούν σε δύο κατηγορίες: επικαλυπτόµενες και µη 
επικαλυπτόµενες. Και οι δύο προσεγγίσεις έχουν ήδη χρησιµοποιηθεί για να 
µοντελοποιήσουν αποτελεσµατικά µεγάλης κλίµακας, βιοµηχανικά, προβληµατικών 
συνθηκών προβλήµατα. Παρόλα αυτά θεωρείται ότι απαιτείται επιπλέον θεωρητική 
και πειραµατική ανάλυση ώστε να γίνουν πρακτικές αυτές οι µέθοδοι και χρήσιµα 
εργαλεία για τους µη ειδήµονες. 

Τα επικαλυπτόµενα (Schwartz) σχήµατα έχουν στο παρελθόν λάβει µεγάλη 
προσοχή. Άρθρα που κάνουν ανασκόπηση και συγκρίνουν διάφορα τέτοια σχήµατα 
[1] και ερευνούν τις σχετιζόµενες στρατηγικές preconditioning [2, 3] υπάρχουν ήδη 
στη βιβλιογραφία. Σχετικά πρόσφατα ένας αριθµός µελετών έχουν δείξει ότι τα µη 
επικαλυπτόµενα σχήµατα µπορούν να συµπεριφερθούν καλά και µπορούν πιθανά να 
ελευθερώσουν τους χρήστες από συγκεκριµένες πολυπλοκότητες στη διατύπωση και 
στην υλοποίησή τους. Η σύγκριση των κυριότερων χαρακτηριστικών αυτών των δύο 
κατηγοριών µεθόδων και η ύπαρξη σχέσεων ισοδυναµίας ανάµεσά τους έχει ήδη 
µελετηθεί αρκετά [4, 5, 6]. 

Οι µέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή µας πάνε ένα βήµα παραπέρα από τις µη 
επικαλυπτόµενες µεθόδους διακριτοποίησης πεδίου [7]. Σε µια προσπάθεια να 
µιµηθούν τη φυσική του προβλήµατος στον πραγµατικό κόσµο, σπάνε µια 
πολύπλοκη µερική διαφορική εξίσωση (ΜΔΕ) που δρα σε ένα µεγάλο ή/και 
πολύπλοκο πεδίο σε ένα σύνολο προβληµάτων ΜΔΕ µε διαφορετικούς αλλά απλούς 
τελεστές που δρουν σε διαφορετικά µικρότερα και εύκολα υποπεδία. Το πολλαπλών 
πεδίων, πολλαπλών ΜΔΕ σύστηµα είναι σωστά συζευγµένο χρησιµοποιώντας 
τελεστές εξοµάλυνσης στα όρια µεταξύ των υποπεδίων.  

Από την οπτική της χαλάρωσης στη διεπαφή αυτές οι µέθοδοι αποτελούνται 
από τη διαµέριση του πεδίου σε ένα σύνολο από µη επικαλυπτόµενα υποπεδία και 
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από την επιβολή κάποιων οριακών συνθηκών στα όρια των διεπαφών που ορίζονται 
από αυτήν τη διαµέριση. Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας αρχικές µαντεψιές στις 
διεπαφές επιλύεται το σύνολο των συνεπαγόµενων προβληµάτων ΜΔΕ. Οι λύσεις 
που προκύπτουν δεν ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες των διεπαφών και 
εφαρµόζεται χαλάρωση στις διεπαφές για να αποκτήσουµε νέες τιµές στα όρια των 
διεπαφών, που να ικανοποιούν καλύτερα τις συνθήκες και λύνουµε τις ΜΔΕ µε αυτές 
τις νέες τιµές. Τα παραπάνω βήµατα επαναλαµβάνονται µέχρι να επιτευχθεί 
σύγκλιση. 

Οι δύο µέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή που επελέγησαν ως πλέον 
κατάλληλες για τις ανάγκες του έργου είναι οι δύο παρακάτω:  

• GEO Μια µέθοδος που βασίζεται σε µια απλή γεωµετρική συστολή. 
• ROB Ένας αλγόριθµος που χρησιµοποιεί τις Robin συνθήκες στις διεπαφές 
για εξοµάλυνση. 

2.3.2. Διακριτοποίηση πεδίου µε επαναληπτική χαλάρωση στις 
διεπαφές 
Επί του παρόντος, ο χώρος της διακριτοποίησης πεδίου αποτελείται από δύο 

µέρη - τις επικαλυπτόµενες και τις µη επικαλυπτόµενες µεθόδους. Οι 
επικαλυπτόµενες – επίσης γνωστές και ως Schwartz – ήταν οι πρώτες που 
χρησιµοποιήθηκαν και έχουν αποδείξει ήδη ότι είναι πολύ αποδοτικές αριθµητικές 
διαδικασίες που χαίρουν συγκεκριµένων πολύ επιθυµητών ιδιοτήτων σύγκλισης. 
Παρ’ όλα αυτά, έχει επίσης παρατηρηθεί ότι έχουν διάφορα πολύ σηµαντικά 
µειονεκτήµατα που απαγορεύουν τη χρήση τους για συγκεκριµένες εφαρµογές. Για 
παράδειγµα, σχεδόν όλες εκ των πολλών προτεινόµενων µεθόδων διακριτοποίησης 
πεδίου για την επίλυση µοντέλων διάδοσης κυµάτων είναι είτε µη επικαλυπτόµενες, 
είτε χαλάρωσης στη διεπαφή [8, 9, 10, 11].  

Οι µη επικαλυπτόµενες µέθοδοι παρουσιάζουν συγκεκριµένα πλεονεκτήµατα 
σε σχέση µε τις επικαλυπτόµενες. Πιο συγκεκριµένα: 

• Δεν είναι ευαίσθητες σε άλµατα στους συντελεστές του τελεστή. Η 
συµπεριφορά σύγκλισής τους και οι υπολογισµοί θεωρητικού σφάλµατός τους 
παραµένουν ίδια ακόµα και αν ο διαφορικός τελεστής περιλαµβάνει 
ασυνεχείς συντελεστές, αρκεί τα άλµατα να συµβαίνουν κατά µήκος των 
γραµµών των διεπαφών [12]. 

• Έχουν µικρότερο κόστος (επιβάρυνση) επικοινωνίας σε µια παράλληλη 
υλοποίηση σε κατανεµηµένης µνήµης πολυεπεξεργαστικά συστήµατα. Το 
κόστος της επικοινωνίας είναι αναλογικό µε το µήκος των γραµµών των 
διεπαφών, τη στιγµή που στις επικαλυπτόµενες µεθόδους είναι αναλογικό µε 
την επικαλυπτόµενη περιοχή [13]. 

• Η καταγραφή/συντήρηση είναι σχετικά ευκολότερη για τη διαµέριση και το 
χειρισµό των σχετικών δοµών δεδοµένων απ’ ότι στις πολύπλοκες και 
ακριβές επικαλυπτόµενες µεθόδους [13]. 

Υπάρχουν δύο κύριες οπτικές για τις µη επικαλυπτόµενες µεθόδους, το 
preconditioning και η χαλάρωση στη διεπαφή. Μια εις βάθος έρευνα για τις µη 
επικαλυπτόµενες µεθόδους διακριτοποίησης πεδίου αναλυµένες από την οπτική του 
preconditioning µπορεί να βρεθεί στο [14] και µια γενική διατύπωση και ανάλυση 
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των µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή στο [15]. Για την αναγνώριση των κύριων 
χαρακτηριστικών τους, ακολουθεί µια σύντοµη περιγραφή των µεθόδων χαλάρωσης 
στη διεπαφή. 

Η χαλάρωση στη διεπαφή είναι ένα βήµα πέρα από τις µη επικαλυπτόµενες 
µεθόδους (ακολουθώντας τη χαλάρωση του Southwell του 1930), αλλά στη ΜΔΕ αντί 
για το επίπεδο της γραµµικής άλγεβρας, για να διατυπώσει τη χαλάρωση σαν 
επαναλαµβανόµενες διαδικασίες εξοµάλυνσης της διεπαφής. Ένα σύνθετο φυσικό 
φαινόµενο αποτελείται από µια συλλογή απλών µερών µε καθένα να υπακούει έναν 
µεµονωµένο φυσικό νόµο τοπικά και να µοιράζεται τις συνθήκες των διεπαφών του 
µε γείτονες. Η χαλάρωση στη διεπαφή χωρίζει το πεδίο σε ένα σύνολο µη 
επικαλυπτόµενων πεδίων και επιβάλλει κάποιες οριακές συνθήκες στη διεπαφή 
ανάµεσα στις γραµµές των υποπεδίων. Δοθείσης µιας αρχικής µαντεψιάς, µιµείται τη 
φυσική του πραγµατικού κόσµου επιλύοντας τα τοπικά προβλήµατα ακριβώς σε κάθε 
υποπεδίο και χαλαρώνοντας τις οριακές τιµές για να πάρει καλύτερους υπολογισµούς 
των σωστών συνθηκών στη διεπαφή. Αυτή η διαδικασία παρουσιάζεται στην εικόνα 
1, όπου ο γενικός τύπος χαλάρωσης Gi,j (που βασίζεται στις τρέχουσες τοπικές λύσεις 
Ui

New και Uj
New των δύο γειτονικών υποπεδίων Ωi και Ωj) υπολογίζει διαδοχικές 

προσεγγίσεις της λύσης bi,j
New στη διεπαφή Γi,j ανάµεσά τους. 

 

Εικόνα 1: Ο µηχανισµός χαλάρωσης στη διεπαφή 

Για την επίσηµη περιγραφή της µεθόδου θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα: 

𝐷𝑢 = 𝑓 𝑖𝑛 𝛺, 𝛣𝑢 = 𝑐 𝑜𝑛 𝜕𝛺          (1) 

όπου το 𝐷 είναι ένας ελλειπτικός, µη γραµµικός γενικά, διαφορικός τελεστής 
και το 𝛣 είναι ένας τελεστής συνθήκης που ορίζεται στο όριο 𝜕𝛺 ενός ανοιχτού 
πεδίου 𝛺 ∈ 𝑅! ,𝑑 = 1, 2,… . Αυτό το πεδίο διαµερίζεται σε p ανοιχτά υποπεδία 
𝛺! , 𝑖 = 1,… ,𝑝 τέτοια ώστε 𝛺 = 𝛺!\

!
!!! 𝜕𝛺 και 𝛺!

!
!!! = ∅ . Για λόγους που 

σχετίζονται είτε µε τα φυσικά χαρακτηριστικά του προβλήµατος, είτε µε τους 
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διαθέσιµους υπολογιστικούς πόρους, κάποιος θα ήθελε να αντικαταστήσει την (1) µε 
το ακόλουθο σύστηµα χαλαρά συνδεδεµένων διαφορικών προβληµάτων: 

𝐷!𝑢 = 𝑓!  𝑖𝑛 𝛺! ,
𝐺!,!𝑢 = 0 𝑜𝑛 𝜕𝛺! ∩ 𝜕𝛺!\𝜕𝛺 ∀𝑗 ≠ 𝑖,      𝛣!𝑢 = 𝑐!  𝑜𝑛 𝜕𝛺! ∩ 𝜕𝛺 (2) 

όπου 𝑖 = 1,… ,𝑝. Αυτά τα διαφορικά προβλήµατα συνδέονται µέσω των 
συνθηκών των διεπαφών 𝐺!,!𝑢 = 0 και περιλαµβάνουν τους περιορισµούς 𝐷! και 𝛣! 
των ολικών διαφορικού και συνθήκης τελεστών 𝐷 και 𝛣, αντίστοιχα σε κάθε 
υποπεδίο, µε κάποιους από αυτούς γραµµικούς και άλλους µη γραµµικούς. Οι 
συναρτήσεις 𝑓! και 𝑐! είναι ανάλογοι περιορισµοί των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑐. Ο 
τοπικός τελεστής διεπαφής 𝐺!,! σχετίζεται µε τη µέθοδο χαλάρωσης στη διεπαφή και 
διαφορετικές επιλογές για τα 𝐺!,! οδηγούν σε διαφορετικά σχήµατα χαλάρωσης. Στην 
παρούσα µελέτη θα αναφερθούµε σε διάφορες µεθόδους χαλάρωσης στη διεπαφή που 
έχουν τα ακόλουθα χαρακτηριστικά: 

• Αποσυνθέτουν αρχικά το πρόβληµα (1) στο διαφορικό επίπεδο και στη 
συνέχεια διακριτοποιούν τα προκύπτοντα διαφορικά υποπροβλήµατα (2). 

• Έχουν την ευελιξία να χρησιµοποιούν το καταλληλότερο σχήµα 
διακριτοποίησης για κάθε υποπρόβληµα. 

• Δεν επικαλύπτουν τα υποπεδία 𝛺!. 
• Με χρήση καλών παραµέτρων χαλάρωσης στο 𝐺!,! είναι αρκετά γρήγορες, 
ώστε να µη χρειάζεται preconditioning. 

• Απλοποιούν τη γεωµετρία και τη φυσική του υπολογισµού λαµβάνοντας 
υπόψη τα υποπροβλήµατα (2) και όχι το συνολικό διαφορικό πρόβληµα (1). 

• Μπορούν να χρησιµοποιούν τµήµατα λογισµικού ξαναχρησιµοποιώντας 
τµήµατα λογισµικού επιλυτών για την επίλυση των µεµονωµένων 
υποπροβληµάτων (2). 

• Είναι γενικοί και ισχυροί. 

Υπάρχουν διάφορα ερωτήµατα µε πρόκληση που αφορούν πρακτικές εφαρµογές 
τέτοιων µεθόδων, όπως το να βρίσκεις τον καταλληλότερο χαλαρωτή για ένα 
συγκεκριµένο πρόβληµα, να καθορίζεις το πεδίο εφαρµογής καθενός, να εξηγείς την 
αλληλεπίδραση ανάµεσα στη µαθηµατική επανάληψη και τη µέθοδο αριθµητικής 
επίλυσης, να επιλέγεις καλές ή βέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους χαλάρωσης, κλπ. 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι εφόσον όλες οι µέθοδοι αποσυνθέτουν και χαλαρώνουν τις 
τιµές των διεπαφών στο συνεχές επίπεδο, η ανάλυση σύγκλισης αυτών των µεθόδων 
χρειάζεται να γίνει επίπεδο των ΜΔΕ (συνεχές) και άρα είναι ένα πρόβληµα 
µαθηµατικής ανάλυσης και όχι αριθµητικής. Μια λεπτοµερής περιγραφή και 
σύγκριση τω δύο µεθοδολογιών χαλάρωσης δίνεται στην αναφορά [16].  

2.4 Εφαρµογή ενός υβριδικού παράλληλου Monte Carlo 
επιλυτή ΜΔΕ σε ορθογώνια πολλαπλά πεδία 

2.4.1. Εισαγωγή 
Η µέθοδος Monte Carlo είναι γνωστή εδώ και πολλά χρόνια, αλλά µόνο µετά 

την εµφάνιση των πρώτων ηλεκτρονικών υπολογιστών, η µέθοδος έχει αποκτήσει ένα 
αυξανόµενο ενδιαφέρον ως ένα εργαλείο για την επίλυση σηµαντικών φυσικών 
προβληµάτων. Ο αλγόριθµος Monte Carlo παράγει ένα τυχαίο περίπατο, 
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χρησιµοποιώντας µια προτεινόµενη πυκνότητα και περιλαµβάνει µια µέθοδο για την 
απόρριψη/αποδοχή των προτεινόµενων κινήσεων. Σήµερα χρησιµοποιείται σχεδόν σε 
κάθε πτυχή της επιστηµονικής έρευνας. Οι Monte Carlo µέθοδοι προσέλκυαν πάντα 
τους ανθρώπους που εργάζονται στον τοµέα της αριθµητικής επίλυσης ΜΔΕ. Αυτή η 
έλξη έχει εξελιχθεί µε το πέρασµα των χρόνων σε συνδυασµό µε τις ραγδαίες αλλαγές 
στην τεχνολογία, όπως ο παράλληλος υπολογισµός, τα clusters υπολογιστών κ.λπ. [1] 
[2] [3]. 

 2.4.2. Ανάλυση βασικού αλγορίθµου 

2.4.2.1. Περιγραφή βασικού αλγορίθμου 
Το αρχικό βήµα προς την κατεύθυνση της αξιοποίησης της απόδοσης ενός 

cluster πολλαπλών πυρήνων ήταν η εκτέλεση ενός profiling της ακολουθιακής 
υλοποίησης για τον εντοπισµό hotspots στον κώδικα που θα µπορούσαν να 
οδηγήσουν σε µείωση του χρόνου εκτέλεσης, αν γίνει παράλληλη υλοποίηση 
αποτελεσµατικά. Η ανάλυση απόδοσης βασίστηκε στην υλοποίηση των αλγορίθµων 
που προτείνονται στο Vavalis et al [4]. Η εν λόγω υλοποίηση είναι σε θέση να λύσει 
την εξίσωση Poisson µε Dirichlet συνοριακές συνθήκες για 2D και 3D υπέρ- 
ορθογώνια πεδία, αλλά µπορεί εύκολα να επεκταθεί για να χρησιµοποιεί άλλες 
µεθόδους και πεδία. Ο αλγόριθµος είναι ένας υβριδικός αλγόριθµος µε την έννοια ότι 
τόσο ντετερµινιστικές όσο και µη ντετερµινιστικές µέθοδοι µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν για την επίλυση των πεδίων. Αρχικά, εφαρµόζεται µια πιθανοτική 
αποσύνθεση πεδίου για τον υπολογισµό εκτιµήσεων των τοπικών λύσεων κατά µήκος 
των ορίων του υποπεδίου µε τη µέθοδο Monte Carlo [5] και στη συνέχεια 
εφαρµόζεται µια παρεµβολή στις εκτιµήσεις των τοπικών λύσεων [6]. Ειδικότερα, για 
διδιάστατα πεδία χρησιµοποιείται η Burkardt’s splines βιβλιοθήκη [7], ενώ η 
Multilevel B-spline (ΜΒΑ) [8] βιβλιοθήκη χρησιµοποιείται ώστε τα τρισδιάστατα 
πεδία να σχηµατίσουν τα όρια των νέων υποπεδίων. Τέλος, καθώς τα όρια των 
υποπεδίων είναι γνωστά ένας ντετερµινιστικός Laplace επιλυτής που χρησιµοποιεί τη 
Deal.II [9] χρησιµοποιείται για να βρει τη λύση του προβλήµατος για κάθε υποπεδίο. 
Η βασική υλοποίηση µπορεί να περιγραφεί µε τον ακόλουθο ψευδοκώδικα. 

  
Προσδιόρισε τις συντεταγµένες των κόµβων όλων των 

υποπεδίων 
Για κάθε κόµβο 
Δηµιούργησε µια δουλειά 
Ανάθεσε τη δουλειά σε ένα νήµα 

Εκτέλεσε Monte Carlo για να υπολογίσεις τις τιµές 
των κόµβων 
Χρησιµοποίησε µια (2|3) διαστάσεων συνάρτηση παρεµβολής 

για να βρεις νέα όρια 
Για κάθε υποπεδίο 
Δηµιούργησε µια δουλειά 
Ανάθεσε τη δουλειά σε ένα νήµα 
Λύσε µε Laplace επιλυτή 
Πάραξε τα αποτελέσµατα 
 
Μια ενδιαφέρουσα λεπτοµέρεια υλοποίησης είναι ότι παραλληλοποίηση 

διαµοιραζόµενης µνήµης ήδη υποστηρίζεται χρησιµοποιώντας την Pthreads 
βιβλιοθήκη. 
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2.4.2.2. Profi l ing βασικού κώδικα 
Πριν την παραλληλοποίηση κώδικα σε µια αρχιτεκτονική κατανεµηµένης 

µνήµης, ένα βήµα profiling είναι σηµαντικό προκειµένου να γίνουν αντιληπτά τα 
σηµεία όπου ο κώδικας σπαταλά χρόνο εκτέλεσης και να καθοριστεί η ακολουθία 
εκτέλεσης. Με αυτόν τον τρόπο, ο κώδικας µπορεί να υποδιαιρεθεί σε πυρήνες που 
µπορούν να αναλυθούν για να προσδιορισθεί αν είναι δυνατή η αξιοποίηση των 
υπολογιστικών πόρων παράλληλα και εάν η παραλληλοποίηση κάποιου πυρήνα θα 
έχει σηµαντική επίπτωση στη συνολική εκτέλεση του προγράµµατος. Μια εκτενής 
ανάλυση απόδοσης έχει πραγµατοποιηθεί, χρησιµοποιώντας µια σειρά από 
διαφορετικές διαµορφώσεις παραµέτρων για το χρησιµοποιηθέν πρόβληµα (Πίνακας 
1) και έχουν εντοπιστεί τρεις πυρήνες που θα µπορούσαν ενδεχοµένως να βελτιώσουν 
τη συνολική απόδοση αν υπήρχε µια κατανεµηµένη υλοποίηση. Οι τρεις πυρήνες 
είναι ο Monte Carlo αλγόριθµος, ο αλγόριθµος Παρεµβολής και ο Laplace Επιλυτής. 
Καθώς για τα περισσότερα προβλήµατα εισόδου ο Monte Carlo αλγόριθµος έπαιρνε 
από 50% έως 94% του χρόνου εκτέλεσης, οι προσπάθειές µας επικεντρώθηκαν σε µια 
αποτελεσµατική παραλληλοποίηση του αλγορίθµου Monte Carlo µε χρήση MPI. 

Ο Πίνακας 1 παρουσιάζει τα κύρια χαρακτηριστικά των προβληµάτων 
εισόδου. Το dim αντιπροσωπεύει αν το πρόβληµα είναι διδιάστατο ή τρισδιάστατο, το 
dlen το µήκος του πεδίου κατά µήκος κάθε διάστασης, το subd τον αριθµό των 
υποπεδίων κατά µήκος κάθε διάστασης, το dect τον τύπο αποσύνθεσης για κάθε 
διάσταση µε u να αντιπροσωπεύει την οµοιόµορφη και n την ανοµοιόµορφη, το decc 
τις συντεταγµένες των διεπαφών που αντιστοιχούν σε κάθε διάσταση κατά µήκος της 
οποίας το πεδίο αποσυντίθεται ανοµοιόµορφα, το nppp τον αριθµό των κόµβων σε 
µια διεπαφή κατά µήκος µιας διάστασης. Για διδιάστατα προβλήµατα παίρνει 2 
ορίσµατα που αντιστοιχούν στις γραµµές αποσύνθεσης κατά µήκος της διάστασης Υ 
και Χ αντίστοιχα, ενώ για τρισδιάστατα παίρνει 6 ορίσµατα, µε κάθε ζευγάρι να 
αντιστοιχεί στα επίπεδα αποσύνθεσης YZ, XZ και ΧΥ αντίστοιχα. Τέλος, το btol 
αντιπροσωπεύει την ανοχή στο όριο.  

 
 

Πρόβληµα Dim Dlen Subd Dect Decc nppp Btol 
1 2D 1. 1. 2 4 n u .3 12 12 1e-15 
2 2D 1. 1. 2 4 n n .3 .25 .5 .7 12 12 1e-15 
3 2D 1. 1. 2 4 n n .3 .25 .5 .7 12 12 1e-15 
4 3D 1. 1. 1.5 3 3 2 u u u 5 5 5 5 12 12 1e-15 
5 3D 1. 1. 1.5 3 3 2 u n u .5 .55 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 1e-15 
6 3D 1. 1. 1.5 3 3 2 n n n .5 .4 .5 .55 1.2 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 1e-15 
7 3D 1. 1. 1.5 3 3 2 n n n .5 .4 .5 .55 1.2 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 1e-15 
 
Πίνακας 1: Χαρακτηριστικά προβληµάτων εισόδου 

 
Ο Πίνακας 2 παρουσιάζει το ποσοστό του ακολουθιακού χρόνου εκτέλεσης 

για διάφορα µεγέθη περιπάτων των προβληµάτων εισόδου για τους προαναφερθέντες 
πυρήνες, µε το MC να σηµαίνει Monte Carlo, το I παρεµβολή και το LS επιλυτής 
Laplace. 

 
Περίπατοι 5K 20K 80K 
Πρόβληµα M

C 
I L
S 

M
C 

I L
S 

M
C 

I L
S 

1 6 - 5 7 - 4 9 - 5
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Πίνακας 2: Ανάλυση απόδοσης 

2.4.2.4. Υβριδική προσέγγιση παραλληλοποίησης 
Καθώς η βασική υλοποίηση [4] ήδη υποστηρίζει παραλληλοποίηση 

διαµοιραζόµενης µνήµης του Monte Carlo και του Laplace επιλυτή µε χρήση 
Pthreads, εστιάσαµε στην άµεση υλοποίηση µιας υβριδικής παράλληλης υλοποίησης 
µε χρήση OpenMPI [6] για επικοινωνία µεταξύ διεργασιών. Βασισµένοι στα 
πειραµατικά αποτελέσµατα της ανάλυσης απόδοσης, συµπεράναµε ότι: 

1. ένα απλό master/worker σχήµα ήταν αρκετό για να κατανείµει τον 
υπολογιστικό φόρτο του Monte Carlo πυρήνα ανάµεσα στις διεργασίες. Αυτό 
οφείλεται στο ότι η δουλειά κάθε Monte Carlo νήµατος καθορίζεται κυρίως 
από τον αριθµό των περιπάτων, οπότε µια δίκαιη κατανοµή κόµβων µεταξύ 
των worker διεργασιών και άρα και η τοπική κατανοµή κόµβων µεταξύ των 
νηµάτων δεν θα δηµιουργήσει κάποια ιδιαίτερη ανισορροπία φόρτου. 

2. η master διεργασία µπορούσε αποδοτικά να υλοποιήσει τους πυρήνες της 
παρεµβολής και του Laplace επιλυτή για κάθε υποπεδίο τοπικά µε χρήση 
threads, αφού είχε πρώτα λάβει την απαιτούµενη εκτίµηση των σχετικών 
κόµβων από τις άλλες διεργασίες. 

Η λογική του βασικού κώδικα [4] µένει σχετικά απαράλλακτη. Προστέθηκε 
µόνο ένα επίπεδο που κατανείµει τον υπολογιστικό φόρτο και συλλέγει τα 
αποτελέσµατα εκτίµησης από κάθε worker. 

2.5 Υλοποίηση Μεθόδων IR στη FEniCS 

2.5.1. Εισαγωγή 
Η επίλυση µεγάλων και σύνθετων Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων (ΜΔΕ) 

είναι ένα πρόβληµα που αντιµετωπίζεται κυρίως µε τεχνικές διακριτοποίησης πεδίου 
[2, 3]. Αυτή η προσέγγιση περιλαµβάνει την αποσύνθεση στο επίπεδο της γραµµικής 
άλγεβρας µετά την διακριτοποίηση του πεδίου και της εξίσωσης µε την επιθυµητή 
µέθοδο, δηλαδή: Πεπερασµένων Διαφορών (ΠΔ) ή πεπερασµένων στοιχείων (ΠΣ). 
Το κύριο χαρακτηριστικό αυτών των µεθόδων είναι η µη ευελιξία για την επιλογή 
διαφορετικών µεθόδων για κάθε υποπεδίο του αρχικού προβλήµατος. Η µεθοδολογία 
χαλάρωσης στη διεπαφή είναι µια ενδιαφέρουσα εναλλακτική λύση [17], 18]. Εδώ, το 
πεδίο των ΜΔΕ αποσυντίθεται σε υποπεδία, για λόγους που προέρχονται από την 
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φυσική ή για λόγους παραλληλισµού, και την ίδια στιγµή αρχικές µαντεψιές 
καθορίζονται στις διεπαφές µεταξύ των υποπεδίων. Τα υποπροβλήµατα επιλύονται 
και νέες τιµές στις διεπαφές υπολογίζονται µε συγκεκριµένες µεθόδους χαλάρωσης 
στη διεπαφή (επιβάλλοντας τις σωστές συνθήκες για το πρόβληµα) επαναληπτικά έως 
ότου επιτευχθεί η σύγκλιση. 

Περιβάλλοντα επίλυσης προβληµάτων πολλαπλών πεδίων / πολλαπλών 
φυσικών που υλοποιούν τη µεθοδολογία χαλάρωσης στη διεπαφή θα πρέπει να είναι 
ικανά να φιλοξενούν και να ενσωµατώνουν µια ποικιλία υφιστάµενων επιλυτών ΜΔΕ 
και µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή. Αυτοί οι επιλυτές πρέπει να παρέχουν µια 
ελάχιστη λειτουργικότητα συµπεριλαµβανοµένων των εξής: ορισµό πεδίου και ΜΔΕ, 
δηµιουργία πλέγµατος, σχήµα διακριτοποίησης, εκτίµηση της λύσης και της 
παραγώγου σε οποιοδήποτε σηµείο του πεδίου συµπεριλαµβανοµένων των ορίων / 
διεπαφών. Οι υφιστάµενες υλοποιήσεις, που παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο 2, έχουν 
διάφορα µειονεκτήµατα, µεταξύ των οποίων το ότι εξαρτώνται σε µεγάλο βαθµό από 
πλατφόρµες πρακτόρων και την βιβλιοθήκη PELLPACK, αποκαλύπτοντας έτσι την 
ανάγκη µιας νέας υλοποίησης απαλλαγµένης από αυτούς τους περιορισµούς. 

Στην παρούσα µελέτη υλοποιούµε µια από τις µεθόδους χαλάρωσης στη 
διεπαφή, που παρουσιάστηκαν 2η Ετήσια Έκθεση Προόδου, τη geometric (GEO) 
contraction based στη FEniCS. Η FEniCS [19] είναι µια συλλογή ελεύθερου 
λογισµικού για αυτοµατοποιηµένη, αποδοτική επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Οι 
λόγοι για την επιλογή της FEniCS είναι, µεταξύ άλλων, ότι είναι αξιόπιστη, 
αποδοτική, ελεύθερη και υποσχόµενη να υποστηρίζεται και στο µέλλον. Μια 
παράλληλη υλοποίηση της GEO στη FEniCS µε τη βοήθεια του RabbiMQ 
(προσανατολισµένο σε µηνύµατα middleware) [20] παρουσιάζεται, επίσης. Στη 
συνέχεια του κεφαλαίου παρουσιάζονται σύντοµα η FEniCS, το RabbiMQ και 
ζητήµατα τόσο της σειριακής, όσο και της παράλληλης υλοποίησης. 

2.5.2. Υλοποίηση στη FEniCS 
Σκοπεύοντας στην ενσωµάτωση της µεθόδου GEO, µαζί µε άλλες µεθόδους 

χαλάρωσης στη διεπαφή, σε ένα ολοκληρωµένο περιβάλλον επίλυσης προβληµάτων 
που να αφορά προβλήµατα πολλαπλών πεδίων / πολλαπλών φυσικών την 
υλοποιήσαµε στη FEniCS. Η FEniCS παρέχει κλάσεις και µεθόδους µε τις οποίες 
είναι δυνατός ο καθορισµός των ιδιοτήτων των υποπεδίων του προβλήµατος 
(γεωµετρία πεδίου, τελεστής ΜΔΕ και οριακές συνθήκες ή/και συνθήκες διεπαφών). 
Οι µέθοδοί της µπορούν επίσης να δηµιουργήσουν ή/και να βελτιώσουν πλέγµατα 
(τριγωνικά στοιχεία) για κάθε υποπεδίο, να επιλύσουν τα τοπικά προβλήµατα ΜΔΕ 
και να απεικονίσουν τα υπολογισµένα αποτελέσµατα για ολόκληρο το πεδίο και για 
τις διεπαφές. Ο προεπιλεγµένος επιλυτής στα προγράµµατα της FEniCS είναι η αραιή 
LU αποσύνθεση, καθώς είναι ισχυρή για κάποιες χιλιάδες αγνώστους στο σύστηµα 
εξισώσεων. Παρόλα αυτά, η αραιή LU αποσύνθεση γίνεται αργή και πολύ απαιτητική 
σε µνήµη για µεγάλα προβλήµατα. Για αυτό το λόγο η FEniCS παρέχει εναλλακτικά 
και επαναληπτικές µεθόδους, όπως οι preconditioned Krylov επιλυτές, οι οποίοι είναι 
γρηγορότεροι και απαιτούν σηµαντικά λιγότερη µνήµη. Μια πλήρης λίστα των 
διαθέσιµων Krylov επιλυτών και preconditioners µπορεί να βρεθεί στην τεκµηρίωση 
της FEniCS [19]. Στην πραγµατικότητα, οι υλοποιήσεις των επιλυτών που τίθενται σε 
δράση εξαρτώνται από την επιλογή του πακέτου γραµµικής άλγεβρας. Η FEniCS 
υποστηρίζει διάφορα πακέτα γραµµικής άλγεβρας, που αποκαλούνται backends στην 
ορολογία της FEniCS. Το PETSc είναι το προεπιλεγµένο backend και εναλλακτικά 
backends που υποστηρίζονται είναι τα uBLAS, Epetra (Trilinos) και MTL4. 
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Για την καλύτερη κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο ένα πρόβληµα 
επιλύεται στη FEniCS πειραµατιστήκαµε µε το ακόλουθο πρόβληµα-µοντέλο, που 
είναι το Poisson πρόβληµα: 

−∇!𝑢 𝑥 = 𝑓 𝑥 ,    𝑥 𝑖𝑛 𝛺, 
𝑢 𝑥 = 𝑢! 𝑥 ,    𝑥 𝑜𝑛 𝜕𝛺. 

Εδώ, η 𝑢 𝑥 είναι η άγνωστη συνάρτηση, η 𝑓 𝑥  είναι µια ορισµένη 
συνάρτηση, το ∇! είναι ο τελεστής Laplace, το 𝛺 είναι το χωρικό πεδίο και το 𝜕𝛺 
είναι το όριο του 𝛺. Μια ΜΔΕ σαν αυτή, µαζί µε ένα πλήρες σύνολο από οριακές 
συνθήκες αποτελούν ένα πρόβληµα οριακών τιµών, που πρέπει να οριστεί πλήρως 
πριν την επίλυσή του στη FEniCS. 

 

2.5.3. RabbitMQ 
Για την παράλληλη υλοποίηση στην πλατφόρµα FEniCS χρησιµοποιήθηκε το 

RabbitMQ [20]. Το RabbitMQ είναι ένας ελαφρύς, αξιόπιστος, επεκτάσιµος και 
φορητός µεσολαβητής µηνυµάτων. Δίνει στις εφαρµογές µια κοινή πλατφόρµα για 
αποστολή και λήψη µηνυµάτων. Το RabbitMQ τρέχει σε όλα τα κύρια λειτουργικά 
συστήµατα και είναι εύκολο στη χρήση. Υποστηρίζει έναν τεράστιο αριθµό από 
πλατφόρµες ανάπτυξης, µεταξύ των οποίων και την Python, που είναι η πλατφόρµα 
ανάπτυξης της FEniCS. Το RabbitMQ βασίζεται στο Advanced Message Queuing 
Protocol (AMQP). Το AMQP είναι ένα πρωτόκολλο µηνυµάτων που ασχολείται µε 
εκδότες και καταναλωτές. Οι εκδότες παράγουν τα µηνύµατα, οι καταναλωτές τα 
λαµβάνουν και τα επεξεργάζονται. 

Στην παρούσα µελέτη δηµιουργήθηκε ένα σύστηµα κλήσης αποµακρυσµένης 
διαδικασίας (Remote Procedure Call - RPC), βασισµένο στο RabbitMQ καθότι 
υπάρχει µεγάλη ανάγκη για επικοινωνία κατά τη διάρκεια της παράλληλης επίλυσης 
των προβληµάτων ΜΔΕ. Στη συνέχεια θα περιγράψουµε τη διαδικασία δηµιουργίας 
ενός RPC συστήµατος (που επιστρέφει Fibonacci αριθµούς): ένας πελάτης και ένας 
server χρησιµοποιώντας το RabbitMQ. 
 

2.5.4. Σειριακή Υλοποίηση 
Η geometric (GEO) contraction based µέθοδος υλοποιείται σαν ένα FEniCS 

πρόγραµµα γραµµένο στην προγραµµατιστική γλώσσα Python. Η βιβλιοθήκη 
DOLFIN χρησιµοποιείται για την εισαγωγή κλάσεων χρήσιµων για τη δηµιουργία 
των υποπεδίων του προβλήµατος και τη δηµιουργία πλεγµάτων (τριγωνικά στοιχεία) 
σε αυτά τα υποπεδία. Στη συνέχεια δηλώνουµε και εφαρµόζουµε τις οριακές 
συνθήκες, καθώς επίσης και τις αρχικές µαντεψιές στις διεπαφές των υποπεδίων. Το 
πρόβληµα ΜΔΕ πρέπει να εκφραστεί σαν ένα παραµετρικό (variational) πρόβληµα 
και στη συνέχεια να οριστεί στο πρόγραµµα. Μετά τον υπολογισµό της λύσης, 
πραγµατοποιείται και ο υπολογισµός της παραγώγου. 

Η δηµιουργία κατάλληλων συναρτήσεων για την λήψη των τιµών της λύσης 
και της παραγώγου στα σηµεία των διεπαφών (όρια των υποπροβληµάτων), ο 
υπολογισµός των νέων χαλαρωµένων τιµών και το πέρασµά τους πίσω στα 
υποπροβλήµατα σαν ανανεωµένες τιµές για τις διεπαφές ήταν οι κυριότερες 
προκλήσεις της υλοποίησης της GEO.  
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2.5.5. Παράλληλη Υλοποίηση 
Δεδοµένου ότι η µέθοδος GEO είναι εγγενώς παραλληλίσιµη, στην 

παράλληλη υλοποίησή της κάθε κόµβος επιλύει ένα υποπεδίο. Οι υπολογισµένες 
τιµές της λύσης και της παραγώγου στα σηµεία των διεπαφών από κάθε κόµβο (που 
επιλύει ένα υποπεδίο που έχει παραπάνω από ένα γειτονικά υποπεδία) στέλνονται σαν 
ένα RabbiMQ µήνυµα, έτσι ώστε η νέα επανάληψη να ξεκινήσει και στον άλλο 
κόµβο επίσης. Αυτό το σχήµα, που δεν εµπεριέχει ξεχωριστούς κόµβους για να 
διαχειρίζονται τις διεπαφές εξυπηρετεί στη µείωση του αριθµού των µηνυµάτων που 
ανταλλάσσονται, σε µια προσπάθεια να ελαχιστοποιηθεί ο συνολικός χρόνος 
επικοινωνίας. 

Άρα, το µεσαίο πεδίο το επιλύει ένας client και τα άλλα δύο ένας server το 
καθένα. Αυτοί οι servers χειρίζονται και τις διεπαφές.  

 
 

2.6 Ασύγχρονη Μέθοδος Χαλάρωσης Διεπαφών 

2.6.1. Εισαγωγή 
Η επίλυση των σύνθετων µερικών διαφορικών εξισώσεων (PDEs) είναι ένα 

αναπόφευκτο βήµα στις πολυάριθµες επιστηµονικές εφαρµογές. Εντούτοις, αυτό 
είναι µια διαδικασία υπολογιστικά απαιτητική και µε µεγάλες απαιτήσεις µνήµης για 
τις µεγάλης κλίµακας διαφορικές εξισώσεις. Αυτό ισχύει ιδιαίτερα για τα 
προβλήµατα πολλαπλών-περιοχών και πολλαπλής-φυσικής όπου διαφορετικοί 
τελεστές PDE εφαρµόζονται στα διαφορετικά subdomains. Οι τεχνικές αποσύνθεσης 
περιοχών [1], [2] χρησιµοποιήθηκαν πρώτιστα για να αντιµετωπίσουν τέτοια 
προβλήµατα. Περιλαµβάνουν την αποσύνθεση στο γραµµικό επίπεδο άλγεβρας µε 
διακριτοποίηση της περιοχής και της εξίσωσης µε την επιθυµητή µέθοδο. Αν και, το 
κύριο µειονέκτηµά τους είναι η µη ευελιξία στη χρήση της διαφορετικής µεθόδου ανά 
subdomain του αρχικού προβλήµατος. Η µεθοδολογία χαλάρωσης διεπαφών είναι µια 
ενδιαφέρουσα εναλλακτική λύση [3]– [5]. 
Το κύριο πλεονέκτηµα των µεθόδων IR είναι ότι µεταχειρίζονται ένα πρόβληµα 

πολλαπλών-περιοχών /πολλαπλής φυσικής ως αόριστα συνδεµένο σύστηµα των υπο-
προβληµάτων που αποτελούνται από τα πολύ απλούστερα προβλήµατα PDE και 
σχετικά µε τη γεωµετρία και το διαφορικό τελεστή. Πιο συγκεκριµένα, στις µεθόδους 
IR η περιοχή PDE αποσυντίθεται στα subdomains, που παράγονται από την 
ελλοχεύουσα φυσική ή από τις υψηλές υπολογιστικές ανάγκες.  
Σε αυτή τη δράση έγινε µια ασύγχρονη παράλληλη εφαρµογή της µεθόδου 

GEO/IR [6]. Η προτεινόµενη µεθοδολογία κατορθώνει να υπερνικήσει την 
παραδοσιακή δυσχέρεια των παράλληλων µεθόδων IR και να εκµεταλλευτεί τον 
ελλοχεύοντα έµφυτο παραλληλισµό της λύσης των subdomains, που καθιστούν τη 
µέθοδο εξελικτική στη µεγάλη κατανεµηµένη παράλληλη εγκατάσταση. Μια 
προκαταρκτική πειραµατική αξιολόγηση του ασύγχρονου GEO καταδεικνύει την 
εξελιξιµότητα και την αποτελεσµατικότητά της για τη λύση των αρκετά µεγάλων 
προβληµάτων πολλαπλών-περιοχών και πολλαπλής-φυσικής. 

 

2.6.2. Σειριακός αλγόριθµος 
Το πρόβληµα PDE διαιρείται στα υπο-προβλήµατα, κάθε ένα από τα οποία 

διακριτοποιείται µε την κατάλληλη µέθοδο. Οι οριακές συνθήκες πρέπει να 
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διευκρινιστούν και να εφαρµοστούν σε κάθε υπο-πρόβληµα, καθώς επίσης και οι 
αρχικές συνθήκες στις διεπαφές µεταξύ των υποπροβληµάτων. Κατόπιν 
παρουσιάζονται η λύση και η κλίση κάθε υπο-προβλήµατος. Αφότου εκτελείται το 
βήµα λύσης, πρέπει να πάρουµε τις τιµές της λύσης και της κλίσης στα σηµεία 
διεπαφών και να υπολογίσουµε τις νέες χαλαρωµένες τιµές. Με τη µέθοδο GEO / IR 
[6] οι νέες χαλαρωµένες τιµές στα σηµεία διεπαφών λαµβάνονται µε την προσθήκη 
στα παλαιά ενός γεωµετρικά σταθµισµένου µέσου όρου των κανονικών παραγώγων 
ορίου των παρακείµενων subdomains.  

 

2.6.3. Σύγχρονος παράλληλος αλγόριθµος 
Η GEO έχει µια βαθιά στατική παράλληλη εφαρµογή, όπου κάθε κόµβος 

αντιπροσωπεύει έναν υπολογιστικό πυρήνα που λύνει ένα subdomain. Οι 
υπολογισµένες λύσεις PDE και οι κλίσεις στα σηµεία διεπαφών από κάθε κόµβο 
στέλνονται ως µήνυµα στον κόµβο που χειρίζεται το παρακείµενο subdomain. Όταν 
κάθε κόµβος λαµβάνει όλες τις παρακείµενες πληροφορίες σηµείων διεπαφών, 
υπολογίζει τις νέες χαλαρωµένες τιµές σηµείων διεπαφών, που εξυπηρετούν τόσο τις 
νέες εκτιµήσεις για την επόµενη επανάληψη των παρακείµενων subdomains και τις 
στέλνει πίσω σαν µηνύµατα. Όταν οι νέες τιµές διεπαφών σταλούν σε όλα τα 
subdomains, η επόµενη επανάληψη µπορεί να αρχίσει σε όλους τους κόµβους. 

2.6.4. Ασύγχρονος παράλληλος αλγόριθµος 
Η κύρια δυσχέρεια του παράλληλου αλγορίθµου GEO προκύπτει όταν τα υπο-

προβλήµατα έχουν πολλούς γείτονες, τα οποία είναι άνισου µεγέθους, και έτσι άνισου 
υπολογιστικού φόρτου εργασίας. Κατά συνέπεια, κάθε υπο-πρόβληµα πρέπει να 
περιµένει έως ότου τελειώνουν οι όλοι γείτονές του το βήµα λύσης τους και οι νέες 
χαλαρωµένες τιµές έχουν υπολογιστεί για όλες τις διεπαφές. 
Στην ασύγχρονη προσέγγιση παραλληλισµού, το βήµα συγχρονισµού είναι 

χρονικά χαλαρωµένο και κάθε subdomain υπολογίζεται επαναληπτικά βασισµένο στις 
πρόσφατες διαθέσιµες τιµές διεπαφών που παρέχονται από τις γειτονικές υπο-
περιοχές. Το παραπάνω σχήµα δηµιουργεί µια σειρά αναµονής µηνυµάτων για κάθε 
subdomain, µε τη σειρά αναµονής που γεµίζουν µε τα µηνύµατα για τις νέες τιµές 
διεπαφών από τα γειτονικά subdomains. Στην περίπτωση που δεν υπάρχει κανένα νέο 
µήνυµα, ο επιλυτής του subdomain περιµένει. Εάν η σειρά αναµονής δεν είναι κενή, 
όλα τα µηνύµατα καταναλώνονται σε µια διάταξη LIFO για κάθε διεπαφή και τα 
παλαιότερα µηνύµατα απορρίπτονται. Οι νέες τιµές για κάθε διεπαφή υπολογίζονται 
τοπικά και αρχίζει µια νέα επανάληψη των επιλυτών PDE για το αντίστοιχο 
subdomain. Στο τέλος κάθε τοπικής επανάληψης, οι νέες τοπικές υπολογισµένες τιµές 
σε όλες τις διεπαφές στέλνονται ασύγχρονα στους αντίστοιχους γείτονες. Η 
διαδικασία τελειώνει όταν για όλες τις διεπαφές αποτυγχάνουν να βρουν όλα τα 
subdomains τη σηµαντική διαφορά στις νέες τιµές που υπολογίζονται. 

 
 

2.7 Παραλληλοποίηση Alopex 
Στην παρούσα δράση παραλληλοποιήθηκε από την ΚΕΟ 3 η µέθοδος Alopex 

στην εφαρµογή της για το πρόβληµα της υφαλµύρισης υδροφορέων γλυκών υδάτων 
λόγω υπεράντλησης στα πηγάδια στο Βαθύ της Καλύµνου που έχει υλοποιηθεί από 
την ΚΕΟ 1. Στο συγκεκριµένο πρόβληµα η Alopex υπολογίζει επαναληπτικά νέες 
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τιµές αντλήσεων των πηγαδιών σε µια προσπάθεια να βρεθεί εκείνος ο συνδυασµός 
αντλήσεων που δίνει το µέγιστο κέρδος χωρίς ταυτόχρονα να υφαλµυριστεί κάποιο 
πηγάδι. 

Στην παράλληλη υλοποίηση της ΚΕΟ3 ο υπολογισµός νέων τιµών αντλήσεων 
των πηγαδιών διανέµεται σε µεταβλητό αριθµό εικονικών µηχανών που µπορεί να 
ορίζει ο χρήστης ή το σύστηµα ανάλογα µε τους διαθέσιµους πόρους. Αφού 
υπολογιστούν διάφοροι συνδυασµοί αντλήσεων επιλέγεται ένας συνδυασµός µε έναν 
από τους παρακάτω τρόπους είτε βάσει επιλογής του χρήστη είτε τυχαία: 

• η υψηλότερη συνολική άντληση, 
• τυχαία επιλογή όπου ο κάθε συνδυασµός είναι ισοπίθανος 
• τυχαία επιλογή όπου ο κάθε συνδυασµός έχει πιθανότητα επιλογής ανάλογη 
της συνολικής άντλησης 

Επίσης δίνεται η δυνατότητα βάσει επιλογής του χρήστη οι τιµές των 
αντλήσεων στις πρώτες επαναλήψεις να µεταβάλλονται εντονότερα από ότι στις 
επόµενες. 

Τα αποτελέσµατα της εφαρµογής της παράλληλης υλοποίησης της Alopex στο 
πρόβληµα της υφαλµύρισης υδροφορέων γλυκών υδάτων λόγω υπεράντλησης στα 
πηγάδια στο Βαθύ της Καλύµνου είναι ενθαρρυντικά καθώς παρατηρείται σύγκλιση 
σε µικρότερο αριθµό επαναλήψεων. 

 
Συνδυασµός Alopex µε Interface Relaxation µεθόδους 
 
Το πρόβληµα των πηγαδιών στο Βαθύ της Καλύµνου είναι ένα πρόβληµα 

πολλαπλών πεδίων / πολλαπλών φυσικών, οπότε στην παρούσα δράση εξετάζεται η 
δυνατότητα επίλυσής του µε Interface Relaxation µεθόδους σε κάθε Alopex 
επανάληψη. Αρχικά εφαρµόστηκε η GEO IR µέθοδος, η οποία δεν έδωσε καλά 
αποτελέσµατα λόγω της φύσης του προβλήµατος. Οπότε, στη συνέχεια εφαρµόστηκε 
η ROB IR µέθοδος η οποία δίνει ενθαρρυντικά αποτελέσµατα που χρήζουν όµως 
περαιτέρω µελέτης. 
 

3. Αποτελέσµατα Παράλληλης Υλοποίησης Αλγορίθµων 
 

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της παράλληλης 
υλοποίησης των αλγορίθµων που παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο 2. Αρχικά ο έλεγχος 
έγινε µε απλά παραδείγµατα µοντέλων πολλαπλών πεδίων, ακολούθησαν πιο σύνθετα 
προβλήµατα, σε συνεργασία µε µέλη της ΚΕΟ 2. Τέλος, σε συνεργασία µε την ΚΕΟ 
1, η παραπάνω µεθοδολογία εφαρµόστηκε στο πραγµατικό πρόβληµα υφαλµύρισης 
των πηγαδιών στο Βαθύ της Καλύµνου.     

 

3.1. Μέθοδοι χαλάρωσης στη Διεπαφή 
 
Μία σύντοµη µελέτη αξιολόγησης απόδοσης των µεθόδων µπορεί να βρεθεί 

στο [21] (του κεφ. 2.3) όπου παρουσιάζονται και συζητούνται αριθµητικά δεδοµένα 
για µονοδιάστατα προβλήµατα. Τα προβλήµατα αυτά µπορεί να θεωρηθούν πολύ 
απλά για να έχουν πρακτική αξία, αλλά ο πειραµατισµός µαζί τους ανέδειξε διάφορες 
πλευρές της φύσης των µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή. Τα ποιοτικά τους 
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χαρακτηριστικά φαίνονται στον πίνακα 1. Η ταχύτητα σύγκλισης, όπως φαίνεται 
µπορεί να είναι χαµηλή, µέση ή υψηλή. Οι επαναλήψεις µπορούν να προσεγγίζουν 
την πραγµατική λύση µονότονα ή όχι και µπορεί να υπάρχουν µία, δύο ή καµία 
παράµετροι χαλάρωσης για να επιταχύνουν τη σύγκλιση. Κάποιες µέθοδοι είναι ενός 
βήµατος, άλλες όχι και κάποιες χρησιµοποιούν ιστορία (η καινούργια τιµή στη 
διεπαφή ισούται µε την παλιά συν έναν όρο διόρθωσης), ενώ άλλες όχι. 

 
 Ταχύτητα Μονοτ/κότητα 

Σύγκλισης 
Αριθµός 
Παραµέτρων 

Διαθέσιµη 
Θεωρία 

Ιστορία Ενός 
Βήµατος 

A
VE 

Μέση Όχι 2 Λίγη Όχι Όχι 

G
EO 

Μέση Ναι 2 Λίγη Ναι Ναι 

N
EW 

Μέση Όχι Καµία Όχι Ναι Ναι 

R
OB 

Χαµηλή Όχι 1 Λίγη Όχι Ναι 

S
CO 

Μέση Όχι 1 Λίγη Ναι Όχι 

S
HO 

Μέση Ναι Καµία Λίγη Ναι Ναι 

S
PO 

Υψηλή Ναι 1 Όχι Ναι Όχι 

Πίνακας 3: Ιδιότητες των επτά µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή 

Τα βασικά συµπεράσµατα που προκύπτουν από αυτή τη συγκριτική ανάλυση 
είναι ότι υπάρχουν αρκετές µέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή που δείχνουν ότι έχουν 
τις δυνατότητες να δουλέψουν αποδοτικά και ότι µένουν ακόµα πολλά να µάθουµε 
για τη συµπεριφορά τους και για το πώς να διαλέγουµε ανάµεσά τους την κατάλληλη, 
αλλά και το πώς να διαλέγουµε τις παραµέτρους τους. 

Στην παρούσα µελέτη η µέθοδος που θα υλοποιήσουµε είναι η GEO γιατί 
είναι µία από αυτές που έχουν πολύ καλά χαρακτηριστικά, όπως µονοτονικότητα στη 
σύγκλιση, χρήση ιστορίας (η καινούργια τιµή στη διεπαφή ισούται µε την παλιά συν 
έναν όρο διόρθωσης) και το ότι είναι ενός βήµατος. Επίσης γιατί για τη GEO υπάρχει 
µια πρόσφατη υλοποίηση [18] (κεφ. 2.3) µε την οποία µπορούµε να συγκρίνουµε την 
προτεινόµενη υλοποίηση. Η υλοποίηση βέβαια και των υπόλοιπων έξι µεθόδων στο 
περιβάλλον επίλυσης προβληµάτων πολλαπλών πεδίων/ πολλαπλών φυσικών που 
υλοποιούµε είναι στα άµεσα µελλοντικά µας σχέδια. 

3.1.1. Πειράµατα 
Για την εξέταση της ορθότητας και της απόδοσης της υλοποίησης, 

χρησιµοποιείται το ακόλουθο ελλειπτικό πρόβληµα: 
Lu x, y ≡ ∇u x, y + γ!u x, y = f x, y , (x, y) ∈ Ω

u x, y = u! x, y , (x, y) ∈ Ω  

µε f x, y  και u! x, y  επιλεγµένα έτσι ώστε η πραγµατική λύση να είναι: 
u x, y = e! !!! x x− 1 x− 0.7 y y− 0.5                  (3) 

Πιο συγκεκριµένα µελετώνται δύο διαφορετικά προβλήµατα ΜΔΕ που 
αποτελούνται από την προηγούµενη διαφορική εξίσωση και οριακές συνθήκες και τα 
δύο διαφορετικά πεδία που αποτυπώνονται στην εικόνα 6. 
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Εικόνα 2: Τα πεδία του οµοιόµορφου (αριστερά) και του ανοµοιόµορφου (δεξιά) προβλήµατος 

 
 
Για το οµοιόµορφο πρόβληµα τα σηµεία των διεπαφών είναι στα x! =

!
!
 και 

x! =
!
!
 και για το ανοµοιόµορφο πρόβληµα στα x! =

!
!
 και x! =

!
!
 και το γ! = 2. Τα 

πειράµατα εκτελούνται για διάφορες τιµές της παραµέτρου διακριτοποίησης h, η 
οποία έχει θεωρηθεί ίση τόσο στην κατεύθυνση x όσο και στην κατεύθυνση y. Τα 
προκύπτοντα µεγέθη του πλέγµατος παρουσιάζονται στον πίνακα 4. 

 
 

 
 
Οµοιόµορφο πρόβληµα 
 
Περίπτωση H Αριστερό υποπεδίο Μεσαίο υποπεδίο Δεξί υποπεδίο 
Π1 0.1 4x21 4x6 4x11 
Π2 0.05 8x41 8x11 8x21 
Π3 0.025 14x81 14x21 14x41 
Π4 0.0125 28x161 28x41 28x81 
Π5 0.00625 55x321 55x81 55x161 
Π6 0.003125 108x641 108x161 108x321 
Π7 0.0015625 214x1281 214x321 214x641 
 
Ανοµοιόµορφο πρόβληµα 
 
Περίπτωση H Αριστερό υποπεδίο Μεσαίο υποπεδίο Δεξί υποπεδίο 
Π1 0.1 3x21 4x6 6x11 
Π2 0.05 5x41 7x11 11x21 
Π3 0.025 9x81 13x21 21x41 
Π4 0.0125 17x161 25x41 41x81 
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Π5 0.00625 33x321 49x81 81x161 
Π6 0.003125 65x641 97x161 161x321 
Π7 0.0015625 129x1281 193x321 321x641 

Πίνακας 4: Περιπτώσεις ελέγχου που εξετάστηκαν µαζί µε το βήµα διακριτοποίησης και το µέγεθος 
πλέγµατος για το αριστερό, µεσαίο και δεξί υποπεδίο του οµοιόµορφου και του ανοµοιόµορφου προβλήµατος 

 
Το ιστορικό της σύγκλισης αποτυπώνεται στις επόµενες εικόνες. Πιο 

συγκεκριµένα, στο αριστερό γράφηµα παρουσιάζεται η νόρµα µεγίστου της σχετικής 
διαφοράς διαδοχικών επαναλήψεων για τη διεπαφή x! =

!
!
 του οµοιόµορφου 

προβλήµατος για h = 0.1, 0.05, 0.025. Όπως άλλωστε υπόσχεται η µεθοδολογία 
χαλάρωσης στη διεπαφή, παρατηρούµε ότι ο ρυθµός σύγκλισης είναι ανεξάρτητος 
του τοπικού βήµατος διακριτοποίησης h. Για το οµοιόµορφο πρόβληµα και για τη 
διεπαφή x! =

!
!
 στο δεξί γράφηµα παρουσιάζονται η ακριβής και οι υπολογισµένες 

λύσεις για τις επαναλήψεις 1, 3, 6, 10 για h = 0.05.  
 

 
Εικόνα 3: Η νόρµα µεγίστου της 
σχετικής διαφοράς διαδοχικών 
επαναλήψεων για τη διεπαφή x_1=1/3 
του οµοιόµορφου προβλήµατος για 
h=0.1,0.05,0.025. 
 

 
Εικόνα 4: Η ακριβής και οι 
υπολογισµένες λύσεις για το 
οµοιόµορφο πρόβληµα και για τη 
διεπαφή x_1=1/3 για τις επαναλήψεις 
1, 3, 6, 10 για h=0.05. 
 

 
 
Στον πίνακα 5 παρουσιάζονται οι συνολικοί χρόνοι εκτέλεσης της σειριακής και της 
παράλληλης υλοποίησης.  

 
 
Π1 
 

 
Π2 
 

 
Π3 
 

 
Π4 
 

 
Π5 
 

 
Π6 
 

 
Π7 
 

 
Οµοιόµορφο πρόβληµα 
 
Σειριακή 
Υλοποίηση 

1.900 2.664 5.216 12.883 40.883 178.217 996.348 

Παράλληλη 
Υλοποίηση 

3.495 4.068 6.140 13.595 39.808 154.633 723.731 

 
Ανοµοιόµορφο πρόβληµα 
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Σειριακή 
Υλοποίηση 

2.294 2.854 5.111 13.251 37.266 179.561 1057.644 

Παράλληλη 
Υλοποίηση 

3.720 4.264 5.732 10.633 34.172 126.607 918.838 

Πίνακας 5: Χρόνοι συνολικής εκτέλεσης σειριακής και παράλληλης υλοποίησης 

Για το οµοιόµορφο πρόβληµα η παράλληλη υλοποίηση αρχίζει να γίνεται 
γρηγορότερη από την περίπτωση Π5 και µετά, ενώ για το ανοµοιόµορφο από την 
περίπτωση Π4 και µετά. Αυτό είναι λογικό µιας και στο οµοιόµορφο πρόβληµα ένα 
από τα 3 υποπροβλήµατα είναι σηµαντικά µεγαλύτερο από τα υπόλοιπα και άρα είναι 
το κυρίαρχο στο χρόνο εκτέλεσης και της σειριακής και της παράλληλης υλοποίησης. 

Η σειριακή εκτέλεση πραγµατοποιείται σε έναν κόµβο µε 4 Intel(R) Xeon(R) 
CPU E5-2620, 2.00GHz επεξεργαστές και 2GB RAM και η παράλληλη σε 3 κόµβους 
µε την ίδια διαµόρφωση, στην Cloud Υποδοµή του Εργαστηρίου Αναγνώρισης 
Προτύπων, του τµήµατος Μηχ/κών Η/Υ και Πληροφορικής. 

Ο χρόνος των σειριακών εκτελέσεων περιλαµβάνει το συνολικό χρόνο των 
υπολογισµών για τα τρία πεδία και τις δύο διεπαφές για 16 γενιές. Στις παράλληλες 
εκτελέσεις, ο συνολικός χρόνος αντιστοιχεί στο χρόνο που απαιτείται για την επίλυση 
του µεγαλύτερου από τα τρία υποπεδία µαζί µε τους υπολογισµούς για τις διεπαφές 
και την απαραίτητη επικοινωνία, για 16 γενιές. Οι περιπτώσεις ελέγχου επιλέχτηκαν 
για να διερευνηθεί η συµπεριφορά της παράλληλης υλοποίησης και όχι για λόγους 
ακρίβειας. Όσο τα πλέγµατα γίνονται λεπτότερα, ο φόρτος εργασίας  αυξάνεται 
σηµαντικά, ενώ ο χρόνος επικοινωνίας αυξάνεται µε µια τάξη µεγέθους µικρότερη. 
Αυτός είναι ο κύριος λόγος που κέρδος παρατηρείται για λεπτά πλέγµατα. 

3.2. Εφαρµογή Υβριδικού Παράλληλου Monte Carlo Επιλυτή 
Μ.Δ.Ε. 

3.2.1. Πειραµατικά αποτελέσµατα 
Έχουµε εκτελέσει έναν εκτενή αριθµό πειραµάτων σε ένα εικονικό cluster 8 

µηχανηµάτων που τρέχει σε µια OpenStack Cloud υποδοµή του υπολογιστικού 
κέντρου του Τµήµατος Υπολογιστών και Πληροφορικής του ΤΕΙ Δυτικής Ελλάδας. Η 
cloud υποδοµή χρησιµοποιεί ένα Dell Blade Enclosure µε 16 dual processor Xeon 
servers, µε κάθε επεξεργαστή να έχει 6 hyper-threading πυρήνες και 48 Gbytes κύριας 
µνήµης. Τα blades είναι διασυνδεδεµένα µε 1 GBit Ethernet. Κάθε εικονικό 
µηχάνηµα έχει 4 εικονικές CPUs και 8 GBytes RAM. 

Για όλα τα προβλήµατα έχουµε δηµιουργήσει όλους τους πιθανούς 
συνδυασµούς εκτέλεσης για το µέγιστο αριθµό νηµάτων nt={1, 2, 4, 6, 8} ανά 
διεργασία np={1, 2, 4, 8, 16, 32, 64} και τον αριθµό των τυχαίων περιπάτων που 
πραγµατοποιούνται ανά κόµβο από τον Monte Carlo αλγόριθµο walks = {20K, 40K, 
80K, 160K}, ώστε να µπορέσουµε να καθορίσουµε την επιτάχυνση και την 
κλιµάκωση της προτεινόµενης προσέγγισης. Για το profiling της υβριδικής 
υλοποίησης έχουµε χρησιµοποιήσει τον mpiP profiler [10] που είναι µια ελαφριά 
βιβλιοθήκη profiling για MPI εφαρµογές. Επειδή απλά συλλέγει στατιστική 
πληροφορία για τις MPI συναρτήσεις, το mpiP δηµιουργεί σηµαντικά λιγότερη 
επιβάρυνση και πολύ λιγότερα δεδοµένα από εργαλεία ανίχνευσης. Όλη η 
συλλεγόµενη πληροφορία από το mpiP είναι τοπική ανά διεργασία. 

Οι Πίνακες 3-10 παρουσιάζουν τους χρόνους εκτέλεσης και ο Πίνακας 11 την 
επιτάχυνση που επιτεύχθηκε για όλα τα προβλήµατα εισόδου. 
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Πρόβληµα 1 
Np 1 2 4 8 6 2 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 6 8 6 3 3 4 3 
80K 9 14 11 5 4 6 5 
160K 8 4 19 9 6 6 8 

Πίνακας 4: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 1 

Πρόβληµα 2 
Np 1 2 4 8 6 2 4 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 26 9 7 4 3 3 4 
80K 50 14 10 6 4 5 5 
160K 99 25 19 9 6 7 9 

Πίνακας 5: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 2 

Πρόβληµα 3 
Np 1 2 4 8 6 2 4 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 25 0 5 3 3 2 3 
80K 0 6 10 4 3 4 4 
160K 9 8 8 8 5 6 6 

Πίνακας 6: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 3 

Πρόβληµα 4 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 538 183 120 20 62 68 77 
80K 931 298 170 88 80 86 90 
160K 1777 511 295 124 109 122 129 

Πίνακας 7: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 4 

 
Πρόβληµα 5 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 534 183 120 70 62 68 74 
80K 946 298 170 88 180 86 90 
160K 1757 511 295 124 109 122 129 

Πίνακας 8: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 5 

Πρόβληµα 6 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 494 176 423 78 72 75 77 
80K 847 273 164 97 82 92 94 
160K 1550 464 292 135 106 121 30 

Πίνακας 9: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 6 
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Πρόβληµα 7 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 365 176 109 78 72 75 77 
80K 713 273 164 97 82 92 94 
160K 1416 464 292 135 105 121 130 

Πίνακας 10: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 7 

Προβλήµατα εισόδου 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 2008 745 610 306 277 295 312 
80K 3576 1196 699 385 335 371 382 
160K 6796 2037 1230 544 446 505 541 

Πίνακας 11: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – άθροισµα 

Επιτάχυνση προβληµάτων εισόδου 
Np 2 4 8 16 32 64 
Nt 2 4 6 6 8 8 
Min 2.81 2.03 6.33 6.86 6.59 6.42 
Avg 3.08 4.17 8.85 10.60 9.53 9.12 
Max 3.34 5.13 11.48 14.62 12.81 11.92 

Πίνακας 12: Επιτάχυνση 

 
Η λεπτοµερής ανάλυση των εκτελέσεων δείχνει ότι ο αλγόριθµος 

κλιµακώνεται σχεδόν γραµµικά σε σχέση µε τον αριθµό των ενεργών νηµάτων 
επεξεργασίας, δηλαδή τον αριθµό των διεργασιών πολλαπλασιασµένο µε τον αριθµό 
των νηµάτων, έως ότου ο χρόνος εκτέλεσης του Monte Carlo µειωθεί σηµαντικά 
λόγω της παραλληλοποίησης και οι υπόλοιποι πυρήνες τώρα κυριαρχούν στο χρόνο 
εκτέλεσης. 

Οι Εικόνες 21-24 παρουσιάζουν την επιτάχυνση και το χρόνο εκτέλεσης για 
κάποια από τα προβλήµατα εισόδου. 

 
Εικόνα 21: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 2 
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Εικόνα 22: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 4 

 
Εικόνα 23: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 6 

 
Εικόνα 24: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 7 

3.2.2. Συµπεράσµατα  
Στα προηγούµενα κεφάλαια παρουσιάστηκε η ακολουθιακή απόδοση ενός 

επιλυτή ΜΔΕ που εφαρµόζεται σε ελλειπτικές ΜΔΕ (στη Poisson συγκεκριµένα) σε 
ορθογώνια πολλαπλά πεδία τόσο σε δύο όσο και σε τρεις διαστάσεις. Επίσης 
παρουσιάστηκαν λεπτοµέρειες υλοποίησης και επεκτάσεις στον ακολουθιακό 
αλγόριθµο, ώστε να επιτρέψει την αποδοτική υλοποίηση σε ένα περιβάλλον 
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κατανεµηµένης µνήµης. Τα πειραµατικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται δείχνουν 
ότι µια αποδοτική υλοποίηση του βασικού αλγορίθµου µπορεί να επιτευχθεί σε 
αρχιτεκτονικές κατανεµηµένης µνήµης. Η υβριδική υλοποίηση καταφέρνει να 
επιδείξει σηµαντική επιτάχυνση, ενώ διατηρεί την ποιότητα της λύσης σε δείγµατα 
συνόλων δεδοµένων εισόδου. Τα µελλοντικά µας σχέδια περιλαµβάνουν την 
παραλληλοποίηση του Laplace επιλυτή σε µηχανήµατα κατανεµηµένης µνήµης και 
την ενσωµάτωση του υβριδικού αλγορίθµου στην πλατφόρµα FEniCS. 

Τα αποτελέσµατα αυτής της µελέτης, παρουσιάστηκαν στο διεθνές συνέδριο 
NUMAN 2014 (Chania, Greece 9/2014) στην εργασία: P. Alefragis, K.A. Spirou and 
S. Likothanassis: “Application of a hybrid parallel Monte Carlo PDE Solver on 
rectangular multi-domains”. 

 

3.3. Αποτελέσµατα Ασύγχρονης Υλοποίησης IR 
Μεθόδων    

 
Προκειµένου να αξιολογηθούν τα αποτελέσµατα απόδοσης του προτεινόµενου 

ασύγχρονου αλγορίθµου, έχουµε υιοθετήσει ένα απλουστευµένο πρόβληµα που 
αποτελείται από τρία υπο-προβλήµατα και δύο διεπαφές. 

Περιγράφεται ως εξής: 

(2) 

 

πού  είναι , και  και

 επιλέγεται έτσι ώστε η αληθινή λύση είναι: 

(3) 

Οι διεπαφές είναι ενώ . Επτά διαφορετικές περιπτώσεις 

διαµορφώνονται εξετάζοντας τα διαφορετικά µεγέθη πλέγµατος, σύµφωνα µε επτά 
διαφορετικές τιµές της διακριτοποιηµένης παραµέτρου h, η οποία θεωρείται ίση και 
στh x και την y κατεύθυνση. Κάθε διαφορετικό µέγεθος πλέγµατος αντιστοιχεί σε 
έναν διαφορετικό αριθµό σηµείων διεπαφών, που αυξάνονται από 6 σε 321. Το 
αριστερό υπο-πρόβληµα είναι περίπου τέσσερις φορές µεγαλύτερο από τo µεσαίο, ενώ 
το δεξιό είναι περίπου δύο φορές µεγαλύτερο από το µεσαίο υπο-πρόβληµα. Οι δύο 
διεπαφές έχουν τον ίδιο αριθµό σηµείων και εποµένως είναι ίσου φόρτου εργασίας. 
Τα πειράµατα εκτελούνται σε 3 διαφορετικά προκαθορισµένες εικονικές µηχανές. 

Οι εικονικές µηχανές που χρησιµοποιούνται για τα πειράµατα, έχουν 4 εικονικούς 
πυρήνες και 2GB RAM και τρέχουν σε ένα virtualization XenServer περιβάλλον που 
εγκαθίσταται σε έναν κεντρικό υπολογιστή µε 2 Χ Intel (Ρ) Xeon (Ρ) ΚΜΕ E5-2620, 
2.00GHz. 

Η ασύγχρονη εφαρµογή GEO συγκρίνεται µε µια σύγχρονη παράλληλη εφαρµογή 
GEO που παρουσιάστηκε πρόσφατα στην [7] (κεφ. 2.3), από την άποψη της ταχύτητας 
σύγκλισης και του χρόνου εκτέλεσης. 
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Τα παρακάτω σχήµατα απεικονίζουν την πορεία σύγκλισης της ασύγχρονης 
εφαρµογής GEO στα εσωτερικά σηµεία των διεπαφών. Το ΣΧΗΜΑ 1 (α) απεικονίζει 
τις ακριβείς και υπολογισµένες λύσεις στις επαναλήψεις 1, 3, 6, 8 στη διεπαφή 1 για 
την περίπτωση c1. Το ΣΧΗΜΑ 1 (β) παρουσιάζει πορεία σύγκλισης της διεπαφής 1 
και της περίπτωσης c1 για το σύγχρονο αλγόριθµο. Τα αποτελέσµατα µπορούν να 
συγκριθούν και κάποιος µπορεί να δει την οµοιότητα των υπολογισµένων λύσεων ανά 
επανάληψη IR και για τους σύγχρονους και ασύγχρονους αλγορίθµους. Παρόµοια 
αποτελέσµατα ισχύουν για όλες τις περιπτώσεις δοκιµής και των δύο διεπαφών, 
αποδεικνύοντας τη γρήγορη σύγκλιση GEO. 

  
ΣΧΗΜΑ 1.  Πραγµατική λύση και υπολογισµένες λύσεις στις επαναλήψεις 1, 3, 6, 8 
στη διεπαφή 1 για την περίπτωση c1 σε ασύγχρονη (α) και σύγχρονη (β) GEO. 

Στο ΣΧΗΜΑ 2 παρουσιάζεται η max norm της σχετικής διαφοράς των διαδοχικών 
λύσεων στα σηµεία διεπαφών σαν συνάρτηση του αριθµού επαναλήψεων

. Αφορά τη διεπαφή 1 για την περίπτωση c1 και για το προτεινόµενο 

ασύγχρονο GEO και για το σύγχρονο GEO. Αν και για τους δύο αλγορίθµους οι 
αρχικές τιµές στις διεπαφές ua είναι οι ίδιες, αυτό δεν απεικονίζεται στo σχήµα επειδή 

η πρώτη τιµή είναι .Πάλι, τα παρόµοια αποτελέσµατα ισχύουν και για 

όλα τα προβλήµατα δοκιµής και τις δύο διεπαφές. 

Ο ΠΙΝΑΚΑΣ 1 παρουσιάζει τη σύγκριση των χρόνων εκτέλεσης των δύο 
εφαρµογών GEO. Για τη σύγχρονη εφαρµογή, ο συνολικός χρόνος αντιστοιχεί στο 
χρόνο για τη λύση των τριών subdomains µαζί µε το χρόνο των υπολογισµών 
διεπαφών και την απαραίτητη επικοινωνία, για 15 επαναλήψεις, ενώ στην ασύγχρονη 
εφαρµογή µόνο το µεσαίο subdomain εκτελεί 15 επαναλήψεις. Η σύγκριση των 
χρόνων εκτέλεσης αποδεικνύει την υψηλή σηµασία της ασύγχρονης εφαρµογής, ειδικά 
καθώς τα πλέγµατα γίνονται λεπτότερα και έτσι, τα προβλήµατα γίνονται µεγαλύτερα. 

 
Προκειµένου να µελετηθεί και να διευκρινιστεί η συµβολή του προτεινόµενου 

αλγορίθµου, ως στιγµιαία βήµατα για το υιοθετηµένο πρόβληµα δοκιµής, 
προγραµµατίζουµε να αναλύσουµε τα timestamps κάθε επανάληψης IR, για κάθε 
διεπαφή, µέσω της εκτέλεσης του σφαιρικού προβλήµατος, και για το σύγχρονο και 
ασύγχρονο GEO. Θα θεωρήσουµε το σχετικό κανόνα λάθους στις διεπαφές ανά 
επανάληψη προκειµένου να απεικονιστούν οι διαφορές στη συµπεριφορά των δύο 
GEO. Τέλος, έχουµε την πρόθεση για τη µελέτη πώς ο φόρτος εργασίας κάθε κόµβου 
συνδέεται µε το χρόνο εκτέλεσης του σφαιρικού προβλήµατος, µε το χωρισµό και την 
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ένδειξη του χρόνου για solver PDE, τη µέθοδο IR, το χρόνο επικοινωνίας και το χρόνο 
µη απασχόλησης και για τους σύγχρονους και τους ασύγχρονους αλγορίθµους. 

 
ΣΧΗΜΑ 2. Ο max norm της σχετικής διαφοράς των διαδοχικών λύσεων στη διεπαφή 

1 σαν συνάρτηση του αριθµού επαναλήψεων για την περίπτωση c1 για GEO και 
ασύγχρονο GEO. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1.  ΧΡΟΝΟΙ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ ΑΣΥΓΧΡΟΝΟΥ ΚΑΙ ΣΥΓΧΡΟΝΟΥ GEO 

 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 

ASYNCHRONOUS GEO 12.12 12.361 11.81 7.727 14.805 38.022 256.084 

SYNCHRONOUS GEO 3.495 4.068 6.14 13.595 39.808 154.633 723.731 
 
Τα πειραµατικά αποτελέσµατα δείχνουν ότι η προσωρινή χαλάρωση του βήµατος 

συγχρονισµού µεταξύ των subdomains δεν υποβιβάζει τις ιδιότητες σύγκλισης της 
διαδικασίας λύσεων και µειώνει σηµαντικά το χρόνο εκτέλεσης ρολογιού του 
αλγορίθµου. Κατά τη διάρκεια των πειραµάτων, περισσότερο από 300% 
επιταχύνονται επιτεύχθηκαν έναντι της σύγχρονης παράλληλης εφαρµογής. Η 
µελλοντική εργασία θα περιλάβει την ολοκλήρωση ενός σχήµατος υποκλοπής 
(stealing) φορτίου για την καλύτερη χρησιµοποίηση των υπολογιστικών πόρων για τα 
προβλήµατα όπου τα subdomains είναι αριθµητικά περισσότερα τους υπολογιστικούς 
πυρήνες και τις εκτενείς πειραµατικές δοκιµές µε τα πολλαπλά σενάρια στη 
χρησιµοποίηση των υπολογιστικών πόρων, έναν µεγαλύτερο αριθµό περιοχών που 
ποικίλλουν στο µέγεθος και τη δυσκολία και τα διαφορετικά σενάρια στη σύνθεση του 
αρχικού προβλήµατος πολλαπλών-περιοχών. 

 

4. Παραδοτέα 
 

Σύµφωνα µε το τεχνικό Δελτίο Προτεινόµενης Πράξης, η ΚΕΟ3 για τη Δράση 3.1 
είχε τη συµβατική υποχρέωση για τα παρακάτω παραδοτέα.  

 
• 1 Τεχνική Έκθεση 
• 3 δηµοσιεύσεις 
• Το Software παράλληλης υλοποίησης των αλγορίθµων. 

 
Τελικά. Η ΚΕΟ3 σε συνεργασία µε τις άλλες 2 ΚΕΟ έχει ολοκληρώσει τα παρακάτω 
παραδοτέα. 
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α. Υλοποίηση σε Clusters, Grids και Cloud 
 

1. 3 Ετήσιες Τεχνικές Εκθέσεις (επισυνάπτονται) 
 
2. 1 Τελική Έκθεση Προόδου 

 
3. 3 επιστηµονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων σχετικά µε το 
αντικείµενο του έργου. Παρακάτω δίνονται οι αναφορές των άρθρων (το 
πλήρες κείµενο επισυνάπτεται): 

 
• A. Korfiati, P. Tsompanopoulou, S. Likothnassis, “Serial and Parallel 

Implementation of the Interface Relaxation Method GEO”, Numerical 
Analysis Conference (NumAn 2014), September 2-5, Chania, Greece, 
2014. 

 
• P. Alefragis, A. Spyrou and S. Likothanassis, “Application of a hybrid 

parallel Monte Carlo PDE Solver on rectangular multi-domains” 
Numerical Analysis Conference (NumAn 2014), September 2-5, Chania, 
Greece, 2014. 

 
• A.Korfiati, N. Sfika, K. Daloukas, C. Alexakos, P. Tsompanopoulou and 

S. Likothanassis, “IRaaS: A Cloud Implementation of an Interface 
Relaxation Method for the Solution of PDEs”, Proceedings of the World 
Congress on Engineering 2015 Vol I, pp541-546, 2015 (Awarded with a 
Certificate of Merit) 

  
• A. Korfiati, K. Daloukas, P. Alefragis, P. Tsompanopoulou and S. 

Likothanassis, “An Asynchronous Interface Relaxation Method for 
Multi-domain / Multi-Physics Problems”, International Conference on 
Numerical Analysis Applications and Methods (ICNAAM), Rhodes, 
Greece, Sept. 23-29, 2015 (accepted). 

 
4. Στα πλαίσια του έργου ολοκληρώθηκε µια µεταπτυχιακή διπλωµατική 
εργασία, από την εξωτερική συνεργάτιδα κα Αίγλη Κορφιάτη, µεταπτυχιακής 
φοιτήτριας στο µεταπτυχιακό πρόγραµµα ειδίκευσης “Επιστήµη και 
τεχνολογία Υπολογιστών”, του Τµήµατος Μηχανικών Η/Υ και Πληροφορικής 
του Πανεπιστηµίου Πατρών. Η επίβλεψη της Μ.Δ.Ε. έγινε από τον 
Επιστηµονικό Υπεύθυνο της ΚΕΟ3 καθηγητή Σ. Λυκοθανάση. Το θέµα της 
εργασίας είναι: 

 
«Σχεδιασµός και υλοποίηση προηγµένων µαθηµατικών µεθόδων για την 
επίλυση προβληµάτων πολλαπλών πεδίων σε σύγχρονες υπολογιστικές 
αρχιτεκτονικές». 

   
5. Είναι υπό συγγραφή 1 επιστηµονικό άρθρο για υποβολή σε επιστηµονικό 
περιοδικό. Θα αφορά την παραλληλοποίηση  των 2 µεθόδων της Interface 
Relaxation (GEO, ROB) στην Πλατφόρµα FEniCS. 

 
6. Ο κώδικας των παράλληλων υλοποιήσεων των µεθόδων Interface Relaxation 
και Monte Carlo.  
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5. Συνεργασίες 
 

Κατά τη διάρκεια του έργου η ΚΕΟ 3, ανέπτυξε τις παρακάτω συνεργασίες: 
 

1. Με την ΚΕΟ 2, σε θέµατα υλοποίησης της µεθόδου Interface Relaxation στην 
πλατφόρµα FEniCS (µε την Αν. Καθηγήτρια Γ. Τσοµπανοπούλου) και της 
µεθόδου Monte Carlo σε pThreads (µε τον Καθηγητή Μ. Βάβαλη και τον 
υποψήφιο διδάκτορα Μ. Μαρούδα). 
2. Με την ΚΕΟ 1, σε θέµατα παράλληλης υλοποίησης της µεθόδου ALOPEX, 
για την επίλυση του προβλήµατος Περιβαλλοντικής Μηχανικής (πρόβληµα 
υφαλµύρισης). 

 

6. Μελλοντικές Δράσεις 
 
Παρόλο που το έργο ολοκληρώθηκε η ΚΕΟ3 θα συνεχίσει την συνεργασία 

της µε της άλλες δύο ΚΕΟ. Εκτός από τις δράσεις που αναφέρθηκαν στα 
προηγούµενα (όπως παραλληλοποίηση και άλλων IR µεθόδων και συνδυασµός της 
µεθόδου Alopex, µε IR µεθόδους), στα πλαίσια του έργου είναι σε εξέλιξη η 
διδακτορική διατριβή της εξωτερικής συνεργάτιδας κας Αίγλης Κορφιάτη. Η κα 
Κορφιάτη είναι υποψήφια διδάκτωρ στο Μ.Δ.Ε. “Επιστήµη και Τεχνολογία 
Υπολογιστών”, του Τµήµατος Μηχανικών Η/Υ και Πληροφορικής του 
Πανεπιστηµίου Πατρών. Η διατριβή βρίσκεται στο 2ο έτος, υπό την επίβλεψη του 
Επιστηµονικού Υπεύθυνου της ΚΕΟ 3 καθηγητή Σ. Λυκοθανάση και έχει θέµα:   

«Σχεδιασµός και υλοποίηση ολοκληρωµένου περιβάλλοντος επίλυσης 
προβληµάτων σε αρχιτεκτονικές υψηλής επίδοσης και εφαρµογές» 
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