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1 Δράση 1: Συντονισμός Έργου

1.1 Σκοπός & Προγραμματισμός Υλοποίησης από το ΤΔΥ
Συντονιστής: Ι. Σαριδάκης / Πολυτεχνείο Κρήτης / Γενικό Τμήμα

Διάρκεια: 45 μήνες (Σημείωση: Τροποποιήθηκε σε 47)

Έναρξη: 1/1/2012 (Σημείωση: Πράξη Ένταξης του έργου 26/6/2012)

Εκτιμώμενη Λήξη: 30/9/2015 (Σημείωση: Τροποποιήθηκε σε 30/11/2015)

Σύντομη περιγραφή: Σκοπός του συγκεκριμένου ΠΕ είναι ο συντονισμός παρού-
σας πράξης έτσι ώστε να επιτευχθούν οι επιμέρους στόχοι που έχουν τεθεί και
να υλοποιηθεί το σύνολο των παραδοτέων.

Περιγραφή και Υλοποίηση: Το ρόλο του Συντονιστή του έργου αναλαμβάνει ο
Καθηγητής Ι. Σαριδάκης, υπεύθυνος της 1ης ερευνητικής ομάδας (Πολυτεχνείο
Κρήτης). Ο Συντονιστής του έργου σε συνεργασία με τους υπεύθυνους των δύο
άλλων ερευνητικών ομάδων καθηγητές Η. Χούστη και Σ. Λυκοθανάση (αντικα-
τέστησε τον Θ. Παπαθεοδώρου) παρακολουθούν το φυσικό και οικονομικό αντι-
κείμενο, το συντονισμό των εργασιών των τριών συνεργαζόμενων ερευνητικών
ομάδων καθώς και τη σύνταξη των αναλυτικών ετήσιων εκθέσεων προόδου. Οι
ετήσιες εκθέσεις θα περιλαμβάνουν την πορεία της έρευνας και τις επιστημο-
νικές δραστηριότητες που έλαβαν χώρα κατά την υλοποίηση του έργου. Με τη
λήξη της έρευνας, ο Συντονιστής θα υποβάλλει -σε συνεργασία με όλα τα μέλη
της ΚΕΟ- την Τελική Έκθεση Πεπραγμένων και Μελλοντικής Συνεργασίας όπου
θα επισυνάπτονται περιλήψεις όλων των παραδοτέων (επιστημονικών δημο-
σιεύσεων, περιγραφή πακέτων λογισμικού και οδηγίες χρήσης) που θα προκύ-
ψουν από το έργο. Η κεντρική ερευνητική ομάδα αποτελούμενη από όλα τα μέλη
ΔΕΠπου συμμετέχουν στο προτεινόμενο ερευνητικό πρόγραμμα θα συνεδριάζει
κάθε έτος του προγράμματος με στόχο την ανασκόπηση της πορείας του προ-
γράμματος και την συζήτηση και σχολιασμό των ενεργειών που σύμφωνα με τον
προγραμματισμό του έργου θα πραγματοποιούνται μέσα στο επόμενο έτος. Θα
επισημαίνει προβλήματα που προέκυψαν κατά την υλοποίηση του προγράμμα-
τος και θα προτείνει μέτρα για την επίλυσή τους και την αποφυγή επανάληψής
τους στο μέλλον. Οι συναντήσεις αυτές θα ενισχύσουν ταυτόχρονα την επιστη-
μονική επικοινωνία και συνεργασία των ερευνητών του έργου, και, μαζί με τις
συναντήσεις του Συντονιστή και τους Υπεύθυνους των ομάδων εργασίας, θα
αποτελούν το φυσικό κέντρο μελλοντικού σχεδιασμού συγκεκριμένων επιστημο-
νικών δράσεων με στόχο την συνέχεια και επέκταση της συνεργασίας των τριών
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ομάδων και τη δημιουργία εθνικού δικτύου επιστημονικού υπολογισμού. Αναμέ-
νεται να πραγματοποιηθούν συνολικά τέσσερις (4) συναντήσεις, εκάστη διάρ-
κειας τουλάχιστον δύο ημερών, που θα πραγματοποιηθούν στα Χανιά, έδρα του
Πολυτεχνείου Κρήτης, και στο Βόλο, έδρα Πανεπιστήμιου Θεσσαλίας. Τα έξοδα
μετακινήσεων του συντονιστή και των μελών της ΚΕΟ στις συγκεκριμένες συ-
ναντήσεις έχουν ληφθεί υπόψη στον προϋπολογισμό του έργου. Επιπλέον των
παραπάνω δράσεων ο Συντονιστής θα έχει εξαμηνιαίες συσκέψεις με του υπευ-
θύνους των ερευνητικών ομάδων για την ανασκόπηση των διμερών συνεργα-
σιών όσο αφορά τόσο το φυσικό όσο και οικονομικό αντικείμενο και την επίλυση
των επιμέρους προβλημάτων, αλλά, όπως αναφέρουμε και παραπάνω, και το
σχεδιασμό δράσεων για την συνέχεια και επέκταση της συνεργασίας των τριών
ομάδων και τη δημιουργία εθνικού δικτύου επιστημονικού υπολογισμού. Το κό-
στος των μετακινήσεων του συντονιστή και των υπευθύνων των ΚΕΟ έχει ληφθεί
υπ’ όψιν στον προϋπολογισμό του έργου.

Παραδοτέα:

1.1 1η Ετήσια Έκθεση Προόδου

1.2 2η Ετήσια Έκθεση Προόδου

1.3 3η Ετήσια Έκθεση Προόδου

1.4 Τελική Έκθεση Πεπραγμένων και Μελλοντικής Συνεργασίας

1.2 Απολογισμός Πεπραγμένων
Κατά τη διάρκεια του έργου, σύμφωνα με το προγραμματισμό του ΤΔΥ, διορ-

γανώθηκαν επτά (7) τακτικές συναντήσεις εργασίας του συντονιστή και των υπευ-
θύνων των ΚΕΟ με αντικείμενο την παρακολούθηση της πορείας εξέλιξης του
φυσικού και οικονομικού αντικειμένου, τον συντονισμό των ερευνητικών συνερ-
γασιών, καθώς και τη διευθέτηση και επίλυση εκτάκτων διοικητικής φύσεως θε-
μάτων. Μέσω των συναντήσεων αυτών, οι οποίες αποτυπώνονται συνοπτικά
στον σχετικό πίνακα που ακολουθεί, αλλά και της συχνής έκτακτης επικοινωνίας
των υπευθύνων των ομάδων, επετεύχθη η παρακολούθηση του έργου και ο
συντονισμός των εργασιών των τριών ερευνητικών ομάδων. Παράλληλα ο επι-
στημονικός υπεύθυνος και συντονιστής του έργου είχε συχνή επικοινωνία και
υποστήριξη από στελέχη του ΕΛΚΕ Πολυτεχνείου Κρήτης αλλά και στελέχη της
Ειδικής Διαχειριστικής Αρχής (ΕΥΔ) Ε.Π. ”Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση” για
την πλήρη τήρηση των κανόνων διαχείρισης του προγράμματος ”ΘΑΛΗΣ”.

Για την παρακολούθηση και τον συντονισμό του ερευνητικού έργου διοργα-
νώθηκαν τρεις (3) τακτικές και έξι (6) διμερείς ερευνητικές συναντήσεις, οι οποίες
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ΤΑΚΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΥΝΤΟΝΙΣΤΩΝ
A/A ΤΟΠΟΣ ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ ΧΡΟΝΟΣ ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ

1η Πολυτεχνείο Κρήτης Ιούλιος 2012
2η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Απρίλιος 2013
3η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Νοέμβριος 2013
4η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Μάιος 2014
5η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Δεκέμβριος 2014
6η Πανεπιστήμιο Πατρών Μάιος 2015

7η
Πανεπιστήμιο Πατρών

Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Οκτώβριος 2015

αποτυπώνονται στους πίνακες που ακολουθούν. Στις τακτικές συναντήσεις συμ-
μετείχαν όλα τα μέλη των ερευνητικών ομάδων που παρουσίασαν με λεπτομέ-
ρεια την πρόοδο του φυσικού αντικειμένου και την εξέλιξη ολοκλήρωσης των
παραδοτέων όλων των δράσεων. Επίσης σχεδίαζαν και προγραμμάτιζαν τα επό-
μενους ερευνητικούς στόχους και τα βήματα που πρέπει να ακολουθηθούν.

ΤΑΚΤΙΚΕΣ ΕΡΕΥΝΗΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΝΤΗΣΕΙΣ ΚΕΟ / ΟΕΣ

A/A TΟΠΟΣ ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ ΧΡΟΝΟΣ ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΕΙΣ

1η Πολυτεχνείο Κρήτης Ιούλιος 2012 10

2η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Ιούλιος 2013 18

3η Πολυτεχνείο Κρήτης Ιούλιος 2014 9

ΔΙΜΕΡΕΙΣ ΕΡΕΥΝΗΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΝΤΗΣΕΙΣ ΚΕΟ / ΟΕΣ

A/A TΟΠΟΣ ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ ΧΡΟΝΟΣ ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ ΚΕΟ /ΟΕΣ

1η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Νοέμβριος 2013 1 , 2 , 3

2η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Μάιος 2014 1 , 2 , 3

3η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Δεκέμβριος 2014 1 , 2 , 3

4η Πανεπιστήμιο Πατρών Μάιος 2015 1 , 2 , 3

5η Πανεπιστήμιο Πατρών Οκτώβριος 2015 1 , 3

6η Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας Οκτώβριος 2015 1 , 2

http://www.tuc.gr/index.php?id=5245
http://www.tuc.gr/index.php?id=5244
http://www.tuc.gr/index.php?id=5242
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Οι διμερείς συναντήσεις εστίαζαν σε ερευνητικά θέματα συνεργασίας των
ερευνητικών ομάδων με ένταση στον καθορισμό μεθοδολογίας επίλυσης συ-
γκεκριμένων ερευνητικών προβλημάτων. Εξαιρετικά συχνή ήταν επίσης και η
επικοινωνία των ερευνητικών ομάδων μέσω τηλεδιάσκεψης για την παρακολού-
θηση της προόδου, τον προγραμματισμό και την επίλυση ερευνητικών θεμάτων.

Οι συχνές ερευνητικές συναντήσεις επέδρασαν αποτελεσματικά στην επι-
στημονική όσμωση των ερευνητικών ομάδων και στην αρμονική συνεργασία
τους, καθώς και στην ώριμη διεπιστημονική αντιμετώπιση πολλών πολύπλοκων
προβλημάτων. Είχαν δε ως άμεσο αποτέλεσμα την παραγωγή πολλαπλάσιου
ερευνητικού έργου από αυτό που είχε κατ’ αρχήν προγραμματιστεί, αλλά κυ-
ρίως έθεσαν στέρεες βάσεις για την βέβαιη μελλοντική ερευνητική συνεργασία
τους καθώς και της μελλοντικής δημιουργίας ερευνητικού δικτύου επιστημονικού
υπολογισμού.

Τα συνολικά παραδοτέα της δράσης, σύμφωνα με το ΤΔΥ, που έχουν ολο-
κληρωθεί είναι:

1.1 Ετήσια Έκθεση Προόδου 2012

1.2 Ετήσια Έκθεση Προόδου 2013

1.3 Ετήσια Έκθεση Προόδου 2014

1.4 Τελική Έκθεση Πεπραγμένων και Μελλοντικής Συνεργασίας (2015)

2 Δράση 2: Αριθμητικές και ΑναλυτικέςΜέθοδοι για
Ασυνεχή Προβλήματα Πολλαπλών Πεδίων

Σκοπός της παρούσας δράσης, όπως αναφέρεται στο ΤΔΥ, είναι η ανάπτυξη
και μελέτη αριθμητικών και αναλυτικών μεθόδων επίλυσης σύνθετων προβλη-
μάτων Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων (ΜΔΕ), οι οποίες χαρακτηρίζονται από
ασυνεχείς συντελεστές και αναφέρονται σε προβλήματα πολλαπλών πεδίων. Η
υλοποίησή της πραγματοποιείται από τέσσερις διαφορετικές δράσεις (2.1, 2.2,
2.3 και 2.4), ανάλογα με την κατηγορία μεθόδων επίλυσης που χρησιμοποιού-
νται, των οποίων η περιγραφή και η πρόοδος που επετεύχθη την τρέχουσα πε-
ρίοδο ακολουθεί.

2.1 Υβριδικές/Ασυνεχείς Μέθοδοι Collocation
Σκοπός της δράσης 2.1 είναι η ανάπτυξη και μελέτη ορθογώνιων ή spline

collocation μεθόδων για την επίλυση μη-κλασικώνΜΔΕ (multiphysics, multidomain)
και η αντιμετώπιση ασυνεχειών στους συντελεστές, αλλά και η κατανόηση της
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επίδρασης των ασυνεχειών αυτών στην συμπεριφορά της μεθόδου collocation
όσον αφορά τον βαθμό σύγκλισης και την ευστάθεια της μεθόδου, καθώς και της
κατάστασης των αντίστοιχων γραμμικών συστημάτων. Τα αριθμητικά σχήματα
που θα αναπτυχθούν θα υλοποιηθούν σε σειριακά υπολογιστικά περιβάλλοντα
αλλά και σύγχρονα παράλληλα για προβλήματα εφαρμογών (στα πλαίσια δρά-
σεων 3 και 4).

Στην κατεύθυνση αυτή, κεντρική ενέργεια της δράσης απετέλεσε η εισαγωγή
και ανάπτυξη μίας νέας ασυνεχούς Hermite Collocation μεθόδου (Derivative
Discontinuous Hermite Collocation - dDHC) για την επίλυση Προβλημάτων Αρ-
χικών και Συνοριακών Συνθηκών Πολλαπλών Πεδίων (ΠΑΣΣ-ΠΠ). Η νέα dDHC
μέθοδος, σε συνδυασμό με υψηλής ευστάθειας και τάξης κατάλληλα χρονικά
σχήματα Runge-Kutta, εφαρμόστηκε σε γραμμικά και μη-γραμμικά ΠΑΣΣ-ΠΠ
στις 1+1 και 1+2 διαστάσεις και μελετήθηκε η τάξη σύγκλισής της.

Πιο συγκεκριμένα, όπως αναφέρεται και στη Τελική Τεχνική Έκθεση της παρού-
σας δράσης, τα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα που παρήχθησαν κατά τη διάρ-
κεια του έργου περιλαμβάνουν:

• Ανάπτυξη απαραίτητων βασικών μαθηματικών εργαλείων, όπως:

– Νέα κυβικά πολυώνυμα Hermite με ασυνεχή παράγωγο στις διεπαφές
(derivative Discontinuous Hermite Cubic polynomials)

– Νέοι Βασικοί Collocation Πίνακες (Elemental Collocation Matrices -
ECM) για την εισαγωγή και ανάπτυξη της νέας μεθόδου Collocation με
ασυνεχήHermite στοιχεία (derivative DiscontinuousHermite Collocation
- dDHC)

– Kronecker Γινόμενα για την ανάπτυξη της dDHC στις 2 χωρικές δια-
στάσεις

– Γινόμενα Hadamard για την παραγωγή του σχετικού συστήματος Συ-
νήθωνΔιαφορικών Εξισώσεων (ΣΔΕ) της dDHC για μη-γραμμικά προ-
βλήματα πολλαπλών πεδίων.

– Γενικευμένες πολυωνυμικές συναρτήσεις για την Προσέγγιση του Συ-
ντελεστή Διάχυσης σε προβλήματα στις 1+2 διαστάσεις με ασυνέχειες
σε εσωτερικές γωνίες του πεδίου ορισμού.

• Ανάπτυξη της dDHC μεθόδου για:

– Γενικευμένα γραμμικά και μη-γραμμικά παραβολικά ΠΑΣΣ-ΠΠ στις
1+1 διαστάσεις (χρήση Hadamard γινομένων)

– Γενικευμένα γραμμικά και μη-γραμμικά παραβολικά ΠΑΣΣ-ΠΠ, τύπου
stripes, στις 1+2 διαστάσεις (χρήση Hadamard/Kronecker γινομένων)
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– Γενικευμένα γραμμικά και μη-γραμμικά παραβολικά ΠΑΣΣ-ΠΠ, με γω-
νιακές ασυνέχειες, στις 1+2 διαστάσεις

• Ανάπτυξη Hermite Collocation για παραβολικά ΠΑΣΣ-ΠΠ, μέσω της προ-
σέγγισης του ασυνεχούς συντελεστή διάχυσης με γενικευμένα κυβικά πο-
λυώνυμα

• Ανάπτυξη υβριδικής Hermite Collocation, μέσω του συνδυασμού της με
Μεθόδους Χαλάρωσης στις Διεπαφές (ΜΧΔ), για προβλήματα ΠΑΣΣ-ΠΠ
στις 1+1 διαστάσεις

• Ανάπτυξη και μελέτη παράλληλων αλγόριθμων για την επίλυση ΠΑΣΣ-ΠΠ
στις 1+2 διαστάσεις από την dDHC, σε συνδυασμό με Runge-Kutta χρο-
νικά σχήματα, και απεικόνισή τους σε υπολογιστικές αρχιτεκτονικές κοινής
μνήμης με γραφικούς επιταχυντές (GPUs).

Τα παραδοτέα της Δράσης αυτής αποτελούνται από:

• Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μια τελική.

• Δημοσιεύτηκαν 5 επιστημονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών επιστημονι-
κών συνεδρίων, εκ των οποίων δυο πήραν το βραβείο καλύτερης δημοσί-
ευσης:

1. IE Athanasakis, MGPapadomanolaki, EPPapadopoulou and YGSaridakis,
Discontinuous Hermite Collocation and Diagonally Implicit RK3 for a
Brain Tumour Invasion Model, Proceedings of the World Congress on
Engineering 2013, Vol I, pp 241-246, WCE-ICAEM 2013, July 3 - 5,
2013, London, U.K.

2. IE Athanasakis, EP Papadopoulou and YG.Saridakis, Discontinuous
Hermite Collocation and IMEXRunge-Kutta for a TreatedQuasi-linear
Heterogeneous Brain Tumor Model, Proc of INASE-PMAMCM 2015
Recent Advances in Mathematics, pp 183-188, 2015

3. ENMathioudakis, ND Vilanakis, EP Papadopoulou and YG Saridakis,
Parallel Iterative Solution of the Hermite Collocation Equations on
GPUs, Proceedings of the World Congress on Engineering 2013 Vol
II, WCE 2013, July 3 - 5, 2013, London, U.K. (Best Paper Award)

4. IE Athanasakis, EPPapadopoulou and YG.Saridakis, Hermite Collocation
and SSPRK Schemes for the Numerical Treatment of a Generalized
Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov Equation, Proceedings of the World
Congress on Engineering 2015, Vol I, pp. 137-142,WCE-ICAEM2015,
July 1 - 3, 2015, London, U.K. (Best Paper Award)
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5. N. Vilanakis and E. Mathioudakis, Parallel iterative solution of the
Hermite Collocation equations onGPUs II, 2nd International Conference
onMathematical Modeling in Physical Sciences 2013, Journal of Physics:
Conference Series 490 (2014) 012097

• Έχει κατατεθεί ένα άρθρο σε διεθνές επιστημονικό περιοδικό.

• Παραδόθηκε και είναι διαθέσιμο προς χρήση από κάθε ενδιαφερόμενο, το
παραγόμενο λογισμικό επαλήθευσης και εφαρμογής των μεθόδων.

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Τε-
λική Τεχνική Έκθεση της Δράσης 2.1, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα
Α’.

2.2 Μέθοδοι Χαλάρωσης στις Διεπαφές - ΜΧΔ
Σκοπός της παρούσας δράσης, όπως αναφέρεται στο ΤΔΥ, είναι κυρίως η

δημιουργία και μελέτη νέων προχωρημένων μεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή
κατάλληλες για προβλήματα με σύνθετες ΜΔΕ και ιδιαίτερα κατάλληλες για την
αντιμετώπιση ασυνεχειών στους συντελεστές τους. Τα αριθμητικά σχήματα που
θα αναπτυχθούν θα υλοποιηθούν σε σειριακά υπολογιστικά περιβάλλοντα αλλά
και σύγχρονα παράλληλα για προβλήματα εφαρμογών (στα πλαίσια υποέργων
3 και 4).

Κατά τη διάρκεια του έργου τα παραγόμενα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα συ-
νοψίζονται ως εξής:

• Ανασκόπηση μεθόδων για επίλυση προβλημάτων πολλαπλών φυσικών
και χωρίων (multi-domain, multi-physics problems, MDMP problems).

• Ανασκόπηση υπαρχόντων μεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή για ελλει-
πτικά και παραβολικά προβλήματα.

• Έλεγχο και επαλήθευση αλγορίθμων ΜΧΔ σε προβλήματα με μη-κανονικά
πεδία.

• Έλεγχο και επαλήθευση αλγορίθμων ΜΧΔ με ασύγχρονη συμπεριφορά.

• Έλεγχο και επαλήθευση αλγορίθμων ΜΧΔ σε προβλήματα που προκύ-
πτουν από τις εφαρμογές του έργου.

Οι αλγόριθμοι υλοποιήθηκαν σε δυο διαφορετικά περιβάλλοντα, σε Matlab και
σε FENICS. Η δεύτερη περίπτωση περιγράφεται αναλυτικά στις Δράσεις 3 και 4.
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Τα παραδοτέα της Δράσης 2.2, σύμφωνα και με το Τεχνικό Δελτίο του Έργου
είναι:

• Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μια τελική.

• Δημοσιεύτηκαν τα εξής 3 επιστημονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών επι-
στημονικών συνεδρίων και επιστημονικών περιοδικών:

– M. Vavalis, M. Mu, G. Sarailidis, Finite element simulations of window
Josephson junctions, J Comp Applied Math, 236, pp3186-3197, 2012

– P. Tsompanopoulou, Interface Relaxation Methods for the solution of
Multi-Physics Problems, 6th International Conference on Numerical
Analysis(NUMAN2014), Sept. 2-5, 2014, Chania, Greece. pp 260-
265.

– A. Korfiati, K. Daloukas, P. Alefragis, P. Tsompanopoulou and S. Likothanassis,
An Asynchronous InterfaceRelaxationMethod forMulti-domain / Multi-
Physics Problems, International Conference on Numerical Analysis
Applications and Methods (ICNAAM), Rhodes, Greece, Sept. 23-29,
2015.

Σχετικές δημοσιεύσεις που είναι αποτέλεσμα της συνεργασίας μεταξύ των
ερευνητικών ομάδων του έργου και παραδίδονται ως παραδοτέα άλλων
δράσεων περιλαμβάνουν:

– Serial and Parallel Implementation of an Interface Relaxation Method,
6th International Conferenceon Numerical Analysis (NUMAN2014),
A.Korfiati, P. Tsompanopoulou, S. Likothanassis, Sept. 2-5, 2014, Chania,
Greece, pp167-173.

– IRaaS: A Cloud Implementation of an Interface Relaxation Method for
the Solution of PDEs, A.Korfiati, N. Sfika, K. Daloukas, C. Alexakos, P.
Tsompanopoulou, S.Likothanassis, The 2015 International Conference
of Parallel and Distributed Computing (ICPDC 215), July 1-3, 2015,
London, U.K.

– ΑnAsynchronous Interface RelaxationMethod for Multi-domain/Multi-
physics Problems, A. Korfiati, S. Likothanassis, P. Alefragis, K. Daloukas,
P. Tsompanopoulou, 13th International Conference of Numerical Analysis
& Applied Mathematics, Sept 23-29, 2015, Rhodes. Greece.

• Πρότυπο λογισμικό για την επαλήθευση της ορθότητας των μεθόδων:

– Προσθήκες σε πλατφόρμα FENICS για την υποστήριξη των μεθόδων
χαλάρωσης στη διεπαφή.
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– Προσθήκες σε πλατφόρμα FENICS για την εύρεση των interface points
σε μη κανονικές γεωμετρίες με χρήση των KD trees.

– Προσθήκες σε πλατφόρμα FENICS για τη δημιουργία γραφικών πα-
ραστάσεων των λύσεων στο αρχικό χωρίο του προβλήματος.

Στα πλαίσια αυτής της Δράσης, συνεργάστηκαν μέλη από όλες τις ερευνητικές
ομάδες με κύρια ομάδα δράσης την ΚΕΟ 2 (Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας) ως εξής:

KEO 1 KEO 2 KEO 3

Υλοποίηση Μεθόδου GEO (σειριακά) X X

Υλοποίηση Μεθόδου ROB (σειριακά) X X

Υλοποίηση Μεθόδου GEO (cloud) X X

Υλοποίηση Μεθόδου ROB (distrib) X X

Υλοποίηση Μεθόδου GEO (asynch) X X

Υλοποίηση Μεθόδου GEO με Collocation X X

Υλοποίηση Μεθόδου GEO - Κάλυμνος X X Χ

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 2.2, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Β’.

2.3 Στοχαστικές/Ντετερμινιστικές Υβριδικές Μέθοδοι
Η Δράση 2.3 στοχεύει στην ανάπτυξη υβριδικών μεθόδων επίλυσης σύνθε-

των προβλημάτων ΜΔΕ οι οποίες θα αποτελούνται από τον συνδυασμό μίας
στοχαστικής διαδικασίας τύπου Monte Carlo, για να κατατμήσει το αρχικό σύν-
θετο πρόβλημα ΜΔΕ σε ένα σύνολο πλήρως ανεξάρτητων μεταξύ τους υπο-
προβλημάτων, καθώς και ντετερμινιστικών μεθόδων (πεπερασμένων στοιχείων,
πεπερασμένων διαφορών) για τον υπολογισμό προσεγγιστικών λύσεων των
υπο-προβλημάτων. Αισιοδοξούμε ότι θα μπορέσουμε να δημιουργήσουμε ένα
γενικό πλαίσιο για την επίλυση σύνθετων προβλημάτων (και όχι μόνον) αλλά
και ένα πρακτικό εργαλείο για την προσομοίωσης τους. Η υλοποίηση των σχη-
μάτων αυτών σε σύγχρονα παράλληλα υπολογιστικά περιβάλλοντα παρουσιά-
ζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, διότι, πέρα από τον εγγενή παραλληλισμό των στοχα-
στικών μεθόδων, τα εν λόγω σχήματα έχουν διάφορα επιπρόσθετα ελκυστικά
χαρακτηριστικά όσο αφορά την δυνατότητα παραλληλισμού τους, όπως μικρό
λόγο υπολογισμών/επικοινωνίας, ευέλικτους μηχανισμούς ελέγχου ροής, δυνα-
τότητα εύκολης υλοποίησης σε διάφορα υπολογιστικά πρότυπα (multithreading,
cluster, web services, κ.λ.π.).
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Τα κύρια παραγόμενα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα της δράσης συνοψίζονται
ως εξής:

• Μελέτη στοχαστικούς αριθμητικών λυτών (μέθοδοι απλού τυχαίου περιπά-
του σε σφαίρες ή συνέργειες των συμβατικών μεθόδων επίλυσης ντετερμι-
νιστικών ΜΔΕ προβλημάτων και των παραδοσιακών πιθανολογικών Μό-
ντε Κάρλο προσεγγίσεων) για ντετερμινιστικά ελλειπτικά προβλήματα Με-
ρικών Διαφορικών Εξισώσεων(ΜΔΕ) που χαρακτηρίζονται από την multi-
domain ή/και την multi-physics φύση τους.

• Ανάπτυξη γενικής μεθοδολογίας στοχαστικών λυτών και διατύπωσή της
μέσω ενός γενικού αλγορίθμου.

• Τεχνικές / πειράματα υλοποίησης στοχαστικών λυτών.

Τα παραδοτέα της Δράσης 2.3, σύμφωνα και με το Τεχνικό Δελτίο του Έργου
είναι:

• Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μια τελική.

• Δημοσιεύτηκαν 4 επιστημονικά άρθρα σε διεθνή περιοδικά και σε πρακτικά
διεθνών συνεδρίων.

– Manolis Vavalis, Real Valued Block SOR Iterative Methods for the
Helmholtz Equation, Intern. J Num. Methods & Appl., 10(3), 99-126,
2013

– Manolis Vavalis andGiorgos Sarailidis, On the Stochastic/Deterministic
Numerical Solution of Composite Deterministic Elliptic PDEProblems,
Inter. J of Math.l Models and Methods in Applied Science, 9, 740-747,
2015

– E. Maroudas, N. Vilanakis, Ch. Antonopoulos, E. Mathioudakis, Y.
Saridakis and M. Vavalis, Schwarz Splitting For The Steady State
Problem Of Saltwater Intrusion In Coastal Aquifers, Inter. J of Math.l
Models and Methods in Applied Science, 9, 733-739, 2015

– Athanasios Fevgas, Konstantis Daloukas, Panagiota Tsompanopoulou,
and Panayiotis Bozanis, A Study of Sparse Matrix Methods on New
Hardware: Advances andChallenges, International Journal of Monitoring
and Surveillance Technologies Research (IJMSTR), in press

Σχετικές δημοσιεύσεις που παραδίδονται ως παραδοτέα άλλων δράσεων
περιλαμβάνουν:
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– Christos Antonopoulos, Manolis Maroudas and Manolis Vavalis, ”On
PDE problem solving environments for multidomainmultiphysics problems”,
Journal of Mathematics and Statistical Science. Accepted 10/2015, in
press.

– P. Alefragis, A. Spyrou and S. Likothanassis, “Application of a hybrid
parallel Monte Carlo PDESolver on rectangularmultidomains”, Numerical
Analysis Conference (NumAn 2014), September 2-5, Chania, Greece,
2014.

– A. Korfiati, S. Likothanassis, P. Alefragis, K. Daloukas, P. Tsompanopoulou,
Αn Asynchronous Interface RelaxationMethod for Multi-domain/Multi-
physics Problems, 13th International Conference of Numerical Analysis
& Applied Mathematics,Sept 23-29, 2015, Rhodes, Greece.

• Το παραγόμενο λογισμικό που βρίσκεται στους ιστοχώρους:

– https : //github.com/mvavalis/Hybrid−numerical−PDE− solvers

– https : //github.com/mvavalis/multidomain_multiphysics

– Ιστοσελίδα του έργου

Στη δράση αυτή αναπτύχθηκαν εντατικές, αμφίπλευρες και εκτενείς συνεργασίες
με όλα σχεδόν τα μέλη της ομάδας του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας και του Πολυ-
τεχνείου Κρήτης καθώς και μονόπλευρη συνεργασία με μέλη της ομάδας εργα-
σίας του Πανεπιστημίου Πάτρας. Αναπτύχθηκαν επίσης συνεργασίες με εξωτε-
ρικά μέλη από Ελλάδα και εξωτερικό, που δεν υπάγονται στο ερευνητικό έργο.

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 2.3, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Γ’.

2.4 Μέθοδοι Μετασχηματισμού Φωκά
Αντικείμενο της παρούσας δράσης αποτελεί η μελέτη και προσαρμογή της

μεθόδου μετασχηματισμού-Φωκά για την επίλυση σύνθετωνπροβλημάτωνΜΔΕ
με ασυνεχείς συντελεστές. Στην διαδικασία αυτή περιλαμβάνεται η ανάπτυξη
αναλυτικών ή αριθμητικών μεθόδων επίλυσης των γενικευμένων συνθηκών ή
των αντίστοιχων Dirichlet-Neumann απεικονίσεων στην περίπτωση ασυνεχών
συντελεστών καθώς και η ανάπτυξη λύσεων κλειστής μορφήςωςπρος τον χρόνο
σε ευαίσθητα εξελικτικά προβλήματα αιχμής (π.χ. πρόβλημα εξέλιξης καρκινι-
κών όγκων εγκεφάλου) για την άμεση παραγωγή αποτελεσμάτων στον χρόνο
χωρίς ενδιάμεσα χρονικά βήματα.
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Στην κατεύθυνση αυτή, τα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα που παρήχθη-
σαν κατά τη διάρκεια του έργου αναφέρονται στην ανάπτυξη, σε κλειστή μορφή,
της λύσης γραμμικών εξελικτικών προβλημάτων με χρονικές και χωρικές ασυ-
νέχειες στις 1+1 διαστάσεις. Παράλληλα, έγιναν βήματα από συνεργαζόμενες
ερευνητικές ομάδες για την επέκταση του νέου φορμαλισμού στις δύο χωρικές
διαστάσεις, μέσω της μελέτης της γραμμικής εξίσωσης της θερμότητας στις δύο
χωρικές διαστάσεις με πλάγιες Neumann συνοριακές συνθήκες. Πρόσφατα ξεκί-
νησε και η μελέτη μη-γραμμικών προβλημάτων με την παραγωγή αποτελεσμά-
των αναφορικά με την γραμμική και μη γραμμική ΜΔΕ του Schrödinger στις 1+1
διαστάσεις με αρχικές και συνοριακές συνθήκες σε χώρους Sobolev.

Πιο συγκεκριμένα, για την επέκταση και προσαρμογή του γνωστού φορμαλι-
σμού της μεθόδου Φωκά από ομοιογενή ανοικτά χωρία σε ανομοιογενή κλειστά
χωρία χώρου-χρόνου ακολουθήσαμε τα παρακάτω γενικά αλγοριθμικά βήματα:

• Διακριτοποίηση του ολικού χωρίου σε υποχωρία χρόνου-χώρου στα οποία
η λύση του προβλήματος είναι αναλυτική συνάρτηση.

• Παραγωγή κατάλληλων αρχικών και συνοριακών συνθηκών, καθώς και
συνθηκών διεπαφής για κάθε υποχωρίο και εφαρμογή κατάλληλων μετα-
σχηματισμών με αλλαγή μεταβλητών για την απλοποίηση του προβλήμα-
τος.

• Παραγωγή της λύσης του προβλήματος σε κλειστή μορφή σε κάθε υποχω-
ρίο η οποία εξαρτάται από άγνωστες συνοριακές ποσότητες διεπαφής.

• Χρήση των ολικών συνθηκών για την παραγωγή γραμμικού αλγεβρικού
συστήματος και καθορισμό των άγνωστων συνοριακών ποσοτήτων στις
διεπαφές.

• Εφαρμογή τεχνικών επανέναρξης με νέες αρχικές συνθήκες, για προβλή-
ματα με ασυνέχειες στο χρόνο.

• Προσέγγιση της αναλυτικής λύσης με αριθμητικές μεθόδους σε υπερβολι-
κές καμπύλες.

Τα παραδοτέα της παρούσας δράσης, σύμφωνα και με το Τεχνικό Δελτίο του
Έργου είναι:

• Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μια τελική.

• Δημοσιεύτηκαν 4 επιστημονικά άρθρα σε διεθνή περιοδικά και σε πρακτικά
διεθνών συνεδρίων:
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– D.Mantzavinos, M. Papadomanolaki, Y.G. Saridakis and A.G. Sifalakis,
Fokas transformmethod for a brain tumor invasionmodel with heterogeneous
diffusion in 1 + 1 dimensions, J. Applied Numerical Mathematics (2014),
in press, http:/dx.doi.org/10.1016/j.apnum.2014.09.006

– M. Asvestas, A.G. Sifalakis, E.P. Papadopoulou and Y.G. Saridakis,
Fokas method for a multi-domain linear reaction-diffusion equation
with discontinuous diffusivity, 2nd International Conference onMathematical
Modeling in Physical Sciences 2013, Journal of Physics: Conference
Series 490 (2014) 012143

– M. Asvestas, E.P. Papadopoulou, A.G. Sifalakis and Y.G. Saridakis,
The Unified Transform for a Class of Reaction-Diffusion Problems
with Discontinuous Time Dependent Parameters, Proceedings of the
World Congress on Engineering 2015 Vol I, pp 1-6, WCE 2015, July
1 - 3, 2015, London, U.K.

– A.S. Fokas, A. Alexandrou-Himonas andD.Mantzavinos, TheNonlinear
Schrödinger equation on the half line, Transactions of AMS, (accepted
2015)

Σημειώνουμε επίσης στα πλαίσια του έργου συγκαταλέγονται και τα επι-
στημονικά άρθρα:

– A.G. Sifalakis, M. Papadomanolaki, E.P. Papadopoulou and Y.G. Sari-
dakis, The Fokas method for heterogeneous reaction-diffusion brain
toumors that incorporate Radiotherapy andChemotherapy, (submitted
2015)

– D. Mantzavinos and A.S. Fokas, The Unified Transform For The Heat
Equation: II. Non-Separable Boundary Conditions In TwoDimensions,
European J Applied Math, 2015 (http://dx.doi.org/10.1017/S0956792-
515000224).

• Ολοκληρώθηκε και παραδόθηκε η μεταπτυχιακή διατριβή:

– Μ. Ασβεστάς, ”Εφαρμογή της μεθόδουΦωκά στο μαθηματικό μοντέλο
διάχυσης των καρκινικών κυττάρων σε n+1 εγκεφαλικές περιοχές”,
Μεταπτυχιακή Διατριβή 2013

Η ερευνητική δραστηριότητα της παρούσα δράσης πραγματοποιήθηκε από
την ερευνητική ομάδα του Πολυτεχνείου Κρήτης (ΚΕΟ 1) αποτελούμενη από
τους καθ. Ι. Σαριδάκη, καθ. Ε. Παπαδοπούλου, Δρ. A. Σηφαλάκη, Δρ. Μ. Πα-
παδομανωλάκη σε συνεργασία με τον μετακαλούμενο Έλληνα του εξωτερικού
καθηγητή Α. Φωκά (Πανεπιστήμιο Cambridge) και τον ερευνητή Δ. Μαντζαβίνο
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(Πανεπιστήμιο Notre Dame). Στα πλαίσια του έργου συνεργάστηκε και ολοκλή-
ρωσε την ερευνητική διατριβή του ο μεταπτυχιακός φοιτητής Μ. Ασβεστάς.

Έχοντας ολοκληρώσει πλήρως την ανάπτυξη της μεθόδου για γραμμικά προ-
βλήματα πολλαπλών πεδίων στις 1+1 διαστάσεις, οι άμεσοι μελλοντικοί μας στό-
χοι περιλαμβάνουν την επέκταση της μελέτης της μεθόδου Φωκά σε εξελικτικά
προβλήματα πολλαπλών χωρικών πεδίων στις δύο χωρικές διαστάσεις καθώς
και σε ολοκληρώσιμα μη-γραμμικά προβλήματα.

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην
Ετήσια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 2.4, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα
Δ’.

3 Δράση 3: Υλοποίησησε ΣύγχροναΥπολογιστικά
Περιβάλλοντα

Σκοπός της παρούσας δράσης, όπως αναφέρεται στο ΤΔΥ, είναι η χρήση
σύγχρονων υπολογιστικών αρχιτεκτονικών αφενός μεν στην υλοποίηση των αριθ-
μητικών μεθόδων και του αντίστοιχου επιστημονικού λογισμικού, που θα ανα-
πτυχθούν στα πλαίσια της Δράσης 2 (ιδιαίτερα 2.2 και 2.3), αφετέρου δε στην
ανάπτυξη της πλατφόρμας λογισμικού της Δράσης 4. Η υλοποίηση της πραγμα-
τοποιείται από δύο διαφορετικές δράσεις (3.1 και 3.2), ανάλογα με την κατηγορία
αρχιτεκτονικών που χρησιμοποιούνται, των οποίων των οποίων η περιγραφή και
η πρόοδος που επετεύχθη την τρέχουσα περίοδο ακολουθεί.

3.1 Υλοποίηση σε Παράλληλες Αρχιτεκτονικές
Αντικείμενο της συγκεκριμένης δράσης αποτελεί η αποδοτική υλοποίηση των

αριθμητικών μεθόδων για ασυνεχή προβλήματα πολλαπλών πεδίων σε σύγ-
χρονες παράλληλες αρχιτεκτονικές (Clusters, Grids ή/και Clouds). Σύμφωνα με
το προγραμματισμό του έργου έμφαση δόθηκε στις Μεθόδους Χαλάρωσης στις
Διεπαφές (ΜΧΔ - Interface Relaxation) καθώς και στις υβριδικές μέθοδες Monte-
Carlo.

Σύμφωνα και με το τεχνικό δελτίο του έργου, η υλοποίηση των μεθόδων αρ-
χικά έλαβε χώρα σε Clusters και αφορά τόσο ομοιογενή, συμμετρικά σχήματα
όπου γίνεται χρήση ενός συγκεκριμένου προγραμματιστικού μοντέλου ανταλ-
λαγής μηνυμάτων (MPI), όσο και ετερογενή, μη συμμετρικά σχήματα, όπου ο
παραλληλισμός των μεθόδων επιτελείται σε πολλαπλά επίπεδα. Σύμφωνα με
αυτά τα συνεργατικά σχήματα εφαρμόστηκε συνδυασμός μοντέλων ανταλλα-
γής μηνυμάτων (MPI) με μοντέλα προγραμματισμού κοινής μνήμης (OpenMP,



Τελική Έκθεση Προόδου 2015 18

Pthreads) για την περισσότερο ευέλικτη αξιοποίηση των επεξεργαστών πολλα-
πλών πυρήνων που περιέχονται σε κάθε κόμβο του Cluster.

Σε επόμενο στάδιο, η εκτέλεση των προσομοιώσεων έλαβε χώρα σε πε-
ριβάλλον Cloud μέσω χρήσης υπηρεσιών διαδικτύου (web services). Τα πλε-
ονεκτήματα στη περίπτωση αυτή είναι σημαντικά αφού το λογισμικό είναι σε
θέση να αξιοποιεί με καλύτερο τρόπο τους διαθέσιμους υπολογιστικούς πόρους,
ιδιαίτερα κατά την περίπτωση όπου υποβάλλονται μέσω του Cloud αιτήσεις για
παράλληλη εκτέλεση από περισσότερους του ενός χρήστες. Στην κατεύθυνση
αυτή υλοποιήθηκε το μοντέλο Λογισμικό ως Υπηρεσία (SaaS – Software as a
Service), που δίνει τη δυνατότητα ενός φιλικού προς το χρήστη διαδικτυακού
γραφικού περιβάλλοντος που μπορεί να χρησιμοποιηθεί όχι μόνο από σταθ-
μούς εργασίας αλλά και από φορητές συσκευές.

Πιο συγκεκριμένα, κατά τη διάρκεια του έργου έλαβαν χώρα οι παρακάτω
ερευνητικές δραστηριότητες:

• Ανασκόπηση της διεθνούς βιβλιογραφίας και μελέτη των μεθόδων επίλυ-
σης προβλημάτων πολλαπλού πεδίου (Multi Domain) προκειμένου τα μέλη
της ΚΕΟ3 να αποκτήσουν το απαραίτητο θεωρητικό υπόβαθρο κατανόη-
σης των αριθμητικών μεθόδων επίλυσης του προβλήματος, οι οποίες θα
υλοποιηθούν στα παραπάνω περιβάλλοντα. Επίσης, μελετήθηκαν μαθη-
ματικές μέθοδοι της Δράσης 2.

• Ανασκόπηση λογισμικού ανοικτού (ελεύθερου) κώδικα (Open Source) αφε-
νός για γλώσσες προγραμματισμού για παράλληλη υλοποίηση και αφετέ-
ρου για πλατφόρμες λογισμικού, που διαθέτουν υλοποιημένα εργαλεία για
επίλυση PDEs και άλλες αριθμητικές μεθόδους.

• Εγκατάσταση Εικονικού Cluster σε OpenStack και υβριδική παράλληλη
υλοποίηση της μεθόδου MonteCarlo.

• Εγκατάσταση, δοκιμαστική λειτουργία και προετοιμασία (π.χ. σύνδεση με
βιβλιοθήκες) της πλατφόρμας FEniCS για υλοποίηση των ΜΧΔ (μεθόδων
IR).

• Παράλληλη υλοποίηση των ΜΧΔ GEO και ROB στη πλατφόρμα FeniCS
(με RabbitMQ) σε περιβάλλον Cloud.

• Σύγχρονη / ασύγχρονη υλοποίηση της IR GEO στη FeniCS (με RabbitMQ)
σε περιβάλλον Cloud.

• Αξιολόγηση των μεθόδων σε benchmark προβλήματα.

• Υλοποίηση ΜΧΔ σαν Υπηρεσία (IRaaS) σε περιβάλλον Cloud.
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Τα παραδοτέα της παρούσας δράσης, σύμφωνα και με το Τεχνικό Δελτίο του
Έργου είναι:

• Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μια τελική.

• Δημοσιεύτηκαν 3 επιστημονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων:

– A. Korfiati, P. Tsompanopoulou, P. Alefragis, S. Likothnassis, Serial
and Parallel Implementation of the Interface Relaxation Method GEO,
Proc. 6th International Conference on Numerical Analysis (NumAn
2014), pp 167-173, 2014

– P. Alefragis, A. Spyrou and S. Likothanassis, Application of a hybrid
parallel Monte Carlo PDE Solver on rectangular multidomains, Proc.
6th International Conference on Numerical Analysis (NumAn 2014),
pp 1-6, 2014

– Aigli Korfiati, Niki Sfika, Konstantis Daloukas, Christos Alexakos, Panagiota
Tsompanopoulou and Spiros Likothanassis, IRaaS: ACloud Implementation
of an Interface Relaxation Method for the Solution of PDEs, 2015
International Conference of Parallel andDistributedComputing (ICPDC’15),
ProcWorld Congress on Engineering, Vol. I, 541-546, 2015 (Certificate
of Merit)

Σημειώνουμε επίσης ότι δεκτό προς δημοσίευση έχει γίνει και το επιστη-
μονικό άρθρο:

– A. Korfiati, K. Daloukas, P. Alefragis, P. Tsompanopoulou and S. Likothanassis,
AnAsynchronous InterfaceRelaxationMethod forMulti-domain / Multi-
Physics Problems, Προψ. International Conference onNumerical Analysis
Applications and Methods (ICNAAM), 2015 (accepted).

• Ολοκληρώθηκε και παραδόθηκε η μεταπτυχιακή διατριβή:

– Α. Κορφιάτη, ”Σχεδιασμός και υλοποίηση προηγμένων μαθηματικών
μεθόδων για την επίλυση προβλημάτων πολλαπλών πεδίων σε σύγ-
χρονες υπολογιστικές αρχιτεκτονικές”, Μεταπτυχιακή Διατριβή 2014

• Ολοκληρώθηκε και είναι προσβάσιμος ο κώδικας των παράλληλων υλο-
ποιήσεων των μεθόδων InterfaceRelaxation (GEO, ROB) και MonteCarlo.

Κατά τη διάρκεια του έργου η ΚΕΟ 3, ανέπτυξε τις παρακάτω συνεργασίες:
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• Με την ΚΕΟ 2, σε θέματα υλοποίησης της μεθόδου Interface Relaxation
στην πλατφόρμα FEniCS (με την Αν. Καθηγήτρια Γ. Τσομπανοπούλου) και
της μεθόδου Monte Carlo σε pThreads (με τον Καθηγητή Μ. Βάβαλη και
τον υποψήφιο διδάκτορα Μ. Μαρούδα).

• Με την ΚΕΟ 1, σε θέματα παράλληλης υλοποίησης της μεθόδου στοχα-
στικής βελτιστοποίησης ALOPEX, για την επίλυση του προβλήματος Πε-
ριβαλλοντικής Μηχανικής (πρόβλημα υφαλμύρινσης).

Τεχνική περιγραφή των δραστηριοτήτων της τρέχουσας περιόδου περιλαμβά-
νεται στην Ετήσια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 3.1, η οποία επισυνάπτεται στο
Παράρτημα Ε’.

3.2 Υλοποίηση σε FPGAs και Πολυπύρηνα Συστήματα
(Multicores, Manycores)

O σκοπός της Δράσης 3.2 είναι η αποδοτική υλοποίηση, ύστερα από μελέτη
καταλληλότητας, αριθμητικών μεθόδων για ασυνεχή προβλήματα πολλαπλών
πεδίων σε αρχιτεκτονικές επεξεργασίας γραφικών (Graphics Processor Units,
GPU) καθώς και σε επαναδιατασσόμενες (reconfigurable) αρχιτεκτονικές (πχ.
Field Programmable Gate Arrays, FPGAs).

Κατά τη διάρκεια του τα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα περιλαμβάνουν:
• Παρουσίαση ενός καινοτόμου πλαισίου το οποίο αυτοματοποιεί την δια-
χείριση δεδομένων (data management) από ένα σύστημα χρόνου εκτέλε-
σης (runtime system, RTS) σε ένα ετερογενές επεξεργαστικό σύστημα. Το
πλαίσιο αυτό χρησιμοποιεί compile-time ανάλυση βασισμένη στο πολυε-
δρικό μοντέλο (polyhedral model) με σκοπό να συνδέσει υπολογισμούς με
τα δεδομένα που αυτοί οι υπολογισμοί παράγουν και καταναλώνουν.

• Υλοποίηση εκτέλεσης προγράμματος επίλυσης ΜΔΕ με την χρήση τεχνι-
κώνMonte Carlo σε ετερογενές επεξεργαστικό σύστημαCPU/GPUμε χρήση
πολυεδρικού μοντέλου.

• Χρησιμοποιήθηκε το εργαλείο SOpenCL για την υλοποίηση επιταχυντών
υλικού επαναδιατασσόμενης λογικής για εφαρμογές που ανήκουν σταDwarfs
(σύνολα εφαρμογών που κάθε ένα από αυτά τα σύνολα μπορούν να χα-
ρακτηρισθούν από ένα κοινό πρότυπο (pattern) υπολογισμών και επικοι-
νωνίας) όπως είναι το Dense Linear Algebra το οποίο περιλαμβάνει αλ-
γορίθμους (π.χ. LU Decomposition) που επεξεργάζονται πυκνούς πίνα-
κες (dense arrays). Για την ανάπτυξη επιταχυντών υλικού επαναδιατασ-
σόμενης λογικής γίνεται χρήση ενός συνόλου μετροπρογράμματων, των
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OpenDwarfs, που είναι open-source υλοποιήσεις σε OpenCL των Dwarfs.
Τα αποτελέσματα δείχνουν ότι οι FPGAs είναι ανταγωνιστικές με τις GPUs
όσον αφορά την ταχύτητα εκτέλεσης τέτοιων αλγορίθμων.

• Δημιουργήθηκε μια grammar-based μεθοδολογία διαχείρισης δεδομένων
για FPGA επιταχυντές υλικού επαναδιατασσόμενης λογικής.

• Υλοποίηση εκτέλεσης προγράμματος επίλυσης ΜΔΕ με την χρήση τεχνι-
κών Monte Carlo σε FPGAs.

Τα παραδοτέα της παρούσας δράσης, σύμφωνα και με το Τεχνικό Δελτίο του
Έργου είναι:

• Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μια τελική.

• Δημοσιεύτηκαν 3 επιστημονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων και
επιστημονικών περιοδικών:

– K. Krommydas,W. Feng, M. Owaida, CD Antonopoulos, N. Bellas,On
the Characterization of OpenCL Dwarfs on Fixed and Reconfigurable
Platforms, 25th IEEE Systems, Archit. and Processors, IEEE Xplore
Proc ASAP, pp 153-160, 2014 (Best Paper Candidate)

– M.Owaida, CDAntonopoulos, N. Bellas,A grammar inductionmethod
for clustering of operations in complex FPGA’s designs, IEEE 22nd
Int. Symp. F.-Prog. Cust. Mac., IEEE Xplore Proc FCCM, pp 194-201,
2014

– K. Krommydas, W. Feng, CD Antonopoulos, N. Bellas, OpenDwarfs:
Characterization of Dwarf-Based Benchmarks on Fixed andReconfigurable
Architectures, J Sign Process Syst, 2015 (accepted)

Σημειώνουμε επίσης ότι δεκτό προς δημοσίευση έχει γίνει και το επιστη-
μονικό άρθρο:

– P. Skribonis, G. Zindros, I. Parnassos, M. Owaida, Ν. Bellas, P. Ienne,
Exploring Automatically Generated Platforms in High Performance
FPGAs, ParaFPGA2015, Proceedings Advances in Parallel Computing
(accepted).

• Ολοκληρώθηκε και παραδόθηκε η μεταπτυχιακή διατριβή:

– Β. Βασιλειάδης, ”Optimizing memory management on heterogeneous
systems using polyhedral, compile-time techniques”, Μεταπτυχιακή
Διατριβή 2013
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• Ολοκληρώθηκε και είναι προσβάσιμο το λογισμικό του σχεδιασμού των
επιταχυντών υλικού (hardware accelerators) σε γλώσσα Verilog καθώς και
το λογισμικό OpenCL για υλοποίηση σε GPU.

Στα πλαίσια της παρούσας δράσης τα μέλη της ΚΕΟ 2 του Πανεπιστημίου Θεσ-
σαλίας ανέπτυξαν συνεργασία με ερευνητικές ομάδες του πολυτεχνείου École
polytechnique fédérale de Lausanne (EPFL) της Ελβετίας και του πανεπιστη-
μίου Virginia Tech των ΗΠΑ.

Τεχνική περιγραφή των δραστηριοτήτων της τρέχουσας περιόδου περιλαμβά-
νεται στην Ετήσια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 3.2, η οποία επισυνάπτεται στο
Παράρτημα ΣΤ’.

4 Δράση 4: Συγκερασμός και Επικύρωση
Ανάπτυξη πλατφόρμας λογισμικού για προβλήματα πολλαπλών πεδίων κα-

θώς και επικύρωση της για την επίλυση προβλημάτων της Περιβαλλοντικής Μη-
χανικής και της Ιατρικής

4.1 Συγκερασμός Αριθμητικών Μεθόδων και Λογισμικού
Κεντρική επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί η σχεδίαση μιας αρχιτε-

κτονικής η οποία θέτει τις βάσεις για μια ενοποιημένη προσέγγιση αντιμετώπισης
των σύνθετων προβλημάτων που μας απασχολούν καλύπτοντας τόσο την ανα-
γκαιότητα σχεδίασης/ανάπτυξης λογισμικού με δυνατότητα ενσωμάτωσης σύγ-
χρονων υπολογιστικών συστημάτων όσο και ανάπτυξης ενός λειτουργικού πε-
ριβάλλοντος επίλυσης σύνθετων προβλημάτων, το οποίο θα ενσωματώνει με-
θόδους και λογισμικό της Δράσης 2, θα επιτρέπει την εκμετάλλευση των σύγ-
χρονων υπολογιστικών συστημάτων και θα διευκολύνει την αποδοτική χρήση
των λογισμικών μονάδων. Παράλληλο στόχο αποτελεί επίσης και η προσαρμογή
της αρχιτεκτονικής αυτής σε ήδη υπάρχουσα πλατφόρμα ανοικτού λογισμικού
(Fenics) ώστε το περιβάλλον αυτό να αποτελέσει και την πλατφόρμα αξιολόγη-
σης των μεθόδων επίλυσης σύνθετων ΜΔΕ και δυνητικά την επικύρωσή τους
σε σημαντικά προβλήματα της Περιβαλλοντικής Μηχανικής και της Ιατρικής. Πιο
συγκεκριμένα, οι σημαντικότεροι στόχοι της δράσης είναι οι ακόλουθοι:

• Επιλογή βασικού Περιβάλλοντος Επίλυσης Προβλημάτων (ΠΕΠ).

• Επέκταση του ΠΕΠ για την υποστήριξη της κλάσης προβλημάτων ενδια-
φέροντος του έργου.
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• Επέκταση του ΠΕΠ για την αξιοποίηση σύγχρονων υπολογιστικών συστη-
μάτων και πιο συγκεκριμένα ετερογενών συστημάτων, υποδομής cloud,
αλλά και σύγχρονου υλικού αποθήκευσης (flash storage).

Κατά τη διάρκεια του έργου τα σημαντικότερα παραγόμενα ερευνητικά αποτελέ-
σματα συνοψίζονται ως εξής:

• Θέσπιση κριτηρίων επιλογής, έρευνα, αξιολόγηση και επιλογή του πακέτου
FEniCS ως βασικού ΠΕΠ.

• Επέκταση του ΠΕΠ με βελτιωμένο περιβάλλον μετα-υπολογισμού για προ-
βλήματα πολλαπλών πεδίων / πολλαπλής φυσικής. Υλοποίηση μεθόδων
Schwarz, Interface Relaxation GEO/ROB και Monte-Carlo.

• Επέκταση του ΠΕΠ για την αξιοποίηση σύγχρονων υπολογιστικών συστη-
μάτων και πιο συγκεκριμένα ετερογενών συστημάτων, υποδομής Cloud
αλλά και σύγχρονων μέσων αποθήκευσης (flash storage) για την επίλυση
μεγάλων αραιών γραμμικών συστημάτων.

Τα παραδοτέα της παρούσας δράσης, σύμφωνα και με το τεχνικό δελτίο του
έργου, είναι τα ακόλουθα:

• Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μια τελική.

• Πρότυπο λογισμικό για Περιβάλλον Επίλυσης Προβλημάτων το οποίο πε-
ριλαμβάνει τα ακόλουθα επιμέρους στοιχεία:

– Προσθήκες στην πλατφόρμα FEniCS για την υποστήριξη προβλη-
μάτων MDMP (μέθοδοι Schwarz, υβριδική αιτιοκρατική/στοχαστική,
GEO, ROB).

– Προσθήκες στην πλατφόρμα FEniCS για την υποστήριξη εναλλακτι-
κών αρχιτεκτονικών (επέκταση Whale).

– Προσθήκες στην πλατφόρμα FEniCS για την αξιοποίηση cloud με
χρήση web services.

– Προσθήκες στην πλατφόρμα FEniCS για την αξιοποίηση προσαρμο-
σμένων (custom) μηχανισμών cloud.

– Η προσαρμοσμένη (custom) πλατφόρμα cloud IRaaS.

• Πλέον των παραδοτέων που προέβλεπε το τεχνικό δελτίο, στα πλαίσια της
δράσης παρήχθησαν και οι ακόλουθες πέντε δημοσιεύσεις:
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– Athanasios Fevgas, Panagiota Tsompanopoulou, Panayiotis Bozanis,
Exploring the Performance of Out-of-Core Linear Algebra Algorithms
in Flash based Storage, Proceedings of the 6th International Conference
on Numerical Analysis (NumAn 2014), pp. 97-102, 2014.

– Athanasios Fevgas, Konstantis Daloukas, Panagiota Tsompanopoulou,
Panayiotis Bozanis,Efficient Solution of Large Sparse Linear Systems
in Modern Hardware, Proceedings of the 6th International Conference
on Information, Intelligence, Systems and Applications (IISA2015),
2015 (accepted)

– Niki Sfika, Aigli Korfiati, Christos Alexakos, Spiros Likothanassis, Konstantis
Daloukas and Panagiota Tsompanopoulou,Dynamic CloudResources
Allocation on Multidomain/Multiphysics Problems, Proceedings of the
3rd International Conference on Future Internet of Things and Cloud
(FiCloud 2015), pp 31-37, 2015.

– Christos Antonopoulos, Manolis Maroudas and Manolis Vavalis, On
PDEproblem solving environments for multidomainmultiphysics problems,
Journal of Mathematics and Statistical Science, 2015 (in press).

– V. Vasileiadis, CDAntonopoulos, G. Zindros,Automating datamanagement
in heterogeneous systems using polyhedral analysis, PCI 2015, ICPS
ACM Proc, pp 317-322, 2015

Επισημαίνουμε επίσης ότι σειρά εργασιών που πραγματεύονται και με το
αντικείμενο της παρούσας δράσης έχουν κατατεθεί ως παραδοτέα άλλων
δράσεων.

Η Δράση 4.1, ως κεντρική στο έργο MATENVMED καθώς καλείται να ενοποιήσει
και να συγκεράσει τις ερευνητικές προσπάθειες που αναπτύσσονται στις υπόλοι-
πες δράσεις του έργου, ενθάρρυνε τη συνεργασία μεταξύ και των 3 ερευνητικών
ομάδων. Πιο συγκεκριμένα, στον Πίνακα 1 συνοψίζονται οι βασικές δραστηριό-
τητες που αναπτύχθηκαν στα πλαίσια της δράσης και αναφέρονται οι ομάδες
που συμμετείχαν.

Βασική επιδίωξη στο άμεσο μέλλον είναι η προτυποποίηση της υποδομής που
αναπτύχθηκε και η προσφορά της στην κοινότητα του FEniCS ώστε να είναι ευ-
ρέως διαθέσιμη και να αυξηθεί η βάση χρηστών της. Επιπλέον, ιδιαίτερο ενδια-
φέρον έχει η υλοποίηση επιπλέον υπηρεσιών για την υποστήριξη εφαρμογών
MDMP και η βελτιστοποίηση επίδοσης. Τέλος, στόχος είναι η αξιοποίηση της
πλατφόρμας που αναπτύχθηκε και για άλλες πραγματικές, κρίσιμες εφαρμογές
παρόμοιες με αυτές που αποτέλεσαν αντικείμενο του έργου.
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ΚΕΟ 1 ΚΕΟ 2 ΚΕΟ 3

Προδιαγραφές ΠΕΠ x x x

Απαιτήσεις για υποστήριξη προβλημάτων MDMP x x x

Υλοποίηση Μεθόδου GEO x x

Υλοποίηση Μεθόδου ROB x x

Υλοποίηση Μεθόδου Schwarz x x

Υλοποίηση Μεθόδου Hybrid x x

Υποδομή Υποστήριξης GPUs/FPGAs/Flash Storage x

Υποδομή Υποστήριξης Cloud (Web Services) x

Υποδομή Υποστήριξης Cloud (IRaaS) x

Εφαρμογή σε Προβλήματα Υφαλμύρισης x x x

Πίνακας 1: Συνεργασίες στα πλαίσια της Δράσης 4.1.

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 4.1, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Ζ’.

4.2 Επικύρωση Αποτελεσμάτων σε Προβλήματα Ιατρικής
Το πρόβλημα της εξέλιξης καρκινικών εγκεφαλικών όγκων είναι ένα εξαιρε-

τικής κρισιμότητας πρόβλημα του οποίου η ιατρική αντιμετώπιση παρουσιάζει
μεγάλες δυσκολίες. Τα μαθηματικά μοντέλα που χρησιμοποιούνται για να πε-
ριγράψουν το πρόβλημα αυτό ανήκουν στην κατηγορία των ΜΔΕ με ασυνεχείς
συντελεστές, λόγω ανομοιογένειας του εγκεφαλικού ιστού, και συνεπώς ανήκουν
στην κατηγορία των σύνθετων ΜΔΕ που μελετώνται στο παρόν έργο. Κεντρική
επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί αφενός μεν η επικύρωση των απο-
τελεσμάτων μας (αποδοτικότητα μεθόδων) με ένα τόσο σημαντικό πρόβλημα,
αφετέρου δε η μελέτη της εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου, με χρήση νέων
μεθόδων, λογισμικού και σύγχρονων υπολογιστικών αρχιτεκτονικών.

Κατά τη διάρκεια του έργου τα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα της δράσης ανα-
φέρονται:

• Στον συνδυασμό αριθμητικών σχημάτων χρονικής διακριτοποίησηςRunge-
Kutta και της ασυνεχούς μεθόδου dDHC για την επίλυση σε σειριακά και
ετερογενή (CPU/GPU) παράλληλα υπολογιστικά περιβάλλοντα:

– Γραμμικών και μη-γραμμικών μοντέλων εξέλιξης καρκινικών όγκων
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εγκεφάλου στις 1+1 και 2+1 διαστάσεις (τύπου stripes) τα οποία δύνα-
νται να ενσωματώνουν και πρωτόκολλα ραδιοθεραπείας και χημειο-
θεραπείας.

– Μη-γραμμικών μοντέλων βιολογικής εισβολής πληθυσμών που περι-
γράφονται από τις γενικευμένες ΜΔΕ του Fisher και των Kolmogorov-
Petrovskii-Piskunov.

• Στην επικύρωση της μεθόδου μετασχηματισμού Φωκά (βλ. Τελική Τεχνική
Έκθεση 2015 Δράσης 2.4) μέσω της μελέτης γραμμικών μοντέλων εξέλιξης
καρκινικών όγκων εγκεφάλου στις 1+1 διαστάσεις τα οποία δύνανται να
ενσωματώνουν και πρωτόκολλα ραδιοθεραπείας και χημειοθεραπείας.

• Στην μελέτη γραμμικών μοντέλων εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου
σε πραγματικά εγκεφαλικά πεδία πουπεριγράφονται απόMagnetic Resonance
Imaging (MRI) εγκεφάλου μέσω της πλατφόρμας λογισμικού FEniCS.

Στο ανωτέρω πλαίσιο αξίζει να σημειώσουμε ότι:

• Για την επικύρωση της νέας ασυνεχούς dDHC μεθόδου σε γενικευμένα
γραμμικά μη-γραμμικά μοντέλα εξέλιξης επιθετικών καρκινικών όγκων εγκε-
φάλου, καθώς και μοντέλα βιολογικής εισβολής πληθυσμών, και με στόχο
την αύξηση της αποδοτικότητας (τάξη σύγκλισης, υπολογιστικό κόστος,
κλπ ) της μεθόδου χρησιμοποιήθηκαν:

– Σχήματα Diagonally Implicit Runge-Kutta (DIRK) και Implicit Explicit
RK (IMEX RK), αντίστοιχα, σε γραμμικά και μη-γραμμικά μοντέλα εξέ-
λιξης καρκινικών κυττάρων σε ανομοιογενή εγκεφαλικό ιστό,

– Σχήματα Strong Stability Preserving RK (SSPRK) σε γενικευμένα Fisher
και KPP μη-γραμμικά προβλήματα βιολογικής εισβολής/μετακίνησης
πληθυσμών σε ομοιογενή περιβάλλοντα.

• Για την αποτελεσματική εφαρμογή πρωτοκόλλων θεραπείας στα μοντέλα
εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου εισήχθησαν στρατηγικές επανέναρ-
ξης της αριθμητικής (μέθοδος dDHC) ή αναλυτικής (μέθοδος Φωκά) διαδι-
κασίας στα χρονικά σημεία αλλαγής πρωτοκόλλων.

• Για την μελέτη προβλημάτων πραγματικής γεωμετρίας, που περιγράφεται
από MRI εγκεφάλου, αναπτύχθηκαν τεχνικές αναγνώρισης ψηφιοποίησης
και διακριτοποίησης περιοχών εγκεφαλικού ιστού με διαφορετικό συντελε-
στή διάχυσης, οι οποίες στη συνέχεια εισήχθησαν στην πλατφόρμα FeniCS
και μέσω της οποίας παρήχθησαν τα πρώτα αποτελέσματα αναφορικά με
γραμμικά μοντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων.
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Τα παραδοτέα της παρούσας δράσης, σύμφωνα και με το τεχνικό δελτίο του
έργου, είναι τα ακόλουθα:

• Τρεις (3) ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μία (1) τελική τεχνική έκθεση

• Τρία (3) επιστημονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων με κριτές (εκ
των οποίων ένα έχει λάβει βραβείο καλύτερης δημοσίευσης):

– IE Athanasakis , EP Papadopoulou and YG Saridakis, Runge-Kutta
and Hermite Collocation for a biological invasion problem modeled
by a generalized Fisher equation, 2nd International Conference on
Mathematical Modeling in Physical Sciences 2013, Journal of Physics:
Conference Series 490 (2014) 012133.

– AGSifalakis, MGPapadomanolaki, EPPapadopoulou and YGSaridakis,
The Unified Transform for a Reaction-Diffusion Brain Tumor Model
that Incorporates Tissue Heterogeneity and Radiotherapy, Proc of
INASE-PMAMCM 2015 Recent Advances in Mathematics, pp 137-
142, 2015

– IE Athanasakis, NDVilanakis and ENMathioudakis,Solving Discontinuous
Collocation Equations for a Class of Brain Tumor Models on GPUs,
Proceedings of the World Congress on Engineering 2013 Vol I, 2015,
July 1 - 3, 2015, London, U.K. (Best Paper Award)

Άλλες εργασίες που αφορούν σε προβλήματα εξέλιξης καρκινικών όγκων
έχουν παραδοθεί ως παραδοτέα άλλων δράσεων.

• Λογισμικό επαλήθευσης και εφαρμογής των μεθόδων.

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 4.2, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Η’.

4.3 ΕπικύρωσηΑποτελεσμάτων σε Προβλήματα Περιβαλλο-
ντικής Μηχανικής

Το πρόβλημα της υφαλμύρισης (διείσδυση θαλασσινού ύδατος) υπόγειων
υδροφορέων γλυκών υδάτων έχει αναδειχθεί σε ένα σημαντικής σπουδαιότη-
τας οικολογικό πρόβλημα που απασχολεί τη χώρα, ιδιαίτερα δε τη νησιωτική. Τα
μαθηματικά μοντέλα που χρησιμοποιούνται για να περιγράψουν το πρόβλημα
αυτό ανήκουν επίσης στην κατηγορία των ΜΔΕ με ασυνεχείς συντελεστές, λόγω
ανομοιογένειας της υδραυλικής αγωγιμότητας του εδάφους, και συνεπώς ανή-
κουν στην κατηγορία των σύνθετων ΜΔΕ που μελετώνται στο παρόν έργο. Κε-
ντρική επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί αφενός μεν η επικύρωση των
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αποτελεσμάτων μας (αποδοτικότητα μεθόδων και λογισμικού) με ένα σημαντικό
περιβαλλοντικό πρόβλημα, αφετέρου δε την ανάπτυξη λογισμικού για τη μελέτη
της βέλτιστης διαχείρισης του υδροφορέα με υψηλής ακρίβειας μεθόδους αλλά
και αλγορίθμους βελτιστοποίησης.

Στα πλαίσια αυτά, κύριοι άξονες των ερευνητικών αποτελεσμάτων κατά τη διάρ-
κεια του έργου απετέλεσαν οι:

• Ανάπτυξη/προσαρμογή και μελέτη συμπεριφοράς του στοχαστικού αλγο-
ρίθμου βελτιστοποίησης Algorithm of Pattern Extraction (ALOPEX) για βέλ-
τιστη διαχείριση της άντλησης από παράκτιους υδροφορείς,

• Συνδυασμός του αλγορίθμου ALOPEX αφενός μεν με τις πλατφόρμες λογι-
σμικού PTC και FEniCS, αφετέρου δε με την μέθοδο collocation HC (Δράση
2.1), με στόχο την ολοκληρωμένη αριθμητική διαχείριση του προβλήματος
διείσδυσης υφάλμυρου νερού σε παράκτιους υδροφορείς και ιδιαίτερα των
υδροφορέων της Χερσονήσου Ηρακλείου Κρήτης και του Βαθέως Καλύ-
μνου.

Στο ανωτέρω πλαίσιο αξίζει να σημειώσουμε ότι:

• Για την ανάπτυξη και μελέτη της νέα μορφής του στοχαστικού αλγορίθ-
μου βελτιστοποίησης ALOPEX καθώς και ενός πλήρους συστήματος κυ-
ρώσεων για την επιβολή των περιοριστικών συνθηκών του προβλήματος
χρησιμοποιήθηκαν:

– Το προσεγγιστικό μοντέλο του Strack το οποίο βασίζεται στις παραδο-
χές αφενός μεν ύπαρξης απότομης σφήνας (sharp interface) και συ-
νεπώς ανυπαρξία ζώνης υφάλμυρου νερού (transition zone) μεταξύ
του γλυκού και αλμυρού ύδατος, και αφετέρου της εξίσωσης Ghyben-
Herzberg η οποία σε συνθήκες σταθερής κατάστασης (steady state)
προσεγγίζει τη θέση της υφάλμυρης σφήνας.

– Νέα αντικειμενική συνάρτηση κόστους, ικανής να συνδυάζεται με δια-
δικασίες feedback.

– Νέες μεταβλητές παράμετροι θορύβου (noise) και ανάδρασης (feedback)
του στοχαστικού αλγορίθμου βελτιστοποίησης ALOPEX καθώς και τι-
μές τους για την επιτάχυνση της σύγκλισης.

– Νέο σύστημα κυρώσεων (penalty) για τον έλεγχο εξέλιξης της διαδι-
κασίας βελτιστοποίησης ALOPEX.

– Νέα κριτήρια τερματισμού της διαδικασίας βελτιστοποίησης.

• Για την επικύρωση μεθόδων και λογισμικού μελετήθηκε:
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– Ο υπόγειος παράκτιος υδροφορέας της Χερσονήσου Κρήτης στις δύο
και τρεις διαστάσεις μέσω της συνδυαστικής εφαρμογής του στοχαστι-
κού αλγορίθμου βελτιστοποίησης ALOPEX και των πακέτων λογισμι-
κού FEniCS και PTC, αντίστοιχα.

– Δισδιάστατες ορθογώνιες προσεγγίσεις του υπόγειου παράκτιου υδρο-
φορέα στο Βαθύ Καλύμνου μέσω της συνδυαστικής εφαρμογής του
στοχαστικού αλγορίθμου βελτιστοποίησης ALOPEX και της πλατφόρ-
μας FEniCS, της μεθόδου Hermite Collocation αλλά και αναλυτικών
προσεγγίσεων.

• Αναπτύσσεται μεθοδολογία για την εκ των προτέρων εγγύηση ευστάθειας
των υπολογισμών.

Τα παραδοτέα της δράσης, σύμφωνα και με το τεχνικό δελτίο του έργου, πε-
ριγράφονται ως εξής:

• Τρεις (3) ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μία (1) τελική τεχνική έκθεση

• Τρία (3) επιστημονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων με κριτές:

– PNStratis, ZADokou, GPKaratzas, EPPapadopoulou and YGSaridakis,
Stochastic Optimization andNumerical Simulation for PumpingManagement
of the Hersonissos Freshwater Coastal Aquifer in Crete, Proc. of INASE-
WHH 2015 Recent Advances in Environmental and Earth Sciences
and Economics, pp 329-334, 2015.

– IE Athanasakis, ZADokou, ENMathioudakis, PNStratis andNDVilanakis,
Combining Stochastic Optimization and Numerical Methods-Software
for the Pumping Management of Coastal Aquifers: Case Study of a
Rectangular Homogeneous Aquifer, J Math. Mod. Methods in Applied
Sciences, 9, pp. 727-732, 2015

– PN Stratis, YG Saridakis, MS Zakynthinaki and EP Papadopoulou,
ALOPEX stochastic optimization for pumping management in fresh
water coastal aquifers, 2nd Intern. Conf. on Mathematical Modeling in
Physical Sciences 2013, Journal of Physics: Conference Series 490
(2014) 012112

Επίσης έχουν υποβληθεί δύο (2) άρθρα για δημοσίευση σε διεθνή επιστη-
μονικά περιοδικά:

– PN Stratis, GP Karatzas, EP Papadopoulou, MS Zakynthinaki and
YG.Saridakis,Stochastic optimization for an analytical model of saltwater
intrusion in coastal aquifers, PLOSone (Revised version Submitted
2015)
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– PNStratis, ZADokou, GPKaratzas, EPPapadopoulou, and YG.Saridakis,
PTC Simulations, Stochastic Optimization and Safety Strategies for
Groundwater Pumping Management: Case Study of the Hersonissos
Coastal Aquifer in Crete, Applied Water Science (submitted 2015)

Τεχνική περιγραφή των ερευνητικών αποτελεσμάτων περιλαμβάνεται στην Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση της Δράσης 4.3, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα Θ’.

5 Δράση 5: Αξιολόγηση
Έπειτα από:

• Μελέτη του Τεχνικού Δελτίου Έργου, των Τεχνικών Εκθέσεων και όλων των
Επιστημονικών Άρθρων,

• Παρακολούθηση όλων τωνπαρουσιάσεων της Ημερίδας Παρουσίασης των
Αποτελεσμάτων

• Συνεντεύξεις από όλα τα μέλη των ΚΕΟ του έργου

ολοκληρώθηκε και παραδόθηκε η Τελική Έκθεση Αξιολόγησης από τους καθη-
γητές Μ. Βραχάτη και Δ. Νούτσο των Πανεπιστημίων Πατρών και Ιωαννίνων. Η
έκθεση, η οποία επισημαίνει την επιτυχή ολοκλήρωση του προγράμματος, επι-
συνάπτεται στο Παράρτημα Ι’.

6 Δράση 6: Διάχυση Αποτελεσμάτων
Οι βασικές δραστηριότητες επίτευξης της διάχυσης των ερευνητικών αποτε-

λεσμάτων του έργου περιλαμβάνονται στις εξής γενικές κατηγορίες:

• Συμμετοχή σε διεθνή επιστημονικά συνέδρια.

• Διοργάνωση επιστημονικών ημερίδων.

• Ανάπτυξη ιστοσελίδας του έργου.

• Διοργάνωση ημερίδας παρουσίασης των αποτελεσμάτων του έργου.
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6.1 Συμμετοχή σε διεθνή επιστημονικά συνέδρια
Στο πλαίσιο διάχυσης των αποτελεσμάτων, κατά τη διάρκεια του έργου, δώ-

σαμε 43 επιστημονικές διαλέξεις σε 20 διεθνή επιστημονικά συνέδρια και δημο-
σιεύσαμε 24 επιστημονικές εργασίες σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων (ύστερα
από κρίση) καθώς και 10 επιστημονικές εργασίες σε διεθνή επιστημονικά περιο-
δικά, υπερκαλύπτοντας τον στόχο των 18 δημοσιεύσεων. Από τις παρουσιάσεις
σε διεθνή συνέδρια: 3 βραβεύτηκαν με το Βραβείο Καλλίτερης Εργασίας (Best
Paper Award), 1 έλαβε Certificate of Merit, ενώ 1 ήταν υποψήφια για το Βραβείο
Καλλίτερης Εργασίας.

Τα ανωτέρω στοιχεία παρουσιάζονται και στον πίνακα που ακολουθεί.



Τελική Έκθεση Προόδου 2015 32

ΔΙΕΘΝΗ ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΑ ΣΥΝΕΔΡΙΑ
ΤΙΤΛΟΣ ΤΟΠΟΘΕΣΙΑ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΕΙΣ ΔΗΜΟΣΙΕΥΣΕΙΣ ΒΡΑΒΕΙΑ

NUMAN 2012
Ιωάννινα
Sept 2012 3 - -

PDE Software
Frameworks

Münster
Jun 2012 1 (Poster) - -

ICAEM 2013
London
Jul 2013 1 1 -

ICPDC 2013
London
Jul 2013 1 1 1

IC-MSQUARE
2013

Prague
Sept 2013 4 4 -

MCQMC2014
Leuven

April 2014 1 1 -
IEEE FCCM

2014
Boston

May 2014 1 1 -
IEEE ASAP

2014
Zurich

Jun 2014 1 1 1

ΝumAn 2014
Chania

Sept 2014 12 3 1

CMA 2014
Kuwait

Nov 2014 3 - -

ICAEM 2015
London
Jul 2015 2 2 1

ICPDC 2015
London
Jul 2015 2 2 2

PMAMCM 2015
Zakynthos
Jul 2015 2 2 -

WHH 2015
Zakynthos
Jul 2015 1 1 -

IISA 2015
Cofru

Jul 2015 1 1 -

FICloud 2015
Rome

Aug 2015 1 1 -

ParCo 2015
Edinburgh
Sept 2015 1 1 -

ICNAAM 2015
Rodos

Sept 2015 1 1 -

PCI 2015
Athens
Oct 2015 1 1 -

MMCTSE 2015
Bratislava
Nov 2015 3 3 -

http://http://users.uoi.gr/numan2012/
http://pdesoft2012.uni-muenster.de/index.html
http://www.iaeng.org/WCE2013/
http://www.iaeng.org/WCE2013/
http://www.icmsquare.net/index.php/about/history
http://mcqmc2014.cs.kuleuven.be
http://www.fccm.org/2014/
http://www.zurich.ibm.com/asap2014/
http://numan2014.amcl.tuc.gr
http://cma2014.science.ku.edu.kw
http://www.iaeng.org/WCE2015/
http://www.iaeng.org/WCE2015/
http://www.inase.org/conferences/2015/zakynthos/pmamcm.htm
http://www.inase.org/conferences/2015/zakynthos/whh.htm
http://iisa2015.unipi.gr
http://www.ficloud.org/2015/
http://www.parco.org
http://icnaam.org
http://www.parco.org
http://www.mmctse.org
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6.2 Διοργάνωση Επιστημονικών Ημερίδων
Σταπλαίσια του διεθνούς επιστημονικού συνεδρίου 6th International Conference

on Numerical Analysis (NumAn 2014) διοργανώθηκαν δύο επιστημονικές ημε-
ρίδες (workshops) με σκοπό την διάχυση των αποτελεσμάτων του έργου σε ένα
ευρύ διεθνές επιστημονικό ακροατήριο. Τα επιστημονικά αντικείμενα των ημερί-
δων αναφέρονται στις περιοχές

• Multi-Physics, Multi-Domain problems

• Fokas Method

με αντίστοιχους τίτλους

• Numerical methods and software platform for solving multi-physics, multi-
domain problems onmodern computer architectures (3 Σεπτεμβρίου 2014,
10 ομιλίες)

• Analytical and Numerical Aspects of Fokas Transform Method (2 Σεπτεμ-
βρίου 2014, 10 ομιλίες)

Στις ημερίδες αυτές συμμετείχαν όλα τα μέλη των ΚΕΟ και ΟΕΣ του έργου με 12
διαλέξεις και 1 πόστερ. Τρεις εργασίες δημοσιεύτηκαν στα πρακτικά του συνε-
δρίου ύστερα από κρίση. Το βραβείο ”T.S. Papatheodorou Young Researcher
Award” απενεμήθη στον Υπ.Διδ. Ν. Βιλανάκη, μέλος της ΟΕΣ του Πολυτεχνείου
Κρήτης για την παρουσίαση της ερευνητικής εργασίας ”Solving Discontinuous
Collocation equations for a class of brain tumor models on GPUs”.

6.3 Ανάπτυξη Ιστοσελίδας
Την Α’ εξάμηνο της τρέχουσας περιόδου, με συνεργασία όλων των ερευνη-

τικών ομάδων του έργου, ολοκληρώθηκαν οι προδιαγραφές της τελικής μορφής
της ιστοσελίδας του έργου και ξεκίνησε η κατασκευή της ύστερα από σχετική
προκήρυξη. Το Β’ εξάμηνο οι εργασίες ολοκληρώθηκαν και η ιστοσελίδα στην τε-
λική της μορφή λειτούργησε στην διεύθυνση http://www.tuc.gr/index.php?id=5209.
Έκτοτε δε, ενημερώνεται συνεχώς με νέο περιεχόμενο.

http://numan2014.amcl.tuc.gr/workshops.php
http://numan2014.amcl.tuc.gr/workshops.php
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Αναλυτικότερη περιγραφή των ανωτέρω στοιχείων περιλαμβάνονται στην Τελική
Τεχνική Έκθεση της Δράσης 6, η οποία επισυνάπτεται στο Παράρτημα ΙΑ’.
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Παράρτημα Αʹ Τελική Τεχνική Έκθεση Δράσης 2.1
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1 Σκοπός
Η βασική ερευνητική δραστηριότητα που αναπτύχθηκε, στα πλαίσια της πα-

ρούσας δράσης, στόχευσε κυρίως στην ανάπτυξη ορθογώνιων collocation μεθό-
δων για την επίλυση μη-κλασικών ΜΔΕ (multiphysics, multidomain - MPMD) και
την αντιμετώπιση ασυνεχειών στους συντελεστές, αλλά και στην κατανόηση της
επίδρασης των ασυνεχειών αυτών στην συμπεριφορά της μεθόδου collocation
όσον αφορά τον βαθμό σύγκλισης και την ευστάθεια της μεθόδου, καθώς και της
κατάστασης των αντίστοιχων γραμμικών συστημάτων.

Κεντρική ενέργεια της δράσης απετέλεσε η εισαγωγή μίας νέας ασυνεχούς
Hermite Collocation μεθόδου (dDHC). Η νέα dDHC μέθοδος, σε συνδυασμό με
υψηλής τάξης κατάλληλα χρονικά σχήματα Runge-Kutta, εφαρμόστηκε σε γραμ-
μικά και μη-γραμμικά προβλήματα πολλαπλών πεδίων στις 1+1 και 1+2 διαστά-
σεις και μελετήθηκε η τάξη σύγκλισής της. Η απώλεια της τάξης σύγκλισης σε
προβλήματα με ασυνέχειες σε εσωτερικές γωνίες του πεδίου ορισμού οδήγησε
στην προσέγγιση του ασυνεχούς συντελεστή διάχυσης με γενικευμένες κυβικές
πολυωνυμικές συναρτήσεις και στην ανάπτυξη μίας κλασσικής τετάρτης τάξεως
Hermite Collocation μεθόδου.

Παράλληλα μελετήσαμε τον υβριδικό συνδυασμό της Hermite Collocation με-
θόδου με Μεθόδους Χαλάρωσης στις Διεπαφές (Interface Relaxation) καθώς
επίσης και απεικονίσεις σε σύγχρονες υπολογιστικές αρχιτεκτονικές που συν-
δυάζουν πολυπύρηνες CPUs και γραφικούς επιταχυντές GPUs.

Οι βασικές ερευνητικές δραστηριότητες της παρούσας δράσης απεικονίζο-
νται γραφικά στο Σχ. 1 και περιγράφονται αναλυτικότερα στις παραγράφους που
ακολουθούν.

Τα αριθμητικά σχήματα που θα αναπτυχθούν θα υλοποιηθούν σε σειριακά
υπολογιστικά περιβάλλοντα αλλά και σύγχροναπαράλληλα για προβλήματα εφαρ-
μογών (στα πλαίσια δράσεων 3 και 4).

1.1 Τα βασικά μαθηματικά εργαλεία (BuildingBlocks) τηςΔρά-
σης 2.1

Για την ανάπτυξη νέων μεθόδων collocation με σκοπό την αντιμετώπιση προ-
βλημάτων πολλαπλών πεδίων, τα οποία χαρακτηρίζουν τα προβλήματα εφαρ-
μογής (Εξέλιξη καρκινικών όγκων εγκεφάλου, Εισβολή θαλασσινού νερού σε πα-
ράκτιους υπόγειους υδροφορείς) και περιγράφονται γενικά από μία μη-γραμμική
παραβολική ή ελλειπτική ΜΔΕ με ασυνεχή συντελεστή διάχυσης στις διεπαφές,
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η ερευνητική ομάδα του Πολυτεχνείου Κρήτης ανέπτυξε κατ’ αρχήν βασικά μα-
θηματικά εργαλεία τα οποία περιλαμβάνουν:

• Νέα κυβικά πολυώνυμαHermite με ασυνεχή παράγωγο στις διεπαφές (derivative
Discontinuous Hermite Cubic polynomials)

• Νέοι Βασικοί Collocation Πίνακες (Elemental Collocation Matrices - ECM)
για την εισαγωγή και ανάπτυξη της νέας μεθόδου Collocation με ασυνεχή
Hermite στοιχεία (derivative Discontinuous Hermite Collocation - dDHC)

• Γινόμενα Hadamard για την παραγωγή του σχετικού συστήματος Συνήθων
Διαφορικών Εξισώσεων (ΣΔΕ) της dDHC για μη-γραμμικά προβλήματα
πολλαπλών πεδίων.

• Kronecker Γινόμενα για την ανάπτυξη της dDHC στις 1+2 διαστάσεις

• Γενικευμένες πολυωνυμικές συναρτήσεις για την Προσέγγιση του Συντελε-
στή Διάχυσης σε προβλήματα στις 1+2 διαστάσεις με ασυνέχειες σε εσω-
τερικές γωνίες του πεδίου ορισμού.

Κατάλληλος συνδυασμός των ανωτέρω εργαλείων έκαναν εφικτή την ανά-
πτυξη της νέας ασυνεχούς Hermite Collocation μεθόδου, και την παραγωγή
του σχετικού κατάλληλου συστήματος ΣΔΕ, για την επίλυση ενός Προβλήματος
Αρχικών-Συνοριακών Συνθηκών Πολλαπλών Πεδίων (ΠΑΣΣ-ΠΠ) για μία σειρά
γενικευμένων περιπτώσεων που παρουσιάζονται στις παραγράφους που ακο-
λουθούν.

1.2 Η dDHC μέθοδος για γενικευμένα μη-γραμμικά παραβο-
λικά ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+1 διαστάσεις

Η παραγωγή των νέων ECM και η χρήση γινομένων Hadamard επέτρεψαν
την αποδοτική έκφραση του σχετικού μη-γραμμικού συστήματος ΣΔΕ που πα-
ράγει η dDHC μέθοδος όταν εφαρμόζεται για την επίλυση μη-γραμμικών ΠΑΣΣ-
ΠΠ. Στη παράγραφο αυτή, ως επιστέγασμα της εξελικτικής πορείας ανάπτυξης
της dDHC μεθόδου για προβλήματα στις 1+1 διαστάσεις, παρουσιάζουμε ολο-
κληρωμένα την εφαρμογή της dDHC μεθόδου και την παραγωγή του σχετικού
μαθηματικού φορμαλισμού για την επίλυση ενός γενικευμένου μη-γραμμικού πα-
ραβολικού ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+1 διαστάσεις. Επισημαίνουμε ότι η σύγκλιση της
dDHC μεθόδου παραμένει τετάρτης τάξεως και δεν επηρεάζεται από την πα-
ρουσία ενός πεπερασμένου αριθμού ασυνεχών Hermite πολυωνύμων. Σημειώ-
νουμε επίσης ότι τα προβλήματα αυτά περιγράφουν μια μεγάλη οικογένεια ση-
μαντικών εφαρμογών στις περιοχές της μαθηματικής βιολογίας και ιατρικής, της
γενετικής, της χημείας και πολλών άλλων.
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1.3 Η dDHC μέθοδος για γενικευμένα μη-γραμμικά παραβο-
λικά ΠΑΣΣ-ΠΠ, τύπου stripes, στις 1+2 διαστάσεις

Βασισμένοι αφενός μεν στο μαθηματικό φορμαλισμό που αναπτύξαμε στην
προηγούμενη παράγραφο και αφετέρου στο μαθηματικό εργαλείο των Kronecker
γινομένων, παρουσιάζουμε ολοκληρωμένα την εφαρμογή της dDHC μεθόδου
και την παραγωγή του σχετικού μαθηματικού φορμαλισμού για την επίλυση ενός
γενικευμένου μη-γραμμικού παραβολικού ΠΑΣΣ-ΠΠ, τύπου stripes, στις 1+2
διαστάσεις. Επισημαίνουμε ότι η σύγκλιση της dDHC μεθόδου παραμένει, και
σε αυτήν την οικογένεια προβλημάτων, τετάρτης τάξεως και δεν επηρεάζεται
από την παρουσία ενός πεπερασμένου αριθμού ασυνεχών Hermite πολυωνύ-
μων. Σημειώνουμε επίσης ότι τα προβλήματα αυτά περιγράφουν μια μεγάλη οι-
κογένεια σημαντικών εφαρμογών στις περιοχές της μαθηματικής βιολογίας και
ιατρικής, της γενετικής, και πολλών άλλων.

1.4 Το γενικό ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+2 διαστάσεις: Η dDHC και η
προσέγγιση του ασυνεχούς συντελεστή διάχυσης με γε-
νικευμένα κυβικά πολυώνυμα

Όπως επισημάναμε και στην Τεχνική Έκθεση 2014, η αντιμετώπιση του γενι-
κού ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+2 διαστάσεις με την dDHC μέθοδο οδήγησε στην μείωση
της τάξης σύγκλισης στη γειτονιά των γωνιακών ασυνεχειών. Για την αποκατά-
σταση της τάξης σύγκλισης της Collocation μεθόδου, όταν χρησιμοποιείται για
την χωρική διακριτοποίηση του γενικού προβλήματος στις 1+2 διαστάσεις, θεω-
ρήσαμε τη συνεχή βάση των δι-κυβικών πολυωνύμων Hermite ως συναρτήσεις
βάσεις και κατασκευάσαμε νέα γενικευμένα κυβικά πολυώνυμα για να προσεγ-
γίσουμε τον ασυνεχή συντελεστή διάχυσης του ΠΑΣΣ-ΠΠ. Η κατασκευή μίας
νέας βάσης ασυνεχών πολυωνύμων Hermite που θα μας οδηγήσει στην ανά-
πτυξη μιας γενικευμένης dDHC μεθόδου αποτελεί έναν από τους μελλοντικούς
μας στόχους.

1.5 Ανάπτυξη Υβριδικής Collocation - ΜΧΔ (HC-IR) μεθόδου
στις 1+1 διαστάσεις

Σε συνεργασία με την ερευνητική ομάδα του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας, έχει
αναπτυχθεί ο απαραίτητος φορμαλισμός για την ανάπτυξη και εφαρμογή της
μίας επαναληπτικής μεθόδου τύπουCollocation -ΜΧΔ για την επίλυση του γραμ-
μικού ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+1 διαστάσεις. Όπως έχουμε επισημάνει και στην Τεχνική
Έκθεση 2014, παρατηρήσαμε ότι η νέα επαναληπτική μέθοδος συγκλίνει στην
λύση που παράγει η dDHC με τετάρτης τάξης ταχύτητα. Η επέκταση του φορ-



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ2.1/7

μαλισμού και η μελέτη της Collocation - ΜΧΔ στις 1+2 διαστάσεις αποτελεί έναν
από τους μελλοντικούς μας στόχους.

1.6 IMEX Runge-Kutta και dDHC για μη-γραμμικά ΠΑΣΣ-ΠΠ,
τύπου stripes, σε αρχιτεκτονικές κοινής μνήμηςCPU/GPU

Η ανάπτυξη της dDHC για προβλήματα στις 1+2 διαστάσεις και ο συνδυα-
σμός της με τα κατάλληλα αριθμητικά σχήματα χρονικής διακριτοποίησηςRunge-
Kutta υψηλής ευστάθειας και τάξης, οδήγησε σε μεγάλα αραιά συστήματα γραμ-
μικών εξισώσεων των οποίων η επίλυση απαιτεί σημαντικό υπολογιστικό χρόνο.
Για την αποδοτικότερη επίλυσή τους καθίσταται, συνεπώς, απαραίτητη η ανά-
πτυξη παράλληλων αλγορίθμων για σύγχρονες υπολογιστικές αρχιτεκτονικές. Η
μελέτη ανάπτυξης παράλληλων αλγορίθμων για γραμμικά ΠΑΣΣ μας έχει απα-
σχολήσει τόσο στα πλαίσια των Δράσεων 2.1 και 4.2 και έχουν παρουσιαστεί ήδη
αποτελέσματα που επιταχύνουν τους υπολογισμούς και βελτιώνουν σημαντικά
το υπολογιστικό κόστος.

Χρησιμοποιώντας τα ανωτέρω αποτελέσματα, στη παρούσα τεχνική έκθεση,
παρουσιάζουμε την ανάπτυξη ενός παράλληλου αλγόριθμου για την αντιμετώ-
πιση μη-γραμμικών ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+2 διαστάσεις από την dDHC-IMEX RK μέ-
θοδο. Ο αλγόριθμος αντιμετωπίζει το πρόβλημα σε ένα πρώτο επίπεδο χωρίς να
λαμβάνει υπόψιν τη δομή των collocation πινάκων και απευθύνεται σε υπολο-
γιστικές αρχιτεκτονικές κοινής μνήμης με γραφικούς επιταχυντές. Η ερευνητική
διαδικασία για την ανάπτυξη αλγορίθμων που θα εκμεταλλεύονται τη δομή των
collocation πινάκων βρίσκεται σε εξέλιξη και αποτελεί έναν από τους μελλοντι-
κούς μας στόχους.

2 Μεθοδολογία

2.1 Τα βασικά μαθηματικά εργαλεία (BuildingBlocks) τηςΔρά-
σης 2.1

Στα πλαίσια της Δράσης 2.1, ασχοληθήκαμε με την ανάπτυξη ασυνεχών και
υβριδικών μεθόδων Collocation για την επίλυση γραμμικών και μη-γραμμικών
προβλημάτων πολλαπλών πεδίων. Για την ανάπτυξη των μεθόδων, θεωρήσαμε
διάφορες μορφές της γενικής παραβολικής ΜΔΕ εξίσωσης που, χρησιμοποιώ-
ντας τους τελεστές L(·) και N (·) για να εκφράσουμε αντίστοιχα τους γραμμικούς
και μη-γραμμικούς όρους πολυωνυμικού τύπου, γράφουμε ως:

ct = L [t,xxx, c,D∇c] +N [t,xxx, c,D∇c] , xxx ∈ Ω , 0 < t ≤ T (1)
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και πλαισιώνουμε από Neumann συνοριακές συνθήκες και, φυσικά, από μία αρ-
χική συνθήκη:

∂c

∂η
= 0 , c(xxx, 0) = f(xxx) . (2)

Τα προβλήματα Πολλαπλών Πεδίων που μας ενδιαφέρουν χαρακτηρίζονται
αφενός μεν από τον τμηματικά συνεχή συντελεστή διάχυσης D ≡ D(xxx) και,
αφετέρου, τις συνθήκες συνέχειας των συναρτήσεων c ≡ c(xxx, t) και D∇c που
απαιτούνται από τον παραβολικό χαρακτήρα του προβλήματος. Πιο συγκεκρι-
μένα, για κάθε σημείο διεπαφής xxx = www ∈ Ω οι συνθήκες συνέχειας στην διεπαφή
διατυπώνονται ως:

lim
xxx→www

c(xxx, t) = c(www, t)

lim
xi→w−

i

D(xxx) ∂
∂xi
c(xxx, t) = lim

xi→w+
i

D(xxx) ∂
∂xi
c(xxx, t) , ∀i

(3)

Στις παραγράφους που ακολουθούν, παρουσιάζουμε με συντομία τα μαθη-
ματικά εργαλεία που αναπτύξαμε για την επίλυση εξισώσεων τέτοιου τύπου.

2.1.1 Γενικευμένα Πολυώνυμα Hermite

Είναι γνωστό ότι τα κλασσικά κυβικά πολυώνυμα Hermite V (s) και S(s) στο
διάστημα [−1, 1], τα οποία χρησιμοποιούνται ως γεννήτριες για να παραγωγή
της βάσης του Hermite υπόχωρου, ορίζονται από τις σχέσεις

V (s) =


ϕ (−s) , s ∈ [−1, 0]

ϕ (s) , s ∈ [0, 1]

0 , s ̸∈ [−1, 1]

, (4)

και

S(s) =


−ψ (−s) , s ∈ [−1, 0]

ψ (s) , s ∈ [0, 1]

0 , s ̸∈ [−1, 1]

, (5)

όπου
ϕ(s) = (1− s)2(1 + 2s) , ψ(s) = s(1− s)2. (6)

και απεικονίζονται στο Σχήμα 2a. Με βασικές ιδιότητες τις

V (−1) = V (1) = 0 , V (0) = 1 , V ′(−1) = V ′(0) = V ′(1) = 0 (7)
S(−1) = S(0) = S(1) = 0 , S ′(−1) = S ′(1) = 0 , S ′(0) = 1, (8)

τα πολυώνυμα Hermite χρησιμοποιούνται για την παρεμβολή/προσέγγιση συ-
νεχών συναρτήσεων με συνεχή πρώτη παράγωγο.
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(a) (b)

Σχήμα 2: (a) Συνεχή και (b) Γενικευμένα (ασυνεχής παράγωγος) Πολυώνυμα
Hermite κόμβου x0 = 0 στο [-1,1] για γ− = 0.5 και γ+ = 1.

Τα γενικευμένα κυβικά πολυώνυμαHermite V (s) και S̃(s) στο διάστημα [−1, 1],
που απεικονίζονται στο Σχήμα 2b, ορίζονται αντίστοιχα από την (4) και την

S̃(s) =


−1
γ−
ψ (−s) , s ∈ [−1, 0] , γ− ̸= 0

1
γ+
ψ (s) , s ∈ [0, 1] , γ+ ̸= 0

0 , s ̸∈ [−1, 1]

. (9)

Παρατηρήστε ότι το πολυώνυμο S̃(s) διατηρεί όλες τις ιδιότητες του S(s) εκτός
αυτής της παραγώγου στο μηδέν η οποία αντικαθίσταται από την

lim
s→0−

γ−S̃(s) = lim
s→0+

γ+S̃(s) = 1. (10)

Φυσικά ισχύει ότι
γ− = γ+ = 1 ⇒ S̃(s) ≡ S(s).

Η απεικόνιση των βασικών πολυωνύμων Hermite V (s) και S̃(s), με κέντρο το
0 και s ∈ [−1, 1], στα κυβικά πολυώνυμα Hermite Vj(x) και S̃j(x), με κέντρο τον
κόμβο xj και x ∈ [xj−1, xj+1], δίνονται από τις σχέσεις

Vj(x) ≡ ϕ2j(x) =


ϕ

(
xj − x

hj

)
, x ∈ [xj−1, xj]

ϕ

(
x− xj
hj+1

)
, x ∈ [xj, xj+1]

0 , x ̸∈ [xj−1, xj+1]

, (11)
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και

S̃j(x) ≡ ϕ2j+1(x) =


−hj
γj
ψ

(
xj − x

hj

)
, x ∈ [xj−1, xj] , γj ̸= 0

hj+1

γj+1

ψ

(
x− xj
hj+1

)
, x ∈ [xj, xj+1] , γj+1 ̸= 0

0 , x ̸∈ [xj−1, xj+1]

, (12)

με hj = xj − xj−1, και απεικονίζονται σχηματικά στο Σχήμα 3 που ακολουθεί.

Σχήμα 3: Γενικευμένα Πολυώνυμα Hermite με κέντρο το xj και x ∈ [xj−1, xj+1].

Ας θεωρήσουμε, τώρα, σε ένα διάστημα I = [a, b] μία διαμέριση

a = x0 < x1 < · · · < xN < xN+1 = b

αποτελούμενη από N + 1 υπο-διαστήματα Ij = [xj−1, xj] μήκους hj = xj −
xj−1, j = 1, · · · , N + 1, μία δοθείσα βηματική συνάρτηση D ≡ D(x) = γj, x ∈
(xj−1, xj), j = 1, · · · , N + 1, καθώς και τον σχετιζόμενο με την διαμέριση και
συνάρτηση D διανυσματικό χώρο συναρτήσεων

H̃D =

ϕ :
ϕ ∈ C0[a, b] και lim

x→x−
j

γjϕ
′(x) = lim

x→x+
j

γj+1ϕ
′(x)

ϕ κυβικό πολυώνυμο σε κάθε (xj−1, xj)

 (13)

όπου γj ̸= 0, j = 1, · · · , N + 1. Τον χώρο H̃D θα τον καλούμε εφ’ εξής διανυ-
σματικό χώρο των γενικευμένων (ως προς D) Hermite, συνεχών με κατά τμήμα
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συνεχή πρώτη παράγωγο και κατά τμήμα κυβικών συναρτήσεων στο I. Η διά-
σταση του χώρου H̃D ικανοποιεί

dim(H̃D) = 4(N + 1)− 2N = 2N + 4 = 2(N + 2)

αφού έχουμε 4(N + 1) ελεύθερους συντελεστές κυβικών πολυωνύμων εκ των
οποίων 2N μπορούν να καθοριστούν από τις συνθήκες στους εσωτερικούς κόμ-
βους. Είναι δε προφανές ότι οι συναρτήσεις {Vj, S̃j}, j = 0, · · · , N+1, που απει-
κονίζονται γραφικά στο Σχήμα 4, ανήκουν στον H̃D και ότι, για 0 ≤ i, j ≤ N + 1,

Vj(xi) = δi,j , V
′
j (xi) = 0 , S̃j(xi) = 0 και (14) S̃ ′

j(xi) = 0 , i ̸= j

lim
x→x−

j

γjS̃
′(x) = lim

x→x+
j

γj+1S̃
′(x) = 1 , i = j (15)

όπου δi,j συμβολίζει το δέλτα του Kronecker.

Σχήμα 4: Οι συναρτήσεις {Vj, S̃j}, j = 0, · · · , N + 1 του χώρου H̃D.

Επιπλέον αποδεικνύουμε ότι:

Λήμμα 1. Το σύνολο των συναρτήσεων {Vj, S̃j}, j = 0, · · · , N +1, που ορίζονται
στις σχέσεις (11) - (12), είναι γραμμικά ανεξάρτητο.

Απόδειξη. Θεωρήστε τον γραμμικό συνδυασμό

G(x) =
N+1∑
j=0

cjVj(x) + djS̃j(x) ∈ span
{
Vj(x), S̃j(x)

}N+1

j=0
⊆ H̃D (16)

και παρατηρήστε ότι G(x) ∈ H̃D καθώς και ότι

G(xj) = cj και γjG′
−(xj) = γj+1G

′
+(xj) = dj για όλα τα 0 ≤ j ≤ N + 1 (17)
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όπου G′
±(xi) := lim

x→x±
i

G′(x). Επομένως, σε κάθε υποδιάστημα Ik = [xk−1, xk],

1 ≤ k ≤ N + 1, ο γραμμικός συνδυασμός G(x) είναι ένα κυβικό πολυώνυμο

Gk(x) := G(x)
∣∣
[xk−1,xk] = a3,kx

3 + a2,kx
2 + a1,kx+ a0,k ,

το οποίο φυσικά καθορίζεται μοναδικά από τις τιμές G(xk−1), G(xk), G′
+(xk−1)

και G′
−(xk). Συνδυάζοντας τα παραπάνω, συνάγουμε ότι οι συντελεστές ai,k του

κυβικού πολυωνύμου καθορίζονται από τη μοναδική λύση του ομαλού συστήμα-
τος

Xkaaak = Γkccck ⇒ aaak = X−1
k Γkccck (18)

όπου Γk είναι ο διαγώνιος πίνακας Γk = diag(1, 1, 1
γk
, 1
γk
) και

Xk =


x3k−1 x2k−1 xk−1 1
x3k x2k xk 1

3x2k−1 2xk−1 1 0
3x2k 2xk 1 0

 , aaak =


a3,k
a2,k
a1,k
a0,k

 και ccck =


ck−1

ck
dk−1

dk

 . (19)

Εκ των ανωτέρω συνάγεται ότι, για κάθε 1 ≤ k ≤ N + 1, ισχύει ότι

Gk(x) = 0 για όλα τα x ∈ Ik ⇐⇒ aaak = 000 ⇐⇒ ccck = 000 (20)

και συνεπώς

G(x) = 0 για όλα τα x ∈ I ⇐⇒ cj = dj = 0 για όλα τα 0 ≤ j ≤ N + 1, (21)

που ολοκληρώνει την απόδειξη.

Και επιπλέον:

Λήμμα 2. Το σύνολο των συναρτήσεων {Vj, S̃j}, j = 0, · · · , N +1, που ορίζονται
στις σχέσεις (11) - (12), αποτελεί βάση του χώρου H̃D.

Απόδειξη. Λαμβάνοντας υπόψιν το Λήμμα 1, αρκεί να αποδείξουμε ότι κάθε συ-
νάρτηση ϕ(x) του H̃D ικανοποιεί την σχέση

ϕ(x) ∈ H̃D ⇒ ϕ(x) ∈ span
{
Vj(x), S̃j(x)

}N+1

j=0
.

Όμως η ϕ(x) είναι κυβικό πολυώνυμο σε κάθε υποδιάστημα Ik = [xk−1, xk], 1 ≤
k ≤ N + 1, και καθορίζεται μοναδικά από τις τιμές ϕ(xk−1), ϕ(xk), ϕ′

+(xk−1) και
ϕ′
−(xk). Συνεπώς

ϕ(x) = ϕ(x0)V0(x) + γ1ϕ
′
+(x0)S̃0(x) +

N+1∑
j=1

ϕ(xj)Vj(x) + γjϕ
′
−(xj)S̃j(x) (22)

που ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Επισημαίνουμε ότι για την περιγραφή των ανωτέρω σε πιο συνεκτική μορφή
θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί και η έννοια την ασθενούς (weak) ή γενικευμέ-
νης παραγώγου.

Η επέκταση των παραπάνω στην περίπτωση των δι-κυβικών γενικευμένων
bi-Hermite στις δύο χωρικές διαστάσεις δίνεται με κατάλληλα γινόμενα των αντί-
στοιχων Hermite κυβικών πολυωνύμων στη μία διάσταση. Για παράδειγμα, εάν
υποθέσουμε ότι στον κόμβο (0, 0) έχουμε ασυνέχεια μόνο ως προς την x− κα-
τεύθυνση τότε τα τέσσερα δι-κυβικά γενικευμένα Hermite που χρησιμοποιούμε
ορίζονται σαν:

Φ1(x, y) = V (x)V (y) , Φ2(x, y) = V (x)S(y)

Φ3(x, y) = S̃(x)V (y) , Φ4(x, y) = S̃(x)S(y)
(23)

και απεικονίζονται στο Σχήμα 5 που ακολουθεί.

Σχήμα 5: Γενικευμένα bi-Hermite Πολυώνυμα στο [−1, 1]
⊗

[−1, 1].
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Η περαιτέρω θεωρητική διερεύνηση της συμπεριφοράς των γενικευμένων
Hermite πολυωνύμων και ο καθορισμός της τάξης του σφάλματος παρεμβολής
αποτελεί σημαντικό μελλοντικό στόχο.

2.1.2 Η μέθοδος derivative Discontinuous Hermite Collocation (dDHC)

Η χρήση των γενικευμένων (ασυνεχή παράγωγο) πολυωνύμων Hermite με
την μέθοδο χωρικής διακριτοποίησης Collocation είναι το χαρακτηριστικό της
νέας μεθόδου που ονομάζουμε derivative Discontinuous Hermite Collocation
(dDHC). Στην ενότητα δε αυτή θα αναπτύξουμε τα βασικά μαθηματικά εργα-
λεία που την συνοδεύουν, δηλαδή τους πίνακες στοιχείου (elemental) καθώς και
τους στοιχειώδεις collocation πίνακες παρεμβολής μάζας (mass), απόσβεσης
(damping) και ακαμψίας (stiffness) στη μία διάσταση που χρησιμοποιούνται για
την κατασκευή των γενικών γραμμικών και μη-γραμμικών collocation πινάκων
στις μία, δύο ή περισσότερες διαστάσεις.

Δοθέντος ενός βασικού προβλήματος μορφής (1) στη μία χωρική διάσταση,
η μέθοδος dDHC αναζητά προσεγγιστικές λύσεις c̃(x, t) ∼ c(x, t) στο χώρο H̃D,
δηλαδή της μορφής

c̃(x, t) =
N+1∑
j=0

[α2j(t)ϕ2j(x) + α2j+1(t)ϕ2j+1(x)] (24)

όπου ϕ2j(x) και ϕ2j+1(x) είναι τα γενικευμένα κυβικά πολυώνυμα Hermite που
ορίζονται από τις σχέσεις (11)-(12). Για τον καθορισμό των 2(N + 2) αγνώστων
{α2j(t), α2j+1(t)}N+1

j=0 η dDHC μέθοδος απαιτεί

∂c̃

∂t
= L

[
t, σi, c̃, D

∂c̃

∂x

]
+N

[
t, σi, c̃, D

dc̃

dx

]
, i = 1, · · · , 2N + 2 (25)

σε 2(N +1) εσωτερικά collocation σημεία σi (δύο σε κάθε υποδιάστημα), καθώς
και

∂c̃

∂x
= 0 , x = a, b⇒ α1(t) = α2N+3(t) = 0. (26)

Σχετικά, τώρα, με το σύστημα Συνήθων Διαφορικών Εξισώσεων (ΣΔΕ), ή
αλγεβρικών εξισώσεων στην περίπτωση ελλειπτικών τελεστών σε προβλήματα
σταθερής κατάστασης (steady state), που περιγράφεται στην (25), παρατηρήστε
καταρχήν ότι οι μη-μηδενικές συναρτήσεις βάσης σε κάθε στοιχείο Ij = [xj−1, xj],
j = 1, · · · , N + 1, είναι μόνον οι ϕ2j−2(x), ϕ2j−1(x), ϕ2j(x) και ϕ2j+1(x), όπως
επιδεικνύουμε και γραφικά στο Σχήμα 6, και επομένως ισχύει ότι

c̃(σi, t) =

2j+1∑
k=2j−2

αk(t)ϕk(σi) , για κάθε σi ∈ (xj−1, xj) , j = 1, · · · , N + 1. (27)
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Σχήμα 6: Οι συναρτήσεις βάσης του στοιχείου Ij = [xj−1, xj], j = 1, · · · , N + 1.

Συνεπώς, εάν συμβολίσουμε με

c̃
(m)
j (x, t) =

∂m

∂xm
c̃(x, t)|x∈Ij , j = 1, · · · , N + 1 , m = 0, 1, 2 , (28)

τότε τα δομικά στοιχεία που χρησιμοποιούνται για την κατασκευή του συστήμα-
τος (25) είναι καταρχήν οι δύο εξισώσεις στοιχείου (elemental) που αντιστοιχούν
στις βασικές παραγώγους της c̃(m)

j (σi, t), δηλαδή

c̃(m)(σi, t) =

2j+1∑
k=2j−2

αk(t)ϕ
(m)
k (σi) = C

(m)
j αααj , i = 2j−1, 2j , j = 1, · · · , N+1 (29)

όπου

C
(m)
j =

[
A

(m)
j B

(m)
j

]
, m = 0, 1, 2 (30)

αααj =
[
α2j−2(t) α2j−1(t) α2j(t) α2j+1(t)

]T (31)

με

A
(m)
j =

[
ϕ
(m)
2j−2(σ2j−1) ϕ

(m)
2j−1(σ2j−1)

ϕ
(m)
2j−2(σ2j) ϕ

(m)
2j−1(σ2j)

]
, m = 0, 1, 2 (32)

and

B
(m)
j =

[
ϕ
(m)
2j (σ2j−1) ϕ

(m)
2j+1(σ2j−1)

ϕ
(m)
2j (σ2j) ϕ

(m)
2j+1(σ2j)

]
, m = 0, 1, 2 . (33)
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Σημειώνουμε ότι στην περίπτωση κατά την οποία ως εσωτερικά collocation ση-
μεία επιλεγούν τα σημεία Gauss, δηλαδή

σ± = xj +
hj
2

(
1± 1√

3

)
(34)

τότε

A
(m)
j =

1

hmj

 s
(m)
1

hj

γj
s
(m)
2

s
(m)
3 −hj

γj
s
(m)
4

 , m = 0, 1, 2 (35)

B
(m)
j =

1

hmj

 s
(m)
3

hj

γj
s
(m)
4

s
(m)
1 −hj

γj
s
(m)
2

 , m = 0, 1, 2 (36)

με

m = 0 m = 1 m = 2

s
(m)
1

9+4
√
3

18
−1 −2

√
3

s
(m)
2

3+
√
3

36

√
3
6

−1−
√
3

s
(m)
3

9−4
√
3

18
1 2

√
3

s
(m)
4 −3−

√
3

36
−

√
3
6

−1 +
√
3

.

Τέλος, συμβολίζοντας με c̃(m)(x, t), την ασθενή m−παράγωγο της c̃(x, t) ως
προς x, δηλαδή

c̃(m)(x, t) =



c̃
(m)
1 (x, t) , x ∈ I1
...
c̃
(m)
j (x, t) , x ∈ Ij
...
c̃
(m)
N+1(x, t) , x ∈ IN+1

, m = 0, 1, 2 (37)

έχουμε ότι, για i = 1, · · · , 2N + 2,

c̃(m)(σi, t) = α0(t)ϕ
(m)
0 (σi) +

2N+2∑
k=2

αk(t)ϕ
(m)
k (σi) = Cmααα , m = 0, 1, 2 , (38)

όπου οι (2N + 2)× (2N + 2) στοιχειώδεις collocation πίνακες Cm ορίζονται ως:

Cm =


Ã

(m)
1 B

(m)
1

A
(m)
2 B

(m)
2

. . . . . .
A

(m)
N B

(m)
N

A
(m)
N+1 B̃

(m)
N+1

 (39)



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ2.1/17

ενώ το διάνυσμα των αγνώστων ααα ≡ ααα(t), διάστασης 2N + 2, περιγράφεται ως:

ααα =
[
α0(t) α2(t) · · · α2N+1(t) α2N+2(t)

]T
. (40)

Τα διανύσματα Ã(k)
1 και B̃(k)

N+1 αποτελούνται από την πρώτη στήλη των πινάκων
A

(k)
1 και B(k)

N+1 αντίστοιχα, αφού η δεύτερη τους στήλη έχει διαγραφεί λόγω των
μηδενικών συνοριακών συνθηκών (26).

2.1.3 Η dDHC μέθοδος στις 2 χωρικές διαστάσεις: Χρήση Kronecker Γι-
νομένων

Επεκτείνοντας τον συμβολισμό που αναπτύξαμε ανωτέρω για την μία χωρική
διάσταση, η μέθοδος dDHC στις δύο χωρικές διαστάσεις αναζητά προσεγγίσεις
c̃(x, y, t) ∼ c(x, y, t) της μορφής

c̃(x, y, t) =
2Nx+3∑
i=0

2Ny+3∑
j=0

αi,j(t)Φi,j(x, y) (41)

όπου οι derivative discontinuous Hermite bicubic συναρτήσεις βάσης Φi,j(x, y)
αποτελούν κατάλληλους μετασχηματισμούς των γενικευμένων δι-κυβικών πο-
λυωνύμων (23) στον κόμβο (xi, yj). Για μία ενδιαφέρουσα κατηγορία προβλημά-
των πολλαπλών πεδίων, όπου ο συντελεστής διάχυσης παρουσιάζει ασυνέχειες
μόνο στη μία διάσταση, με αποτέλεσμα η γραφική του παράσταση να μοιάζει με
οριζόντιες ή κατακόρυφες λωρίδες (stripes), όπως επιδεικνύεται και στο Σχήμα 7,
οι στοιχειώδεις collocation πίνακες μπορούν να σχηματισθούν μέσω Kronecker
γινομένων των αντίστοιχων μονοδιάστατων πινάκων με σημαντικά υπολογιστικά
οφέλη.

w1

w2

w3

w4

α	 b	

b	

w1 w2 w3 w4α	 b	

b	

Σχήμα 7: Ο συντελεστής διάχυσης D στα προβλήματα τύπου Stripes.

Το βασικό δομικό στοιχείο που αναπτύξαμε για τα προβλήματα της κατηγο-
ρίας αυτής παρατίθεται στη συνεχεία υπό μορφήν του εξής Λήμματος:
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Λήμμα 3. Για προβλήματα πολλαπλών πεδίων τύπου stripes, οι στοιχειώδεις
Collocation πίνακες που αντιστοιχούν στην μερική παράγωγο (με την ασθενή

έννοια)
∂m+n

∂xm∂yn
c̃(x, y, t), με m,n = 0, 1, 2 και m + n ≤ 2, υπολογισμένη στα

εσωτερικά collocation σημεία (σi, σj), i = 1, · · · , 2Nx + 2 και j = 1, · · · , 2Ny + 2,
δίδονται από τις σχέσεις

∂m+n

∂xm∂yn
c̃(σi, σj, t) = Cm̃naaa =

(
C̃m ⊗ Cn

)
aaa (42)

για το πρόβλημα των κατακόρυφων Stripes, και

∂m+n

∂xm∂yn
c̃(σi, σj, t) = Cmñaaa =

(
Cm ⊗ C̃n

)
aaa (43)

για το πρόβλημα των οριζόντιων Stripes αντίστοιχα. Οι πίνακεςCm και C̃m συμβο-
λίζουν αντίστοιχα τη χρήση συνεχών (δηλ. γj = 1, ∀j) και γενικευμένων Hermite
πολυωνύμων στην σχέση (39).

2.1.4 Η dDHC μέθοδος για μη-γραμμικά προβλήματα: Χρήση Γινομένων
Hadamard

Ένα ακόμη δομικό εργαλείο που αναπτύξαμε και αξίζει να αναφερθεί, εί-
ναι η χρήση γινομένων Hadamard για την ανάπτυξη του κατάλληλου μαθημα-
τικού φορμαλισμού στην διαδικασία δημιουργίας των collocation πινάκων που
αντιστοιχούν σε μη-γραμμικούς όρους στις μία ή περισσότερες διαστάσεις. Ση-
μειώνουμε ότι τα υπολογιστικά οφέλη είναι σημαντικά, ιδιαίτερα για τις κατηγο-
ρίες προβλημάτων τύπου stripes, όπου επιτυγχάνεται συνδυαστική χρήση των
Kronecker και των Hadamard γινομένων των μονοδιάστατων πινάκων που ορί-
σαμε στην σχέση (39).

Παραθέτουμε αμέσως τα σχετικά αποτελέσματα υπό την μορφή των δύο
Λημμάτων που ακολουθούν:

Λήμμα 4. Οι στοιχειώδεις Collocation πίνακες που αντιστοιχούν σε μη-γραμμικούς
όρους, πολυωνυμικού τύπου, της παραγώγου (με την ασθενή έννοια)(

∂m

∂xm
c̃(x, t)

)mℓ
(
∂n

∂xn
c̃(x, t)

)nℓ

,

με m,n = 0, 1, 2 και mℓ, nℓ ∈ N, υπολογισμένη στα εσωτερικά collocation σημεία
σi, i = 1, · · · , 2N + 2, μπορούν να εκφραστούν ως το γινόμενο Hadamard των
αντίστοιχων collocation πινάκων Cm και Cn, όπως ορίζονται στην (39), μέσω της
σχέσης (

∂m

∂xm
c̃(σi, t)

)mℓ
(
∂n

∂xn
c̃(σi, t)

)nℓ

= (Cmααα)
◦mℓ ◦ (Cnαααj)

◦nℓ .
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Λήμμα 5. Για προβλήματα πολλαπλών πεδίων τύπου stripes με ασυνέχειες στην
x-κατεύθυνση (κατακόρυφες λωρίδες), οι στοιχειώδεις Collocation πίνακες που
αντιστοιχούν σε μη-γραμμικούς όρους, πολυωνυμικού τύπου, της μερικής παρα-
γώγου (με την ασθενή έννοια)(

∂m

∂xm
c̃(x, y, t)

)mℓ
(
∂n

∂yn
c̃(x, y, t)

)nℓ

,

όπου m,n = 0, 1, 2 και mℓ, nℓ ∈ N, υπολογισμένη στα εσωτερικά collocation ση-
μεία (σi, σj), i = 1, · · · , 2Nx+2 και j = 1, · · · , 2Ny+2, μπορούν να εκφραστούνως
συνδυασμός Kronecker και Hadamard γινομένων των αντίστοιχων collocation
πινάκων Cm, Cn και C0, όπως ορίζονται στην (39), μέσω της σχέσης(
∂m

∂xm
c̃(σi, σj, t)

)mℓ
(
∂n

∂yn
c̃(σi, σj, t)

)nℓ

=
[(
C̃m ⊗ C0

)
aaa
]◦mℓ

◦
[(
C̃0 ⊗ Cn

)
aaa
]◦nℓ

.

Σημειώνουμε ότι οι πίνακες Cm και C̃m συμβολίζουν αντίστοιχα τη χρήση συ-
νεχών (δηλ. γj = 1, ∀j) και γενικευμένων Hermite πολυωνύμων στην σχέση
(39) καθώς και ότι για την περίπτωση ασυνεχειών στην y-κατεύθυνση (οριζό-
ντιες stripes) μία ανάλογη σχέση ισχύει και μπορεί εύκολα να παραχθεί.

2.1.5 Προσέγγιση του ασυνεχούς Συντελεστή Διάχυσης με συνεχείς συ-
ναρτήσεις στις μία και δύο διαστάσεις

Ένα τελευταίο δομικό εργαλείο που αναπτύξαμε (βλ. Τεχνική Έκθεση 2014)
και παραθέτουμε είναι η προσέγγιση του ασυνεχούς συντελεστή διάχυσης με συ-
νεχή γενικευμένα πολυώνυμα στις μία και δύο διαστάσεις. Η προσέγγιση αυτή
επιτρέπει την χρήση της collocation μεθόδου με τα κλασσικά συνεχή κυβικά
Hermite πολυώνυμα (δηλ. γj = 1, ∀j). Αξίζει δε να σημειωθεί ότι επιτρέπει την
χρήση Kronecker γινομένων ακόμη και όταν οι ασυνέχειες παρουσιάζονται ταυ-
τόχρονα και στις δύο κατευθύνσεις (εσωτερικές γωνίες).

Στα προβλήματα μίας διάστασης, ο συντελεστής διάχυσης έχει τη γενική μορφή
D = D(x) = γk ∈ R για x ∈ [wk−1, wk] , k = 1, . . . , K + 1 (βλ. Σχήμα 11) και
προσεγγίζεται από μία συνεχή συνάρτηση D̃ που ορίζεται ως

D̃ = D̃(x) =



γ1 , x ∈ (α,w1 − ϵ)

p1(x) , x ∈ (w1 − ϵ, w1 + ϵ)

γ2 , x ∈ (w1 + ϵ, w2 − ϵ)

p2(x) , x ∈ (w2 − ϵ, w2 + ϵ)
...

...
...

pk(x) , x ∈ (wK − ϵ, wK + ϵ)

γK+1 , x ∈ (wK + ϵ, b)

(44)
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όπου pk(x) για k = 1, . . . , K είναι κυβικά πολυώνυμα που ορίζονται μοναδικά
από τις σχέσεις

pk(wk − ϵ) = γk , pk(wk + ϵ) = γk+1 , p′k(wk − ϵ) = p′k(wk + ϵ) = 0

Στο Σχ. (8) που ακολουθεί, δείχνουμε τον συνεχή και τον ασυνεχή συντελεστή
διάχυσης για ένα σημείο διεπαφής.

Σχήμα 8: Η προσέγγιση του ασυνεχούς συντελεστή διάχυσης με κυβικό πολυώ-
νυμο.

Για τα προβλήματα δύο διαστάσεων, ας θεωρήσουμε την απλή περίπτωση
όπου ο συντελεστής διάχυσης D ορίζεται ως:

D =

{
1 , (x, y) ∈ (w, b]× (w, b]

γ , (x, y) ̸∈ (w, b]× (w, b]

και προφανώς χαρακτηρίζεται από μία γωνιακή ασυνέχεια στο σημείο (w,w),
όπως χαρακτηριστικά επιδεικνύεται στο Σχήμα 9.

5

0

x
-5-5

-4
-3

-2
-1

y

0
1

2
3

4

-0.5

0

0.5

1

1.5

5

Σχήμα 9: Ο συντελεστής διάχυσης στις δύο διαστάσεις με μία γωνιακή ασυνέ-
χεια.
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Τότε, υποθέτοντας, ότι έχουμε ομοιόμορφη διαμέριση και στις δύο κατευθύν-
σεις μήκους h, και θεωρώντας κατάλληλες συνθήκες κατά μήκος της γραμμής
ασυνέχειας, μπορούμε να κατασκευάσουμε μία γενικευμένη πολυωνυμική συ-
νάρτηση D̃(x, y) που προσεγγίζει τον συντελεστή διάχυσηςD. Η γενική της μορ-
φής ικανοποιεί τη σχέση:

D̃ =



1 , (x, y) ∈ (w + ε, b]× (w + ε, b]

p(x) , (x, y) ∈ (w − ε, w + ε]× (w + ε, b]

q(y) , (x, y) ∈ (w + ε, b]× (w − ε, w + ε]

c(x, y) , (x, y) ∈ (w − ε, w + ε]× (w − ε, w + ε]

γ , διαφορετικά

543210

x
-1-2-3-4-5-5

0

y

0.5
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0.6

0.65

0.7

0.75
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0.85

0.9

0.95

1

5

Σχήμα 10: Πολυωνυμική προσέγγιση D̃ του συντελεστής διάχυσης D.

όπου p(x) =
i=3∑
i=0

pix
i, q(y) =

j=3∑
j=0

qjy
j είναι κυβικά πολυώνυμα, ως προς x και ως

προς y αντίστοιχα, που ορίζονται όπως αυτά που χρησιμοποιήσαμε στη μονο-
διάστατη περίπτωση, ενώ στη περιοχή της γωνίας χρησιμοποιούμε ένα γενικευ-

μένο κυβικό πολυώνυμο δύο διαστάσεων της μορφής c(x, y) =
i=3∑
i=0

j=3∑
j=0

cijx
iyj.

2.2 Η dDHC μέθοδος για γενικευμένα μη-γραμμικά παραβο-
λικά ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+1 διαστάσεις

Προβλήματα πολλαπλών περιοχών/πεδίων που περιγράφουν αρκετές εφαρ-
μογές όπως, η βιολογική εισβολή, η μόλυνση στο περιβάλλον, ροή ρευστών και
καυσαερίων κ.α. μπορούν να περιγραφούν με μια γενική κλάση μη γραμμικών
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παραβολικών εξισώσεων της μορφής (1)

∂c

∂t
= L

[
t, x, c,D

∂c

∂x

]
+N

[
t, x, c,D

dc

dx

]
, a < x < b , t > 0 (45)

c(x, 0) = c0(x)

∂c

∂x
(x, t) |x=a=

∂c

∂x
(x, t) |x=b= 0

όπου ο γραμμικός και ο μη γραμμικός τελεστής πολυωνυμικού τύπου L[·] και
N [·] αντίστοιχα, ορίζονται απο:

L[c] = f1
∂

∂x

(
D
∂c

∂x

)
+ f2

(
D
∂c

∂x

)
+ f3 c ,

N [c] = q

(
x, t, c,

(
D
∂c

∂x

))
=

P∑
ℓ=1

gℓc
mℓ

(
D
∂c

∂x

)nℓ

,

(46)

με c ≡ c(x, t) να είναι συνεχής συνάρτηση, οι fi ≡ fi(x, t) και gℓ ≡ gℓ(x, t) να είναι
επαρκώς ομαλές, και mℓ, nℓ, P μη αρνητικοί ακέραιοι μεγαλύτεροι του ένα.

Ο συντελεστής διάχυσηςD ≡ D(x) είναι ασυνεχής και χαρακτηρίζει την φύση
του προβλήματος πολλαπλών περιοχών. Για τον ορισμό του, θεωρούμεK εσω-

 !  !

  w0   w2   w3  w1   
wj−1  

wj   
wj+1   wK+1 wK  wK−1

 γ 2

 γ 3
 γ 1

 
γ j

  
γ j+1

 γ K

  γ K+1

Σχήμα 11: Ο συντελεστής διάχυσης στις K + 1 υποπεριοχές

τερικά σημεία διεπαφής wk στο χωρίο [a, b] τα οποία ορίζουν K + 1 περιοχές
διάχυσης. Ειδικότερα, θεωρούμε

a = w0 < w1 < · · · < wk < · · · < wK < wK+1 = b,

και ορίζουμε τα υποχωρία,

Wk = (wk−1, wk) , k = 1, . . . , K + 1 . (47)

Τότε, ο συντελεστής διάχυσης D ορίζεται ως

D(x) = γk ∈ R για x ∈ Wk , k = 1, . . . , K + 1 . (48)

Για την ανάπτυξη της dDHC μεθόδου, θεωρούμε μία ομοιόμορφη διαμέριση
σε κάθε ένα από τα k = 1, . . . , K + 1 υποχωρία Wk = [wk−1, wk] σε Nk υποδια-
στήματα μήκους

hk :=
wk − wk−1

Nk

. (49)
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ώστε

[a, b] =
N+1∪
j=1

Ij , Ij = [xj−1, xj] (50)

με
xj = a+ j hj(k) , j = 0, . . . , N + 1 , (51)

όπου

N =
K+1∑
k=1

Nk and hj(k) = hk when Ij ⊆ Wk , (52)

για k = 1, . . . , K + 1.
Όπως αναπτύξαμε στη παράγραφο 2.1.2, η μέθοδος dDHC αναζητά προ-

σεγγιστικές λύσεις c̃(x, t) ∼ c(x, t) στο χώρο H̃D, όπου c̃(x, t) έχει τη μορφή (24),
δηλαδή

c̃(x, t) =
N+1∑
j=0

[α2j(t)ϕ2j(x) + α2j+1(t)ϕ2j+1(x)]

όπου ϕ2j(x) και ϕ2j+1(x) είναι τα γενικευμένα κυβικά πολυώνυμα Hermite που
ορίζονται από τις σχέσεις (11)-(12). Εύκολα κανείς μπορεί να διαπιστώσει ότι,

u(xj, t) = a2j(t), (53)

ux(xj, t) =

{
a2j+1(t)/γk , if xj ∈ Wk

∧
xj ̸= wk ∀k

a2j+1(t)/γk+1 , if xj ∈ Wk+1

∧
xj ̸= wk ∀k

, (54)

ενώ, για κάθε xj = wk, ισχύει

lim
x→w−

k

γkux(x, t) = lim
x→w+

k

γk+1ux(x, t) = a2k+1(t). (55)

Με στόχο τον υπολογισμό των αγνώστων μεταβλητών αi ≡ αi(t) , i =
0, . . . , 2(N + 1) προχωράμε στην κατασκευή του συστήματος ΣΔΕ που παρά-
γει η Collocation μέσω της κατάλληλης προσαρμογής των δομικών στοιχείων

Σχήμα 12: Η ασυνεχής βάση Hermite για τρεις περιοχές Wk
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που έχουμε αναπτύξει σε προηγούμενες ενότητες. Πιο συγκεκριμένα, παρατη-
ρούμε ότι σε κάθε στοιχείο Ij οι δύο elemental collocation εξισώσεις ικανοποιούν
την εξίσωση

2j+1∑
L=2j−2

α̇L(t)ϕL(σi) = L

[
2j+1∑

L=2j−2

αL(t)ϕL(σi)

]
+N

[
2j+1∑

L=2j−2

αL(t)ϕL(σi)

]
(56)

για i = 2j − 1 , 2j, όπου

L

[
2j+1∑

L=2j−2

αL(t)ϕL(σi)

]
= f1(σi, t)γj

2j+1∑
L=2j−2

αL(t)ϕ
′′
L(σi) + f2(σi, t)γj

2j+1∑
L=2j−2

αL(t)ϕ
′
L(σi)

+ f3(σi, t)

2j+1∑
L=2j−2

αL(t)ϕL(σi)

(57)

και

N

[
2j+1∑

L=2j−2

αL(t)ϕL(σi)

]
=

k∑
ℓ=1

{
gℓ(σi, t)

(
2j+1∑

L=2j−2

αL(t)ϕL(σi)

)mℓ

(
γj

2j+1∑
L=2j−2

αL(t)ϕ
′
L(σi)

)nℓ
} . (58)

Συνεπώς, γράφοντας την εξίσωση (56) σε διανυσματική μορφή ως:

C
(0)
j α̇ααj = γjf1jf1jf1j ◦

(
C

(2)
j αααj

)
+ γjf2jf2jf2j ◦

(
C

(1)
j αααj

)
+ f3jf3jf3j ◦

(
C

(0)
j αααj

)
+

k∑
ℓ=1

{
γjgℓjgℓjgℓj ◦

(
C

(0)
j αααj

)◦mℓ

◦
(
C

(1)
j αααj

)◦nℓ
} (59)

όπου C(m)
j ορίζονται στην (30) και

fijfijfij =

[
fi(σ2j−1, t)

fi(σ2j, t)

]
i=1,2,3

και gℓjgℓjgℓj =

[
gℓ(σ2j−1, t)

gℓ(σ2j, t)

]
,

το collocation σύστημα ΣΔΕ που αντιστοιχεί στην (45) έχει την μορφή:

C0α̇αα = (γγγ ◦ f1f1f1) ◦ (C2ααα) + (γγγ ◦ f2f2f2) ◦ (C1ααα) + f3f3f3 ◦ (C0ααα)

+
k∑

ℓ=1

{(γγγ◦nℓ ◦ gℓgℓgℓ) ◦ (C0ααα)
◦mℓ ◦ (C1ααα)

◦nℓ} (60)
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όπου οι (2N + 2) × (2N + 2) πίνακες Cm ορίζονται στην (39), τα διανύσματα γγγ,
f1,2,3f1,2,3f1,2,3 και gℓgℓgℓ ορίζονται από τις σχέσεις:

γγγ = [γ1 γ2 γ2 · · · γN γN γN+1]
T ,

fififi =
[
f̃i1f̃i1f̃i1 fi2fi2fi2 · · · fiNfiNfiN f̃iN+1

f̃iN+1f̃iN+1

]T
i = 1, 2, 3 ,

gℓgℓgℓ =
[
g̃ℓ1g̃ℓ1g̃ℓ1 gℓ2gℓ2gℓ2 · · · gℓNgℓNgℓN g̃ℓN+1

g̃ℓN+1g̃ℓN+1

]T
,

ενώ τα διανύσματα διάστασης 2N+2,ααα ≡ ααα(t) και α̇αα ≡ α̇αα(t) περιγράφονται απο:

ααα =
[
α0(t) α2(t) · · · α2N+1(t) α2N+2(t)

]T
α̇αα =

[
α̇0(t) α̇2(t) · · · α̇2N+1(t) α̇2N+2(t)

]T
.

Σε αυτό το σημείο, πρέπει να σημειώσουμε ότι ο πίνακας C0 του συστήματος
ΣΔΕ (60) είναι αντιστρέψιμος αφού έχουμε αποδείξει ότι τα γενικευμένα πολυώ-
νυμα Hermite είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

2.3 Η dDHC μέθοδος για γενικευμένα μη-γραμμικά παραβο-
λικά ΠΑΣΣ-ΠΠ, τύπου stripes, στις 1+2 διαστάσεις

Με ανάλογο, της παραπάνω παραγράφου, τρόπο μπορούμε να περιγρά-
ψουμε και την χρήση των δομικών στοιχείων που έχουμε αναπτύξει για την αντι-
μετώπιση γενικευμένων προβλημάτων στις δύο χωρικές διαστάσεις.

Πιο συγκεκριμένα, σε αντιστοιχία με το γενικό μονοδιάστατο πρόβλημα που
περιγράψαμε στην (45), ας θεωρήσουμε το γενικό μη-γραμμικό παραβολικό πρό-
βλημα δύο χωρικών διαστάσεων

∂c

∂t
= L[c] +N [c] , a < x < b , a < y < d , t ≥ 0

c(x, y, 0) = c0(x, y) ,
∂c

∂η
(x, y, t) = 0

όπου ο γραμμικός και ο μη γραμμικός τελεστής L[·] καιN [·] αντίστοιχα, ορίζονται
απο:

L[c] = f1
∂

∂x

(
D
∂c

∂x

)
+ f2

∂

∂y

(
D
∂c

∂y

)
+ f3

(
D
∂c

∂x

)
+ f4

(
D
∂c

∂y

)
+ f5 c ,

N [c] = q

(
x, t, c,

(
D
∂c

∂x

)
,

(
D
∂c

∂y

))
=

P∑
ℓ=1

gℓc
mℓ

(
D
∂c

∂x

)nℓ
(
D
∂c

∂y

)kℓ

,

(61)
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με c ≡ c(x, y, t) να είναι συνεχής συνάρτηση, οι fi ≡ fi(x, y, t) και gℓ ≡ gℓ(x, y, t)
να είναι επαρκώς ομαλές συναρτήσεις, και mℓ, nℓ, kℓ, P μη αρνητικοί ακέραιοι
μεγαλύτεροι του ένα. Τον συντελεστή διάχυσης D ≡ D(x, y) τον θεωρούμε ασυ-
νεχή, με τέτοιο τρόπο ώστε να χαρακτηρίζει προβλήματα πολλαπλών περιοχών
τύπου Stripes.

α b 

d 

w1 w2 w3 w4 

Σχήμα 13: Αντιπροσωπευτική μορφή συντελεστού διάχυσης για προβλήματα
τύπου κατακόρυφων λωρίδων (stripes).

Ειδικότερα, ας θεωρήσουμε ότι έχουμε το πρόβλημα των κατακόρυφωνStripes,
όπως επιδεικνύουμε στο Σχήμα 13, το οποίο γενικά χαρακτηρίζεται απόK γραμ-
μές διεπαφής, κάθετες στον άξονα x′x, και K + 1 χωρία τύπου Stripes. Πιο συ-
γκεκριμένα, αν θεωρήσουμε τις γραμμές διεπαφής

x = wk , k = 1, · · · , K όπου a = w0 < w1 < · · · < wk < · · · < wK < wK+1 = b,

και ορίσουμε τα χωρία

Wk = (wk−1, wk)× (a, d) , k = 1, . . . , K + 1 . (62)

τότε ο συντελεστής διάχυσης ορίζεται ως

D(x, y) = γk ∈ R για (x, y) ∈ Wk , k = 1, . . . , K + 1 . (63)

Οι συνθήκες συνέχειας που προκύπτουν από την παραβολική φύση της δια-
φορικής για κάθε γραμμή διεπαφής περιγράφονται, κατ’ αντιστοιχία με την μο-
νοδιάστατη περίπτωση, ως :

lim
x→w−

k

c(x, y, t) = lim
x→w+

k

c(x, y, t)

lim
x→w−

k

D(x, y)cx(x, y, t) = lim
x→w+

k

D(x, y)cx(x, y, t)

. (64)
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Δουλεύοντας τώρα παρόμοια με την προηγούμενη παράγραφο για το μο-
νοδιάστατο πρόβλημα και χρησιμοποιώντας τα Λημμάτα 3 και 5, το collocation
σύστημα ΣΔΕ παίρνει τη μορφή:

C0̃0ȧ̇ȧa = (γγγ ◦ f1f1f1) ◦ (C2̃0aaa) + (γγγ ◦ f2f2f2) ◦ (C0̃2aaa) + (γγγ ◦ f3f3f3) ◦ (C1̃0aaa)+

+ (γγγ ◦ f4f4f4) ◦ (C0̃1aaa) + f5f5f5 ◦ (C0̃0aaa)+

+
P∑
ℓ=1

(γγγ◦(nℓ+kℓ) ◦ gℓgℓgℓ) ◦ (C0̃0aaa)
◦mℓ ◦ (C1̃0aaa)

◦nℓ ◦ (C0̃1aaa)
◦kℓ

(65)

όπου οι πίνακες Cm̃n έχουν ορισθεί στην σχέση (42).
Τέλος σημειώνουμε ότι, το σύστημα (65), εύκολα μπορεί να τροποποιηθεί για

να περιγράψει το σύστημα ΣΔΕ για το πρόβλημα των οριζόντιων Stripes αν, στη
θέση των πινάκων Cm̃n, χρησιμοποιήσουμε τους πίνακες Cmñ που έχουν ορισθεί
με την σχέση (43).

2.4 Ανάπτυξη dDHC για γραμμικά ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+2 διαστά-
σεις με γωνιακές ασυνέχειες

Η εφαρμογή της dDHCσε ΠΑΣΣ-ΠΠπου παρουσιάζουν γωνιακές ασυνέχειες
έχει ήδη συμπεριληφθεί στην Τεχνική Έκθεση 2014. Εδώ, για λόγους πληρότη-
τας της τελικής έκθεσης, αναφέρουμε εν τάχει τα βασικά συμπεράσματα.

Ας θεωρήσουμε, συνεπώς, το γενικό πρόβλημα πολλαπλών πεδίων, όπως
το περιγράψαμε στη σχέση (1), με πεδίο ορισμού το ορθογώνιο Ω = [a, b]× [a, b]
και με συντελεστή διάχυσης D να ορίζεται από την σχέση

D =

{
1 , (x, y) ∈ W = (w1, w2)× (w1, w2)

γ , (x, y) ∈ Ω\W

με a < w1, w2 < b, δημιουργώντας δύο περιοχές με ορθογώνια διεπαφή μεταξύ
τους, όπως επιδεικνύεται και στο Σχήμα 14.
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Σχήμα 14: Συντελεστής διάχυσης D με γωνιακές ασυνέχειες.
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Για τη κατασκευή του collocation συστήματος ΣΔΕ χρησιμοποιήσαμε την μπλοκ-
τριδιαγώνια αρίθμηση αγνώστων και εξισώσεων, όπως χαρακτηριστικά δείχνουμε
στο Σχήμα 15 για μία ενδεικτική 4× 4 διαμέριση.

Σχήμα 15: Αρίθμηση αγνώστων και εξισώσεων για μία ενδεικτική διαμέριση.

Όπως φαίνεται στο Σχ. 16 η αριθμητική λύση που παρήχθη, για ένα γραμ-
μικό πρόβλημα-μοντέλο, προσεγγίζει το επιθυμητό προφίλ της ασυνέχειας της
παραγώγου στο ορθογώνιο διεπαφής.
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Σχήμα 16: Η αριθμητική λύση για ένα Rectangular πρόβλημα.
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Όμως, μετά από σειρά προσομοιώσεων και ανάλυσης, διαπιστώσαμε ότι η
μέθοδος δημιουργεί σφάλματα χαμηλότερης τάξης σε γειτονιές των γωνιακών
ασυνεχειών (Σχ. 17) με συνέπεια την απώλεια της τέταρτης τάξης σύγκλισης της
μεθόδου.
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Σχήμα 17: Το απόλυτο χωρικό σφάλμα της λύσης για ένα Rectangular πρό-
βλημα.

Η ερευνητική προσπάθεια για την επίλυση του προβλήματος της απώλειας
της τέταρτης τάξης σύγκλισης συνεχίζεται και αποτελεί έναν από τους μελλοντι-
κούς στόχους μας.

2.5 Ανάπτυξη Υβριδικής Collocation - ΜΧΔ (HC-IR) μεθόδου
στις 1+1 διαστάσεις

Η ανάπτυξη φορμαλισμού για τον συνδυασμό της μεθόδου Collocation με
Μεθόδους Χαλάρωσης στις Διεπαφές (ΜΧΔ) για ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+1 διαστάσεις
έχει ήδη συμπεριληφθεί στην Τεχνική Έκθεση 2014. Εδώ, για λόγους πληρότη-
τας της τελικής έκθεσης, αναφέρουμε εν τάχει τα βασικά συμπεράσματα.

Η HC-IR σε αντίθεση με την dDHC δεν λύνει ένα ενιαίο πρόβλημα πολλα-
πλών πεδίων, αλλά το διαιρεί σε ανεξάρτητα προβλήματα και χρησιμοποιεί τα
σημεία διεπαφής για να παράγει τις συνοριακές συνθήκες ανάμεσα σε αυτά. Συ-
νεπώς, για την ανάπτυξη της μεθόδου, χρησιμοποιήσαμε τα συνεχή πολυώνυμα
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Hermite και θεωρήσαμε τις συνθήκες συνέχειας στις διεπαφές ως εσωτερικές
συνοριακές συνθήκες των προβλημάτων. Ειδικότερα, η μέθοδος που αναπτύ-
ξαμε ανήκει στην κατηγορία two step AVE methods, και μπορούμε να την περι-
γράψουμε αλγοριθμικά για προβλήματα με δύο περιοχές (όπου ο συντελεστής
διάχυσης λαμβάνει τη τιμή D = γ στη μία περιοχή και D = 1στην άλλη) ως εξής:

1. Για k = 0, . . .

2. Χωρίζουμε το χωρίο μας Ω σε δύο υποχωρία Ω1,Ω2 και διαλέγουμε τυχαία
αρχικά u(0)1 , u

(0)
2 για την λύση κάθε υποχωρίου.

3. g1 = β1
du

(2k)
1

dx

∣∣∣∣
x=w

+ 1−β1

γ

du
(2k)
2

dx

∣∣∣∣
x=w

, g2 = γg1

4. Λύνουμε το (ΑΠΣΤ) στο Ω1 με ux(a, t) = 0, ux(w, t) = g1 και
Λύνουμε το (ΑΠΣΤ) στο Ω2 με ux(w, t) = g2, ux(b, t) = 0

5. h1 = α1 u
(2k+1)
1

∣∣∣
x=w

+ (1− a1) u
(2k+1)
2

∣∣∣
x=w

, h2 = h1

6. Λύνουμε το (ΑΠΣΤ) στο Ω1 με ux(a, t) = 0, u(w, t) = h1 και
Λύνουμε το (ΑΠΣΤ) στο Ω2 με u(a, t) = h2, ux(b, t) = 0.

7. Κριτήριο Τερματισμού

8. Τέλος Για

Επισημαίνουμε ότι, η ικανοποίηση των συνθηκών διεπαφής (3) επιτυγχάνεται
στα βήματα 3 και 6 του αλγόριθμου. Το πρόβλημα στις δύο χωρικές διαστάσεις
βρίσκεται σε εξέλιξη.

2.6 IMEX Runge-Kutta και dDHC για μη-γραμμικά ΠΑΣΣ-ΠΠ,
τύπου stripes, σε αρχιτεκτονικές κοινής μνήμηςCPU/GPU

Για την επίλυση του collocation συστήματος ΣΔΕ (65), το οποίο αναφέρεται
σε μη-γραμμικά ΠΑΣΣ-ΠΠ τύπου stripes και για τις ανάγκες τις παρούσας πα-
ραγράφου παίρνει τη μορφή

C0̃0ȧ̇ȧa = L(aaa) +N (aaa), (66)

όπου L(aaa) συμβολίζει το γραμμικό τμήμα του συστήματος και ορίζεται ως

L(aaa) .= γγγ ◦ [f1f1f1 ◦ C2̃0aaa+ f2f2f2 ◦ C0̃2aaa+ f3f3f3 ◦ C1̃0aaa+ f4f4f4 ◦ C0̃1aaa] + f5f5f5 ◦ C0̃0aaa

= [Dγ (D1C2̃0 +D2C0̃2 +D3C1̃0 +D4C0̃1) +D5C0̃0]aaa
.
= CLaaa

(67)
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ενώ N (aaa) συμβολίζει το μη-γραμμικό τμήμα του συστήματος και ορίζεται ως

N (aaa)
.
=

P∑
ℓ=1

(γγγ◦(nℓ+kℓ) ◦ gℓgℓgℓ) ◦ (C0̃0aaa)
◦mℓ ◦ (C1̃0aaa)

◦nℓ ◦ (C0̃1aaa)
◦kℓ , (68)

μεDγ = diag(γγγ) καιDi = diag(fififififififififi), i = 1, 2, 3, 4, 5, χρησιμοποιήσαμε (βλ. Τεχνικές
Εκθέσεις Δράσης 4.2) υψηλής ευστάθειας δευτέρας και τρίτης τάξεως σχήματα
χρονικής διακριτοποίησης IMEX Runge-Kutta. Τα σχήματα αυτά συνδυάζουν έμ-
μεσες (implicit) διακριτοποιήσεις για το άκαμπτο (stiff) τμήμα του συστήματος και
άμεσες για το λιγότερο άκαμπτο τμήμα του.

Προσαρμόζοντας την λογική των IMEX RK μεθόδων στα προβλήματα ενδια-
φέροντος, και προς αποφυγήν επίλυσης μη-γραμμικών αλγεβρικών συστημά-
των που θα επιβάρυναν σημαντικά το υπολογιστικό κόστος, χρησιμοποιήσαμε
έμμεσα σχήματα για το γραμμικό τμήμα L(aaa) του συστήματος, το οποίο περι-
λαμβάνει και τον ασυνεχή συντελεστή διάχυσης, και άμεσα σχήματα για το μη-
γραμμικό τμήμα του N (aaa). Με αυτόν τον τρόπο, ένα από τα σχήματα IMEX RK,
τριών σταδίων - δευτέρας τάξεως, που χρησιμοποιήσαμε με επιτυχία περιγρά-
φεται ως εξής:

IMEX-(3,3,2) RK

Caaa1 = C0̃0aaa
(n)

Caaa2 = C0̃0aaa
(n) + τN (aaa1) + τ(1− 2λ)CLaaa1

Caaa3 = C0̃0aaa
(n) +

τ

4
[N (aaa1) +N (aaa2)] + τ(

1

2
− λ)CLaaa1

C0̃0aaa
(n+1) = C0̃0aaa

(n) +
τ

6
[N (aaa1) +N (aaa2) + 4N (aaa3) + CL (aaa1 + aaa2 + 4aaa3)]

όπου τ συμβολίζει το βήμα της χρονικής διακριτοποίησης (δηλ. τ = ∆t), ο πί-
νακας C ορίζεται ως C .

= C0̃0 − λτCL, ενώ η βέλτιστη τιμή της παραμέτρου λ

λαμβάνεται για λ = 1−
√
2

2
.

Για την ανάδειξη και περιγραφή των πράξεων γραμμικής άλγεβρας που πε-
ριλαμβάνονται στην μέθοδο IMEX-(3,3,2) RK ανωτέρω, καθώς και της σειράς
εκτέλεσης τους, παραθέτουμε τον αλγόριθμο που ακολουθεί σε μορφή ψευδο-
κώδικα:
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Ι
Δημιουργία Πινάκων C0̃0, CL, C και aold

for t = τ to tmax με χρονικό βήμα τ

Υπολογισμός a0 = C0̃0aold

Επίλυση C a1 = a0

Υπολογισμός nnn1 = N (aaa1) και ccc1 = CLaaa1

Υπολογισμός ã0 = a0 + τnnn1 + τ(1− 2λ)ccc1

Επίλυση C a2 = ã0

Υπολογισμός nnn2 = N (aaa2) και ccc2 = CLaaa2

Υπολογισμός ã0 = a0 + τ
4
(nnn1 + nnn2) + τ(1

2
− λ)ccc1

Επίλυση C a3 = ã0

Υπολογισμός nnn3 = N (aaa3) και ccc3 = CLaaa3

Υπολογισμός ã0 = a0 + τ
6
(nnn1 + nnn2 + 4nnn3 + ccc1 + ccc2 + 4ccc3)

Επίλυση C0̃0 anew = ã0

Υπολογισμός aold = anew

endfor

Για την απεικόνιση του ανωτέρω αλγορίθμου σε υπολογιστικές αρχιτεκτο-
νικές κοινής μνήμης που διαθέτουν και γραφικούς επιταχυντές (GPUs), όπως
επιδεικνύεται και στο Σχήμα 18, χρησιμοποιούμε σχετικά ερευνητικά αποτελέ-
σματα, που έχουμε ήδη παρουσιάσει στις Τεχνικές Εκθέσεις των Δράσεων 2.1
και 4.2 αλλά και σε σχετικές δημοσιεύσεις, ώστε να επιταχύνουμε την υπολο-
γιστική διαδικασία σε πρώτο επίπεδο, δηλαδή χωρίς να ληφθεί υπόψη η δομή
του πινάκων που συμμετέχουν στον αλγόριθμο. Η ερευνητική διαδικασία για την
ανάπτυξη αλγορίθμων που εκμεταλλεύονται την δομή των collocation πινάκων
βρίσκεται σε εξέλιξη και αποτελεί έναν από τους μελλοντικούς ερευνητικούς στό-
χους.

Συνεπώς, οι βασικές αρχές που διέπουν τον προς κατασκευή παράλληλο
αλγόριθμο περιγράφονται ως εξής:

• Για την επίλυση των γραμμικών συστημάτων χρησιμοποιείται η προρυθ-
μισμένη BiCGSTAB επαναληπτική μέθοδος. Ως προρυθμιστής χρησιμο-
ποιείται η ατελής διάσπαση iLU .

• Όλοι οι πίνακες αποθηκεύονται σε αραιή μορφή.
• Όλες οι πράξεις γραμμικής άλγεβρας (BLAS) εκτελούνται στην GPU.
• Η διάσπαση των πινάκων C και C0̃0 καθώς και οι εμπρός/πίσω αντικα-
ταστάσεις για την επίλυση των γραμμικών συστημάτων εκτελούνται στις
CPUs.
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Σχήμα 18: Αρχιτεκτονική κοινής μνήμης υπολογιστικού συστήματος CPU-GPU

Με βάση τις ανωτέρω αρχές ο αλγόριθμος παίρνει τη μορφή:

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΙΙ
Δημιουργία Πινάκων C0̃0, CL, C, iLU(C), iLU(CL) και aold στη CPU

for t = τ to tmax με χρονικό βήμα τ

Υπολογισμός σε GPU a0 = C0̃0aold

Επίλυση με BiCGSTAB σε CPU/GPU C a1 = a0

Υπολογισμός σε GPU nnn1 = N (aaa1) και ccc1 = CLaaa1

Υπολογισμός σε GPU ã0 = a0 + τnnn1 + τ(1− 2λ)ccc1

Επίλυση με BiCGSTAB σε CPU/GPU C a2 = ã0

Υπολογισμός σε GPU nnn2 = N (aaa2) και ccc2 = CLaaa2

Υπολογισμός σε GPU ã0 = a0 + τ
4
(nnn1 + nnn2) + τ(1

2
− λ)ccc1

Επίλυση με BiCGSTAB σε CPU/GPU C a3 = ã0

Υπολογισμός σε GPU nnn3 = N (aaa3) και ccc3 = CLaaa3

Υπολογισμός σε GPU ã0 = a0 + τ
6
(nnn1 +nnn2 + 4nnn3 + ccc1 + ccc2 + 4ccc3)

Επίλυση με BiCGSTAB σε CPU/GPU C0̃0 anew = ã0

Υπολογισμός σε GPU aold = anew

endfor
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3 Αποτελέσματα
Τοπρόβλημα μοντέλο διάχυσης καρκινικών όγκων εγκεφάλου που θεωρούμε

στην παράγραφο αυτή έχει τη μορφή

ct = ∇ · (D∇c) + c− c2, (x, y) ∈ (−3, 3)× (−3, 3)

με τον συντελεστή διάχυσης D να είναι ασυνεχής κατά μήκος των γραμμών x =
−1 και x = 1 όπως δείχνουμε και στο σχήμα που ακολουθεί.

Σημειώνουμε ότι για το ανωτέρω πρόβλημα μοντέλο οι τελεστές L(aaa) και N (aaa),
που ορίστηκαν στις σχέσεις (67)-(68), παίρνουν αντίστοιχα την μορφή:

L(aaa) ≡ CLaaa = [Dγ (C2̃0 + C0̃2) + C0̃0]aaa και N (aaa) = − (C0̃0aaa) ◦ (C0̃0aaa) .

Σχήμα 19: Συγκέντρωση κυττάρων c(x, y, t) κατά την 5η ημέρα
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Στα σχήματα 19- 23 συνοψίζονται τα αποτελέσματα, από την εκτέλεση του Αλγο-
ρίθμου Ι της προηγούμενης παραγράφου, που αφορούν στη εξέλιξη στο χρόνο
της συγκέντρωσης των καρκινικών κυττάρων αλλά και στη συμπεριφορά της
dDHC μεθόδου.

Σχήμα 20: Συγκέντρωση κυττάρων c(x, y, t) κατά την 50η ημέρα

Σχήμα 21: Συγκέντρωση κυττάρων c(x, y, t) κατά την 150η ημέρα
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Σχήμα 22: Συγκέντρωση κυττάρων c(x, y, t) κατά την 300η ημέρα

Σχήμα 23: Χρόνος εκτέλεσης και τάξη σύγκλισης της dDHC μεθόδου

Η υλοποίηση του παράλληλου Αλγορίθμου ΙΙ πραγματοποιήθηκε σε μηχά-
νημα τύπου HP SL390s το οποίο διαθέτει δύο επεξεργαστές των 6 πυρήνων
τύπου Xeon@2.8 GHz και 24 GB συνολικής μνήμης, καθώς και ένα γραφικό
υποσύστημα NVIDIA Tesla M2070 επιτάχυνσης υπολογισμών, το οποίο επικοι-
νωνεί με το μηχάνημα μέσω PCI-e Gen2. Το μηχάνημα χρησιμοποιεί το λει-
τουργικό σύστημα Oracle Linux 6.3 x64. Οι υλοποιήσεις πραγματοποιήθηκαν
με χρήση πολλαπλών νημάτων εκτέλεσης στον κεντρικό επεξεργαστή και στον
επιταχυντή υπολογισμών με χρήση του μεταγλωττιστή PGI στην έκδοση 15.10
για την γλώσσα προγραμματισμού Cuda Fortran και τα πρότυπα OpenMP και
OpenACC. Επίσης χρησιμοποιήθηκαν οι βιβλιοθήκες cuBLAS και cuSPARSE
από το πακέτο λογισμικούCUDA toolkit 7.0 για τη διενέργεια υπολογισμών γραμ-
μικής άλγεβρας στο υποσύστημα επιτάχυνσης υπολογισμών, καθώς και η βι-
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βλιοθήκη SPARSEKIT για τη διενέργεια αντίστοιχων υπολογισμών στον κεντρικό
επεξεργαστή.

Ο πίνακας που ακολουθεί παρουσιάζει την επιτάχυνση η οποία επετεύχθη,
συγκρίνοντας την επίλυση προβλήματος για την υλοποίηση με ένα νήμα εκτέλε-
σης σε σχέση με εκτελέσεις με χρήση πολλαπλών νημάτων του κεντρικού επε-
ξεργαστή, καθώς και με την υλοποίηση με χρήση του επιταχυντή για πλήθος 40,
80, 160, 320 και 640 πεπερασμένων στοιχείων ανά κατεύθυνση διακριτοποίη-
σης. Οι συνολικοί βαθμοί dofs ελευθερίας εμφανίζονται επίσης για κάθε μεγεθος
προβλήματος,

n dofs CPU1-CPU2 CPU1-CPU4 CPU1-CPU8 CPU-GPU
40x40 6400 1.18 1.36 2.18 1.08
80x80 25600 1.13 1.19 1.21 1.19
160x160 102400 1.01 1.08 1.05 1.13
320x320 409600 1.01 - - 1.04
640x640 1638400 1.11 1.13 1.09 1.32

Για τη μεγαλύτερη διάσταση προβλήματος έγινε γραφική ανάλυση της επί-
δοσης της εφαρμογής κάνοντας χρήση του λογισμικού NVIDIA Visual Profiler,
μέσω του οποίου είναι δυνατή η χρονομέτρηση συγκεκριμένων διαδικασιών κατά
την εκτέλεση τους στον επιταχυντή. Η παρακάτω εικόνα εμφανίζει τον συνολικό
χρόνο εκτέλεσης διαδικασιών στη συσκευή επιτάχυνσης υπολογισμών. Έτσι από
τα συνολικά 7667 δευτερόλεπτα εκτέλεσης της εφαρμογής, τα 424 εκτελέστηκαν
σε υπολογιστικούς πυρήνες της κάρτας γραφικών και τα υπόλοιπα σε πυρήνες
του κεντρικού επεξεργαστή.
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Οι δυο επόμενες εικόνες εμφανίζουν το συνολικό μέγεθος των δεδομένων
τα οποία μεταφέρθηκαν μεταξύ των μνημών επιταχυντή και υπολογιστικού συ-
στήματος. Έτσι προς την τοπική μνήμη της κάρτας γραφικών μεταφέρθηκαν συ-
νολικά 558GB σε 160 δευτερόλεπτα, ενώ αντίστροφα μετακινήθηκαν δεδομένα
μεγέθους 575GB σε 173 δευτερόλεπτα.

Η επόμενη εικόνα μας εμφανίζει το ποσοστό συμμετοχής κάθε διαδικασίας
η οποία εκτελέστηκε στην κάρτα γραφικών. Όπως προκύπτει η διαδικασία πολ-
λαπλασιασμού πίνακα σε αραιή μορφή αποθήκευσης με διάνυσμα κατανάλωσε
το 74.5 επί τοις εκατό του χρόνου εκτέλεσης στον επιταχυντή. Ακολουθεί με 12
τοις εκατό περίπου η διαδικασία πολλαπλασιασμού αριθμού με διάνυσμα και
πρόσθεσης σε ένα άλλο διάνυσμα, οι διασικασίες αντιγραφής διανυσμάτων και
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υπολογισμός εδωτερικών γινομένων τους με 5 τοις εκατό, ενώ με 3 τοις εκατό
συμμετοχή είναι η διαδικασία υπολογισμού της νόρμας 2 διανύσματος.

Γίνεται σαφές από τα ανωτέρω αποτελέσματα ότι η σειριακή διαδικασία επίλυ-
σης μεγάλων συστημάτων, έστω και αν αποθηκεύονται σε αραιή μορφή, δεν
επιτρέπει την μέγιστη απόδοση της παράλληλης υποδομής. Μελλοντικός στό-
χος της ομάδας είναι η διερεύνηση της δομής των πινάκων που εμπλέκονται στη
διαδικασία και η δημιουργία πρόσθετων επιπέδων παραλληλοποίησης για την
αποδοτική παράλληλη επίλυση των γραμμικών συστημάτων.
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1 Σκοπός
Στη Δράση 2.2 (Μέθοδοι Χαλάρωσης στις Διεπαφές - ΜΧΔ) κύριο σκοπό απο-

τελεί η δημιουργία και μελέτη νέων προχωρημένων μεθόδων χαλάρωσης στη
διεπαφή κατάλληλες για προβλήματα με σύνθετες ΜΔΕ και ιδιαίτερα κατάλλη-
λες για την αντιμετώπιση ασυνεχειών στους συντελεστές τους. Συγκεκριμένα,
η δράση υλοποιεί τους εξής επιμέρους στόχους: (i) ανασκόπηση μεθόδων για
επίλυση προβλημάτων πολλαπλών φυσικών και χωρίων, (ii) ανασκόπηση υπαρ-
χόντων μεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή για ελλειπτικά και παραβολικά προ-
βλήματα, (iii) έλεγχο και επαλήθευση αλγορίθμων ΜΧΔ σε προβλήματα με μη-
κανονικά πεδία, (iv) έλεγχο και επαλήθευση αλγορίθμων με ασύγχρονη συμπερι-
φορά και (v) έλεγχο και επαλήθευση των ΜΧΔ σε προβλήματα που προκύπτουν
από τις εφαρμογές του έργου. Οι αλγόριθμοι υλοποιήθηκαν σε δυο διαφορετικά
περιβάλλοντα, σε Matlab και σε FENICS. Η δεύτερη περίπτωση περιγράφεται
αναλυτικά στα υποέργα 3 και 4.

Το υπόλοιπο της παρούσης Τεχνικής Έκθεσης είναι οργανωμένο ως εξής. Στην
παράγραφο 2 παρουσιάζουμε τα βασικά στοιχεία της μεθοδολογίας που ακο-
λουθήσαμε και στην παράγραφο 3 τα σημαντικότερα αποτελέσματα.

2 Μεθοδολογία

2.1 Μεθόδων επίλυσης προβλημάτων πολλαπλών φυσικών
και χωρίων

Η προσομοίωση φαινομένων που περιγράφονται με πολλαπλά φυσικά μο-
ντέλα σε πολλαπλά χωρία, είναι μια ερευνητική περιοχή η οποία ελκύει το ενδια-
φέρον των επιστημόνων από πολλές και διαφορετικές περιοχές τόσο στο πα-
ρελθόν [17] αλλά και σήμερα [11]. Η υπολογιστική ισχύς αυξάνεται και προσφέ-
ρεται σε όλα τα επιπεδα του υλικού του υπολογιστή, από πολυ-επεξεργαστές
υψηλών επιδόσεων (high speed multi-processors) και συστοιχίες υπολογιστών
(clusters) εως πολυπύρηνες κάρτες γραφικών (multi-core GPUs). Το γεγονός
αυτό κάνει δυνατή την ακριβή προσομοίωση πραγματικών φαινομένων σε απο-
δεκτούς χρόνους εκτέλεσης, Επίσης η πληθώρα υπολογιστικών περιβαλλόντων
[7, 19, 4, 15, 9, 16, 5, 26] επιτρέπει την καλύτερη δυνατή αξιοποίηση των διαθέ-
σιμων δυνατοτήτων του υλικού (hardware) και του λογισμικού (software). Αυτό
μας φέρνει ένα βήμα πιο κοντά στην προσομοίωση προβλημάτων του πραγμα-
τικού κόσμου με αποτελεσματικότητα και ακρίβεια.

Ένα πρόβλημα πολλαπλών φυσικών μοντέλων και πολλαπλών χωρίων είναι
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πρόβλημα που αποτελείται από πολλαπλά επιμέρους προβλήματα, τα οποία συ-
νήθως διέπονται από διαφορετικούς νόμους και αρχές. Για παράδειγμα νόμους
διατήρησης ή καταστατικούς νόμους και αρχές ισορροπίας ή εξέλιξης. Οι συνι-
στώσες ενός τέτοιου προβλήματος πολλαπλών φυσικών/χωρίων, συχνά ονομά-
ζονται υποπροβλήματα ή επιμέρους προβλήματα του αρχικού-συνολικού προ-
βλήματος, και συνδέονται μεταξύ τους μέσα από συστήματα Μερικών Διαφο-
ρικών Εξισώσεων (ΜΔΕ) σε κοινά ή/και επικαλυπτόμενα χωρία ή μέσω συνο-
ριακών συνθηκών πάνω στις διεπαφές (κοινά σύνορα) μεταξύ των γειτονικών
επιμέρους χωρίων/πεδίων.
Στην πρώτη κατηγορία θα μπορούσαμε να εντοπίσουμε προβλήματα που αφο-
ρούν την ηλεκτρική ενέργεια και το μαγνητισμό με υδροδυναμική, ενώ η δεύτερη
κατηγορία περιλαμβάνει multiphysics προβλήματα όπως fluid-structure dynamics
(aeroelasticity) ή δυναμική των ωκεανών-ατμόσφαιρας (γεωφυσική) [11] κλπ.
Όλα τα προβλήματα πολλαπλών φυσικών και χωρίων ορίζονται μέσα από αλγε-
βρικές μορφές, πριν διακριτοποιηθούν για να επιλυθούν με οποιαδήποτε κατάλ-
ληλη μέθοδο. Οι δύο πιο συνήθεις [11] αλγεβρικές μορφές είναι: (i) το συζευγμένο
πρόβλημα ισορροπίας (coupled equilibrium problem - (1))

F (u) ≡
(

F1(u1, u2)
F2(u1, u2)

)
= 0, (1)

και (ii) to συζευγμένο πρόβλημα εξέλιξης (coupled evolution problem - (2))
∂tu1 = f1(u1, u2)
∂tu2 = f2(u1, u2)

. (2)

Θέτοντας J = ∂(F1,F2)
∂(u1,u2)

και u = (u1, u2)
T , οι αλγόριθμοι αντιμετώπισης προ-

βλημάτων ισορροπίας (1) μπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε 3 ομάδες όπως
αυτές καταγράφονται στον Πίνακα 1. Συγκεκριμένα υπάρχουν οι μεθοδολογίες
Jacobi, Gauss-Seidel και Newton. Υποθέτοντας ότι το αρχικό πρόβλημα αποτε-
λείται από δύο επιμέρους προβλήματα τότε οι αλγόριθμοι σημειώνονται ως εξής:

Jacobi Gauss-Seidel Newton
Ορισμός αρχικής τιμής (u0

1, u
0
2)

Για k=1,2,... (εως ότου παρατηρηθεί σύγκλιση)
Υπολόγισε τις (uk+1

1 , uk+1
2 ) Υπολόγισε τις (uk+1

1 , uk+1
2 ) Υπολόγισε το δu

F1(u
k+1
1 , uk

2) = 0 F1(u
k+1
1 , uk

2) = 0 J(uk)δu = −F (uk)

F2(u
k
1 , u

k+1
2 ) = 0 F2(u

k+1
1 , uk+1

2 ) = 0 Υπολόγισε uk+1 = uk + δu
Τέλος βήματος επαναληπτικής διαδικασίας

Πίνακας 1: Κατηγορίες αλγορίθμων για προβλήματα ισορροπίας.

Παρατηρούμε ότι στην αριστερή κλάση των αλγορίθμων η εκτέλεση ακολου-
θεί την μεθοδολογία Jacobi για την επίλυση συστήματος γραμμικών εξισώσεων.
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Για παράδειγμα στην k επανάληψη, η νέα λύση στο πρώτο χωρίο uk+1
1 υπολο-

γίζεται με βάση την προηγούμενη λύση από το γειτονικό χωρίο uk
2, ενώ η νέα

λύση στο δεύτερο χωρίο uk+1
2 υπολογίζεται με βάση την προηγούμενη λύση από

το πρώτο χωρίο uk
1. Η διαδικασία αυτή μπορεί να επεκταθεί για περισσότερα

από δύο υποχωρία, όπου κάθε φορά η νέα λύση uk+1
i στο i χωρίο υπολογίζεται

χρησιμοποιώντας πληροφορία από τη λύση όλων των γειτονικών χωρίων στην
προηγούμενη επανάληψη k. Το συγκεκριμένο σχήμα είναι πλήρως παραλληλί-
σιμο, αφού χρησιμοποιώντας τις λύσεις των επιμέρους προβλημάτων από την
προηγούμενη επανάληψη, μπορούμε να υπολογίσουμε τις νέες λύσεις σε όλα
τα χωρία ταυτόχρονα.
Οι μέθοδοι τύπου Gauss-Seidel, ακολουθούν το πρότυπο της αντίστοιχης με-
θόδου για την επίλυση συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Υποθέτοντας ότι
έχουμε n επιμέρους συζευγμένα προβλήματα, η νέα λύση uk+1

i στο i χωρίο υπο-
λογίζεται λαμβάνοντας υπόψιν όλες τις uk+1

1 , uk+1
2 , . . . , uk+1

i−1 από την τρέχουσα
επανάληψη και τις uk

i+1, . . . , u
k
n από την προηγούμενη επανάληψη. Η συγκεκρι-

μένη μεθοδολογία δεν έχει χαρακτηριστικά παραλληλισμού, ωστόσο λόγω της
άμεσης χρήσης των διορθωμένων τιμών των γειτόνων συγκλίνει ταχύτερα της
Jacobi.
Τέλος, οι αλγόριθμοι τύπου Newton, θεωρούνται αυστηρά συζευγμένα σχήματα
καθώς εμπλέκουν τις ∂Fi,

∂uj
στον Ιακωβιανό πίνακα του συστήματος και χρησιμο-

ποιούνται τόσο σε προβλήματα ισορροπίας όσο και σε προβλήματα εξέλιξης.

Ορισμός αρχικής συνθήκης (u1(t0), u2(t0))
Για n = 1, . . . , Nt

Προχωρούμε ένα βήμα στο χρόνο για την u1 λύνοντας την ∂tu1 = f1(u1, u2(tn−1))
στο n χρονικό σημείο (δηλ., u1(tn))

Προχωρούμε ένα βήμα στο χρόνο για την u2 λύνοντας την ∂tu2 = f2(u1(tn), u2)
στο n χρονικό σημείο (δηλ., u2(tn))

Τέλος βήματος επαναληπτικής διαδικασίας

Πίνακας 2: Αλγόριθμοι για προβλήματα εξέλιξης.

Για τα προβλήματα εξέλιξης σε πολλαπλά χωρία και φυσικά μοντέλα, θεω-
ρούμε σχήματα όπως αυτό του Πίνακα 2. Η μεθοδολογία αυτή είναι η απλού-
στερη δυνατή για την επίλυση παραβολικών προβλημάτων πολλαπλών χωρίων
και πολλαπλών φυσικών μοντέλων. Κάθε επιμέρους πρόβλημα μπορεί να αντι-
μετωπιστεί με άμεσα ή έμμεσα σχήματα για τη διακριτοποίησηωςπρος το χρόνο.
Σε κάθε βήμα στο χρόνο χρησιμοποιούμε εμφωλευμένη επαναληπτική διαδικα-
σία για βελτίωση της λύσης στο steady πρόβλημα της συγκεκριμένης χρονικής
στιγμής.

Οι μέθοδοι διαχωρισμού του χωρίου [10, 13, 14, 6, 18, 20, 8] είναι μέθο-
δοι που χρησιμοποιήθηκαν αρχικά για να αντιμετωπίσουν τέτοιου είδους προ-
βλήματα. Το κύριο χαρακτηριστικό τους είναι ότι διακριτοποιείται το αρχικό σύν-
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θετο πρόβλημα (ακόμη και αν είναι ήδη χωρισμένο από τη φυσική του) και στη
συνέχεια κόβεται σε επιμέρους προβλήματα σε επίπεδο γραμμικής άλγεβρας.
Πλήθος μεθόδων, κυρίως επαναληπτικές χρησιμοποιούνται για να επιλύσουν
τα επιμέρους γραμμικά συστήματα που προκύπτουν τα οποία είναι ισχυρά συ-
ζευγμένα.

Οι Μέθοδοι Χαλάρωσης στη Διεπαφή (ΜΧΔ) [21] αποτελούν μια εναλλακτική
μεθοδολογία για την αντιμετώπιση σύνθετων προβλημάτων και περιγράφονται
στην παράγραφο 2.2

2.2 Μεθόδοι χαλάρωσης στη διεπαφή για ελλειπτικά και πα-
ραβολικά προβλήματα

Οι ΜΧΔ μελετούν σύνθετα προβλήματα ΜΔΕ πολλαπλών μοντέλων φυσικής
και πολλαπλών χωρίων με κύριο χαρακτηριστικό τα επιμέρους προβλήματα να
ορίζονται σε ένα απλό χωρίο στο οποίο εφαρμόζεται μια ΜΔΕ. Επίσης, μελετούν
το σύνθετο πρόβλημα, ερμηνεύοντας τη φυσική του προκειμένου να κατανοή-
σουμε και να αξιοποιήσουμε όλες τις ιδιότητές του. Το επιμέρους προβλήματα
που προκύπτουν, προέρχονται από τεμαχισμό είτε με βάση τη φυσική του αρχι-
κού προβλήματος είτε με βάση θέματα παραλληλισμού. Αυτά τα μικρά προβλή-
ματα μελετώνται ανεξάρτητα και επιλύονται με τις κατάλληλες μεθόδους (FEM,
FD, κλπ.). Ωστόσο, υπάρχει σύζευξη μεταξύ των υποπροβλημάτων [22, 24, 25]
στα κοινά σύνορα, που ονομάζονται διεπαφές (interfaces), έτσι ώστε να ικανο-
ποιούνται συνθήκες και ιδιότητες του αρχικού προβλήματος (π.χ., συνέχεια και
ομαλότητα της λύσης του αρχικού σύνθετου προβλήματος, ή ασυνέχεια στην
παράγωγο της λύσης στο αρχικό πρόβλημα κλπ.).
Αρχικές συνθήκες ορίζονται πάνω στις διεπαφές και μεταφέρονται κατάλληλα
ως συνοριακές συνθήκες στα επιμέρους προβλήματα. Αυτά επιλύονται ταυτό-
χρονα και οι προσεγγίσεις που προκύπτουν συνδυάζονται κατάλληλα μέσω κά-
ποιας ΜΧΔ χρησιμοποιώντας την τιμή της λύσης ή/και της παραγώγου της πάνω
στις διεπαφές για να παραχθούν καλύτερες προσεγγίσεις (πάνω στις διεπα-
φές). Κατά την ανάλυση των ΜΧΔ, μελετώνται θέματα μαθηματικής ανάλυσης,
υπολογιστικής πολυπλοκότητας και θέματα υλοποίησης που έχουν να κάνουν
με λογισμικό ή/και υλικό [11]. Η μαθηματική ανάλυση επιτυγχάνεται κυρίως σε
απλά μοντέλα φυσικής καθώς δεν είναι εφικτό να αναλυθούν σε βάθος πραγ-
ματικά προβλήματα. Η χρήση υπάρχοντος λογισμικού είναι μεγάλης σημασίας
στην υλοποίηση των ΜΧΔ. Υπάρχει πληθώρα πακέτων λογισμικού που υλο-
ποιούν μεθόδους επίλυσης απλών προβλημάτων αλλά πρέπει να συνδυαστούν
και υποστηριχθούν κατάλληλα σε επίπεδο λογισμικού αλλά και υλικού, για να
επιλύσουμε σύνθετα προβλήματα

Η διαδικασία των ΜΧΔ είναι επαναληπτική [24] και περιγράφεται ως:
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1. Ορισμός αρχικών τιμών της συνάρτησης (ή και των παραγώγων) σε όλες τις
διεπαφές όλων των υποχωρίων για να χρησιμοποιηθούν σαν συνοριακές
συνθήκες.

2. Επίλυση του κάθε απλού προβλήματος ΜΔΕ, ταυτόχρονα σε όλα τα υπο-
χωρία με τις κατάλληλες συνοριακές συνθήκες.

3. Σύγκριση των νέων τιμών (με τις προηγούμενες) πάνω στις διεπαφές. Υπο-
λογισμός νέων βελτιωμένων τιμών χρησιμοποιώντας κατάλληλη ΜΧΔ.

4. Επιστροφή στο Βήμα 2, μέχρι να επιτευχθεί σύγκλιση.

Η διαδικασία χαλάρωση στη διεπαφή ποικίλει από απλό μέσο όρο τιμών της
συνάρτησης από τα δυο υποχωρία που έχουν κοινό σύνορο τη διεπαφή, μέχρι
την εφαρμογή πολύπλοκων τελεστών υψηλής τάξης ακρίβειας με κύριο σκοπό
η λύση στο σύνθετο πρόβλημα να ικανοποιεί όλες τις απαραίτητες συνθήκες.
Το παραπάνω επαναληπτικό σχήμα, ορίζεται σε επίπεδο φυσικής των προβλη-
μάτων, επομένως η ανάλυση των μεθόδων απαιτεί γνώσεις μαθηματικής ανάλυ-
σης και όχι αριθμητικής ανάλυσης [22, 25]. Τα κύρια πλεονεκτήματα της μεθόδου
συνοψίζονται στα εξής: i) παρέχει την ακριβή σύζευξη των διαφόρων μοντέλων
τόσο για τις ΜΔΕ όσο και για τις διεπαφές, ii) υποστηρίζει την επαναχρησιμο-
ποίηση του λογισμικού που επιλύουν απλά μοντέλα φυσικής, iii) εισαγάγει ένα
υψηλότερο επίπεδο παραλληλισμού στους υπολογισμούς, iv) ακολουθεί τη γε-
ωμετρική και φυσική μοντελοποίηση ενός σύνθετου προβλήματος ΜΔΕ.

Ακολουθεί η μεθοδολογία της χαλάρωσης στη διεπαφή, για προβλήματα που
προσομοιώνονται από δεύτερης τάξης ελλειπτικές ΜΔΕ. Τα επιμέρους προβλή-
ματα ΜΔΕ δηλώνονται ως

Liui = fi Ωi i = 1, . . . , p, (3)

υποθέτοντας ότι τα Ωi δεν αλληλοεπικαλύπτονται. Επίσης οι συνθήκες στις διε-
παφές μπορούν να περιγραφούν μέσω έμμεσων σχημάτων/τύπων, όπως:

Gi,j

(
ui,

∂ui

∂ηi,j
;uj,

∂uj

∂ηj,i
; J1, J2

)
= 0 Γi,j ≡ Ωi

∩
Ωj, (4)

όπου ηi,j το διάνυσμα με κατεύθυνση κάθετη στην διεπαφή Γi,j και J1, J2 οι ποσό-
τητες που δηλώνουν τις ασυνέχειες μέσωπηδήματος στην u ή/και την παράγωγό
της. Το Gi,j δηλώνει τον τελεστή που θα εφαρμοστεί στις u ή/και στις παραγώ-
γους τους πάνω στην διεπαφή. Επίσης, υποθέτουμε την ύπαρξη συνοριακών
συνθηκών στα σύνορα των χωρίων (που είναι υποσύνολα των συνόρων του
γενικού χωρίου) αλλά και την ύπαρξη λύσης του κάθε επιμέρους προβλήματος
ΜΔΕ.
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Στις εργασίες [21, 22, 24, 25] παρουσιάζονται κάποιες ΜΧΔ για ελλειπτικά
προβλήματα. Από αυτές τις μεθόδους μελετήσαμε τη GEO και τη ROB. Ενδει-
κτικά αναφέρουμε ότι η GEO θέτει πάνω στην διεπαφή των χωρίων Ωi και Ωj

την τύπου Dirichlet συνθήκη :

UNew
i = UNew

j =
UOld
i + UOld

j

2
− ρij

(
ϑUOld

i

ϑη
–
ϑUOld

j

ϑη

)
H ROB πάνω στη διεπαφή που ορίζεται από τα χωρία Ωi και Ωj θέτει τις μεικτές
συνθήκες

ϑUNew
i

ϑη
+ λij ∗ UNew

i =
ϑUOld

j

ϑη
+ λij ∗ UOld

j

Τα παραβολικά σύνθετα προβλήματα μπορούν να αντιμετωπισθούν με όμοιες
τεχνικές χαλάρωσης στις διεπαφές των επιμέρους χωρίων, ανάλογα με τους
όρους της ΜΔΕ (εκτός του όρου με τη παράγωγο ως προς το χρόνο, π.χ., τους
όρους που αφορούν σε reaction-diffusion, advection-diffusion ΜΔΕ. Αν η διαμέ-
ριση του αρχικού προβλήματος έχει πραγματοποιηθεί με βάση τη διαφορετικό-
τητα των τελεστών, τότε προκύπτουν αλγόριθμοι που αποτελούν συνδυασμούς
των αλγορίθμων στους Πίνακες 1 και 2. Αν η δημιουργία των επιμέρους προ-
βλημάτων έχει βασιστεί πάνω στις ιδιότητες και τα χαρακτηριστικά του χωρίου
της ΜΔΕ (όπως στις ελλειπτικές ΜΔΕ), τότε ένα πιθανό σχήμα χαλάρωσης στη
διεπαφή να είναι το ακόλουθο:

1. Ορισμός αρχικών τιμών της συνάρτησης (ή και των παραγώγων) σε όλες
τις διεπαφές όλων των υποχωρίων για να χρησιμοποιηθούν σαν αρχικές
συνθήκες. Αυτές υπολογίζονται με βάση την αρχική συνθήκη του σύνθετου
προβλήματος.

2. Για κάθε βήμα στο χρόνο:

(αʹ) Ταυτόχρονη επίλυση, για ένα βήμα στο χρόνο, όλων των επιμέρους
προβλημάτων εξέλιξης σε όλα τα υποχωρία με συνοριακές συνθήκες
ορισμένες από τις αρχικές συνθήκες όπως έχουν ορισθεί στο βήμα 1
και φυσικά με αρχικές συνθήκες αυτές που επιβάλλει το αρχικό πρό-
βλημα.

(βʹ) Συνδυασμός τιμών της λύσης ή/και της παραγώγου των επιμέρους
προβλημάτων πάνω στις διεπαφές (όπως και στην περίπτωση των
ελλειπτικών προβλημάτων), για να χρησιμοποιηθούν ως νέες συνο-
ριακές τιμές για τη λύση στο επόμενο χρονικό βήμα. Ο συνδυασμός
που εφαρμόζει η ΜΧΔ επιβάλλει τις κατάλληλες συνθήκες που πρέ-
πει να ικανοποιεί το αρχικό σύνθετο πρόβλημα (συνέχεια, ομαλότητα,
ασυνέχεια με πήδημα στη συνάρτηση/παράγωγο κλπ.).
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3. Εμφωλευμένες επαναλήψεις μπορεί να χρειαστούν ανάλογα με το πρό-
βλημα ΜΔΕ.

Αυτό σχήμα αποτελεί πρόταση που χρειάζεται επιπλέον μελέτη και διερεύνηση.

2.3 Έλεγχος και επαλύθευση αλγορίθμων ΜΧΔ σε προβλή-
ματα με μη κανονικά πεδία

Ένα από τα προαπαιτούμενα για την εφαρμογή μίας μεθόδου χαλάρωσης
στις διεπαφές, είναι ο εντοπισμός των σημείων που βρίσκονται στις διεπαφές
των επιμέρους χωρίων. Σε αυτά τα σημεία θα χρειαστεί να υπολογίσουμε τη
τιμή της λύσης του κάθε χωρίου, τις κατά κατεύθυνση παραγώγους και το προς
τα έξω κάθετο στη διεπαφή διάνυσμα (outward normal vector), ώστε να εφικτό
να υπολογισθεί νέα και βελτιωμένη τιμή στην συνθήκη πάνω στη διεπαφή που
θα οδηγήσει σε σύγκλιση της μεθόδου. Η διαδικασία του εντοπισμού γειτονι-
κών σημείων σε απλά προβλήματα με κυρτά χωρία απλής γεωμετρίας, (π.χ.,
ορθογώνιο παραλληλόγραμμο) είναι σχετικά εύκολη διαδικασία αφού η διεπαφή
περιγράφεται με μια ευθεία. Ωστόσο, σε πιο πολύπλοκες γεωμετρίες (μη κυρτά
χωρία, χωρία με τρύπες κλπ) είναι πιο δύσκολο από ένα σημείο μιας διεπαφής
ενός χωρίου να εντοπισθούν τα κοντινότερα σημεία πάνω στην αντίστοιχη διε-
παφή του γειτονικού χωρίου. Για να αντιμετωπίσουμε αυτό το πρόβλημα, εισά-
γουμε τη δημιουργία μιας λίστας με σημεία πάνω στα σύνορα του κάθε χωρίου
και κατόπιν χρησιμοποιούμε τη δομή KDTree για να περιγράψει την γειτνίαση
των σημείων. Οπότε για κάθε σημείο σε μια διεπαφή του ενός χωρίου ψάχνουμε
στο KDTree του γειτονικού χωρίου για να εντοπίσουμε τα κοντινότερα σημεία
ώστε να εφαρμόσουμε τη ΜΧΔ με τη σωστή πληροφορία και από τα δυο χωρία.

Ένα από τα μειονεκτήματα του λογισμικού FEniCS είναι ότι δεν παρέχει λει-
τουργικότητα για την εύρεση των σημείων στις διεπαφές.

Σε αυτή τη φάση του έργου αναπτύχθηκε η κατάλληλη υποδομή ώστε να εί-
ναι δυνατή η εύρεση των σημείων που ανήκουν στις διεπαφές των επιμέρους
χωρίων στο περιβάλλον του λογισμικού FEniCS. Η μέθοδος που αναπτύχθηκε
επιτρέπει στον χρήστη να εισάγει τα επιμέρους χωρία του προβλήματος. Στη
συνέχεια, εντοπίζει τα σημεία που ανήκουν στις διεπαφές και τα καταχωρεί στις
κατάλληλες δομές δεδομένων. Τέλος, η μέθοδος χαλάρωσης των τιμών στις διε-
παφές, που χρησιμοποιείται, αξιοποιεί τις συγκεκριμένες δομές και έτσι έχει πρό-
σβαση στα σημεία όπου θα πρέπει να πραγματοποιηθεί ανανέωση των τιμών.

Η μέθοδος εφαρμόσθηκε στο πρόβλημα μελέτης της ανάπτυξης όγκων στον
εγκέφαλο. Η αναγνώριση των επιμέρους χωρίων πραγματοποιήθηκε επιτυχώς,
με κύριο πλεονέκτημα την μικρή υπολογιστική πολυπλοκότητα που απαιτεί ο
αλγόριθμος εντοπισμού των σημείων.



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ2.2/10

2.4 Παράλληλοι Αλγόιθμοι ΜΧΔ
Στην παράγραφο 2.1 παρουσιάσαμε τη μεθοδολογία της χαλάρωσης στις διε-

παφές. Παρατηρώντας τον γενικό αλγόριθμο είναι αντιληπτό ότι η συγκεκριμένη
μεθοδολογία εμπεριέχει την έννοια του παραλληλισμού. Η επίλυση των διαφορι-
κών εξισώσεων στα επιμέρους χωρία μπορεί να πραγματοποιηθεί ταυτόχρονα
ανά επανάληψη, καθώς τα επιμέρους προβλήματα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.
Όμοια μπορεί να αντιμετωπισθεί και η επίλυση των διεπαφών, αφού σε κάθε διε-
παφή μπορούν να υπολογισθούν οι νέες τιμές ανά επανάληψη, παράλληλα και
ανεξάρτητα από τις άλλες διεπαφές.

Στο συγκεκριμένο πακέτο εργασίας πραγματοποιήθηκε μελέτη της υλοποί-
ησης της μεθόδου ROB σε κατανεμημένο περιβάλλον. Έτσι κατέστη δυνατή η
επίλυσηπροβλημάτων μεγάλου μεγέθους, με μικρές απαιτήσεις σε υπολογιστικό
χρόνο, με την εκμετάλλευση των σύγχρονων παράλληλων αρχιτεκτονικών.

Για την παραλληλοποίηση των μεθόδων βασιστήκαμε στο σχήμα παραλλη-
λοποίησης μέσω ανταλλαγής μηνυμάτων (message passing). Ο τεμαχισμός των
εργασιών (partitioning) πραγματοποιήθηκε σε επίπεδο των επιμέρους χωρίων.
Στην πρώτη φάση, κάθε διεργασία επιλύει το πρόβλημα του χωρίου που της
αντιστοιχεί. Στη συνέχεια, οι διεργασίες που είναι υπεύθυνες για τις επιμέρους
διεπαφές επικοινωνούν μεταξύ τους για την ανταλλαγή των τιμών στα σημεία
των διεπαφών, ανανεώνουν τις τιμές των σημείων και συνεχίζουν με την επό-
μενη επανάληψη. Το συγκεκριμένο σχήμα προσφέρει αρκετή ευελιξία σχετικά με
τον τεμαχισμό των διεργασιών ενώ παράλληλα διατηρεί και μικρό το κόστος που
απαιτείται για επικοινωνία.

Για την υλοποίηση των παράλληλων μεθόδων χρησιμοποιήθηκε το λογισμικό
RabbitMQ μέσα από το περιβάλλον του FEniCS. Εφαρμόσαμε την υλοποίηση
σε ένα πρόβλημα-μοντέλο με τρία χωρία (τόσο με ομοιόμορφη όσο και με μη
ομοιόμορφη διαμέριση των χωρίων) και έγινε σύγκριση με την παράλληλη υλο-
ποίηση της μεθόδου GEO.

Ταυτόχρονα, μελετήσαμε την παραλληλοποίηση των ΜΧΔ σε cloud περιβάλ-
λοντα. Συγκεκριμένα, μελετήσαμε τη μέθοδο GEO, και με όμοιο τρόπο μπορεί
η μελέτη να επεκταθεί και σε άλλες μεθόδους. Το κύριο χαρακτηριστικό της με-
θοδολογίας της χαλάρωσης στις διεπαφές, είναι η δημιουργία μεγάλου πλήθους
εργασιών, με πιθανή ανομοιογένεια στα επιμέρους χαρακτηριστικά όπως για πα-
ράδειγμα το μέγεθος του χωρίου και η μέθοδος διακριτοποίησης του, η μέθοδος
επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης, το πλήθος των διεπαφών ανά επιμέρους
πρόβλημα, οι μέθοδοι αντιμετώπισης των διεπαφών κλπ. Όπως έχουμε ήδη
αναφέρει, τα επιμέρους αυτά προβλήματα (είτε είναι επίλυση των επιμέρους δια-
φορικών προβλημάτων είτε είναι επίλυση προβλημάτων διεπαφών) μπορούν να
αντιμετωπισθούν ταυτόχρονα ανά επανάληψη. Άρα η μεθοδολογία της χαλάρω-
σης στις διεπαφές δημιουργεί (μεγάλο) πλήθος ανομοιόμορφων (ή μη) εργασιών
που εκτελούνται ταυτόχρονα και επικοινωνούν μεταξύ τους συχνά (ανά επανά-
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ληψη) ενώ ο όγκος των δεδομένων της επικοινωνίας (δεδομένα στις διεπαφές)
είναι αρκετά μικρότερος (κατά μια τάξη μεγέθους) από των όγκο των δεδομένων
που επεξεργάζονται σε κάθε εργασία επίλυσης διαφορικών εξισώσεων. Τέτοιου
είδους προβλήματα μπορούν αντιμετωπισθούν με πολύ αποδοτικό τρόπο σε
περιβάλλοντα τύπου Cloud.

Ενδεικτικά αναφέρουμε ότι το σύστημα που αναπτύχθηκε περιλαμβάνει τα
ακόλουθα τμήματα:

• Το γραφικό περιβάλλον μέσω του οποίου εισάγονται από τον χρήστη τα
χαρακτηριστικά των προβλημάτων προς επίλυση.

• Το σύστημα διαχείρισης της επικοινωνίας μεταξύ των οντοτήτων του συ-
στήματος (AMQS)

• Την οντότητα διαχείρισης και καταμερισμού των εργασιών (task manager)
στα επιμέρους συστήματα

• Το σύστημα αποθήκευσης

• Τις εικονικές μηχανές εκτέλεσης των προβλημάτων (execution VMs)

Για τη διαδικασία παραλληλοποίησης εκμεταλλευόμαστε τον παραλληλισμό
σε επίπεδο domains, όπου κάθε domain επιλύεται ανεξάρτητα και στη συνέχεια
γίνεται η ανανέωση των τιμών στα σημεία των interfaces. Έπειτα, η εκτέλεση
συνεχίζει με την επόμενη επανάληψη.

Πειραματικά αποτελέσματα παρουσιάζονται στην παράγραφο 3.2.

2.5 Έλεγχος και επαλήθευση αλγορίθμων με ασύγχρονη συ-
μπεριφορά σε ελλειπτικά προβλήματα

Στις παραγράφους 2.1, 2.2 αλλά και στην 2.4 τονίσαμε την εγγενή παραλλη-
λισιμότητα της Μεθοδολογίας της Χαλάρωσης στις διεπαφές. Ωστόσο, στα σχή-
ματα που υλοποιούν Jacobi μεθοδολογία (βλ. Πίνακα 1 στην παράγραφο 2.1)
η λύση όλων των προβλημάτων πραγματοποιείται διαδοχικά με τους υπολογι-
σμούς των νέων βελτιωμένων τιμών πάνω σε όλες τις διεπαφές. Η διαχείριση
των επιμέρους εργασιών, υλοποιημένες είτε σε κατανεμημένο σύστημα είτε σε
περιβάλλον cloud, περιέχει δυο σημεία με φράγματα συγχρονισμού (barrier). Το
ένα barrier συγχρονίζει τις λύσεις όλων των υποχωρίων, και το δεύτερο συγχρο-
νίζει τους υπολογισμούς σε όλες τις διεπαφές. Οι συγχρονισμοί αυτοί πραγμα-
τοποιούνται σε κάθε επανάληψη της μεθόδου.
Ο αυστηρός συγχρονισμός είναι δυνατόν να προκαλέσει καθυστερήσεις στον
υπολογισμό της λύσης του σύνθετου προβλήματος ειδικά όταν τα επιμέρους
προβλήματα είναι ανομοιογενή τόσο ως προς τα μεγέθη των χωρίων όσο και τη
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πολυπλοκότητα των ΜΔΕ και των μεθόδων διακριτοποίησης. Τη συγκεκριμένη
συμπεριφορά την παρατηρήσαμε στα πειραματικά αποτελέσματα που περιγρά-
φονται στην παράγραφο 3.2 και στα [1, 12, 23] όπου ο χρόνος ανά επανάληψη
ταυτίζεται με το χρόνο εκτέλεσης του προβλήματος με το μεγαλύτερο υποχωρίου
(αφού οι ΜΔΕ τελεστές στα επιμέρους προβλήματα είναι ίδιας πολυπλοκότητας).

Ακόμη και σχήματα που υλοποιούν μεθοδολογία τύπου Gauss-Seidel αντι-
μετωπίζουν το ίδιο πρόβλημα (σε μικρότερο ίσως βαθμό) καθώς για να υπο-
λογισθεί η λύση σε ένα επιμέρους πρόβλημα θα πρέπει να έχουν υπολογισθεί
οι λύσεις σε όλα τα γειτονικά υποχωρία με ταυτότητα μικρότερη από αυτή του
συγκεκριμένου (βλ. Πίνακα 1 στην παράγραφο 2.1).

Για να αντιμετωπίσουμε τέτοιου είδους καθυστερήσεις προτείναμε μια ασύγ-
χρονη προσέγγιση της εκτέλεσης των υπολογισμών των λύσεων των επιμέρους
προβλημάτων και των υπολογισμών πάνω στις διεπαφές. Συγκεκριμένα σε κάθε
υποχωρίο υπολογίζεται νέα λύση αρκεί να έχουν υπολογισθεί νέες τιμές τουλά-
χιστον σε μια από τις διεπαφές του υποχωρίου. Κατά συνέπεια μικρότερα χωρία
ή χωρία με παραπάνω από μια διεπαφές μπορούν να υπολογίζουν νέες βελτιω-
μένες προσεγγίσεις όποτε αυτό είναι εφικτό, χωρίς να περιμένουν όλα τα γειτο-
νικά υποχωρία να αναφέρουν τις νέες τιμές τους στις αντίστοιχες διεπαφές. με
τη σειρά τους και οι υπολογισμοί στις διεπαφές δύναται να πραγματοποιηθούν
έστω και αν μόνο ένα από τα υποχωρία της διεπαφής παρέχει νέες τιμές.
Οι συνέπειες της ασύγχρονης εκτέλεσης των διεργασιών είναι: (i) μεγαλύτερη
επικάλυψη των υπολογισμών μεταξύ τους αλλά και με την επικοινωνία σε σχέση
με τον συγχρονισμένο τρόπο εκτέλεσης (ii) αποδοτικότερη χρήση των υπολο-
γιστικών πόρων (iii) μικρότερο συνολικό χρόνο εκτέλεσης της ΜΧΔ, καθώς συ-
νεχείς βελτιώσεις στις λύσεις υπολογίζονται συνεχώς και η πιθανότητα να επι-
τευχθεί σύγκλιση σε συντομότερο χρονικό διάστημα αυξάνει και εξαρτάται από
τη μορφή του σύνθετου προβλήματος, την ανομοιογένεια των χωρίων και της
πολυπλοκότητας των διαφορικών εξισώσεων.

Πρώτα αποτελέσματα παρουσιάζονται στην παράγραφο 3.3.

3 Αποτελέσματα

3.1 Μεθόδοι χαλάρωσης στη διεπαφή για σύνθετα προβλή-
ματαπολλαπλώνφυσικώνμοντέλων και πολλαπλών χω-
ρίων

Για την επαλήθευση των αλγορίθμων και στις δυο μεθόδους (GEO, ROB)
χρησιμοποιήσαμε ένα πρόβλημα ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων με 2 δια-



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ2.2/13

Ομοιόμορφο πρόβλημα Μη-Ομοιόμορφο πρόβλημα
case h left middle right left middle right
c1 0.1 4x21 4x6 4x11 3x21 4x6 6x11
c2 0.05 8x41 8x11 8x21 5x41 7x11 11x21
c3 0.025 14x81 14x21 14x41 9x81 13x21 21x41
c4 0.0125 28x161 28x41 28x81 17x161 25x41 41x81
c5 0.00625 55x321 55x81 55x161 33x321 49x81 81x161
c6 0.003125 108x641 108x161 108x321 65x641 97x161 161x321
c7 0.0015625 214x1281 214x321 214x641 129x1281 193x321 321x641

Πίνακας 3: Περιπτώσεις που εξετάσθηκαν με διαφορετικά βήματα διακριτοποίη-
σης και μεγέθη πλέγματος των χωρίων για τα 3 χωρία των 2 προβλημάτων.

φορετικά χωρία που εμφανίζονται στο Σχήμα 1.

Lu (x, y) ≡ −∇u (x, y) + γ2u (x, y) = f (x, y) , (x, y) ∈ Ω

u (x, y) = ub (x, y) , (x, y) ∈ ∂Ω

όπου f (x, y) and ub (x, y) τέτοια ώστε η λύση του προβλήματος να είναι η:

u (x, y) = ey(x+4)x(x− 1)(x− 0.7)y(y − 0.5) (5)

Οι διεπαφές για το ομοιόμορφα (ως προς τον άξονα των x) τεμαχισμένο χωρίο
βρίσκονται στις ευθείες x = x1 = 1

3
και x = x2 = 2

3
και για το μη ομοιόμορφα

τεμαχισμένο χωρίο στις x = x1 =
1
5
και x = x2 =

1
2
ενώ γ2 = 2.

Σχήμα 1: Ομοιόμορφα (ως προς τον άξονα των x) τεμαχισμένο χωρίο (αριστερά)
και Μη Ομοιόμορφα τεμαχισμένο χωρίο (δεξιά)

Αρχικά, χρησιμοποιήσαμε το Matlab για πρωτοτυποποίηση και επαλήθευση
των μεθόδων ΧΔ και πήραμε αποτελέσματα που επιβεβαίωναν την θεωρητική
σύγκλιση στη λύση του αρχικού προβλήματος. Ωστόσο, για πολλούς λόγους με-
ταφέραμε τις εργασίες μας στο FENICS. Το βασικό μειονέκτημα του Mαtlab είναι
ότι χειρίζεται προβλήματα ΜΔΕ το πολύ 2 διαστάσεων, ενώ τα προβλήματα από
τις εφαρμογές του έργου (πρόβλημα Ιατρικής και πρόβλημα υφαλμύρισης) είναι
προβλήματα τριών διαστάσεων. Επιπλέον η χρήση λογισμικού open source στο
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έργο θεωρήθηκε μεγάλης σημασίας και όλες οι ομάδες αποφάσισαν από κοινού
στην χρήση του FENICS για την αντιμετώπιση των προβλημάτων ΜΔΕ.

Στην πρώτη προσπάθεια χρήσης του FENICS, υλοποιήθηκαν οι μέθοδοι σει-
ριακά, χωρίς να κάνουμε χρήση του παραλληλισμού της μεθοδολογίας ΧΔ για
να επιβεβαιώσουμε τη σύγκλιση στη λύση του αρχικού γενικού προβλήματος.
Το επόμενο βήμα στα πειραματικά αποτελέσματα των ΜΧΔ ήταν η επαλήθευση
του παραλληλισμού που τις διέπουν, οπότε και υλοποιήθηκαν οι μέθοδοι πα-
ράλληλα μέσα στο FENICS. Διεξήχθησαν πειράματα για διαφορετικές τιμές της
παραμέτρου διακριτοποίησης h, η οποία λαμβάνει ίδιες τιμές ως προς την x και
την y κατεύθυνση. Τα παραγόμενα πλέγματα καταγράφονται στον Πίνακα 3, ενώ
το πλήθος των σημείων στις διεπαφές είναι ίσο με το πλήθος των σημείων στη y
κατεύθυνση του πλέγματος του μεσαίου χωρίου, δηλαδή αυξάνει από 6 εως 641
σημεία και στα δύο προβλήματα. Στο ομοιόμορφο πρόβλημα το αριστερό χωρίο
είναι κατά πολύ μεγαλύτερο σε σχέση με τα άλλα δυο χωρία. Στο μη ομοιόμορφο
πρόβλημα το μεγαλύτερο χωρίο είναι το δεξί με σημαντικά αυξημένο κόστος υπο-
λογισμών. Οι διεπαφές και στα δυο προβλήματα έχουν το ίδιο πλήθος σημείων
και κατά συνέπεια ίδιο φόρτο εργασίας.

Ο τρόπος σύγκλισης αποτυπώνεται στη Σχήμα 2. Στο Σχήμα 2αʹ εμφανίζε-
ται η νόρμα μεγίστου των σχετικών διαφορών των διαδοχικών προσεγγίσεων
της λύσης ως προς τον αριθμό των επαναλήψεων στη διεπαφή x = x1 = 1

3

για το ομοιόμορφο πρόβλημα και για h = 0.1, 0.05, 0.025. Επιβεβαιώνεται ότι οι
μέθοδοι ΧΔ είναι ανεξάρτητες από την παράμετρο διακριτοποίησης h. Παραμέ-
νοντας στο ίδιο πρόβλημα και την ίδια διεπαφή, εμφανίζουμε την ακριβή λύση
και τις προσεγγιστικές λύσεις του προβλήματος για τις επαναλήψεις 1, 3, 6, 10 με
h = 0.05. Παρόμοια αποτελέσματα λαμβάνουμε και για την άλλη διεπαφή του
ομοιόμορφου προβλήματος αλλά και για τις δυο διεπαφές του μη-ομοιόμορφου
προβλήματος.

Στα πλαίσια εφαρμογής των ΜΧΔ σε προβλήματα εξέλιξης, θεωρήσαμε ένα
μονοδιάστατο παραβολικό πρόβλημα πολλαπλών χωρίων το οποίο αποτελεί
απλή προσομοίωση της συμπεριφοράς υγειών και καρκινικών κυττάρων στο
εγκέφαλο. Το πρόβλημα περιγράφεται στο [3] και συνοψίζεται στη ΜΔΕ:

ut = (Dux)x , x ∈ [a, b] , t ≥ 0
ux(α, t) = 0 , ux(b, t) = 0
u(x, 0) = f(x)

(6)

όπου

D(x) =


γ , a ≤ x ≤ ω1

1 , ω1 ≤ x ≤ ω2

γ , ω2 ≤ x ≤ b
(7)

και γ = Dg

Dw
< 1 είναι μια σταθερά που περιγράφει τον συντελεστή διάχυσης

μεταξύ γκρί και υγειών περιοχών του εγκεφάλου. Επίσης α = −5, ω1 = −1, ω2 =
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(αʹ) (βʹ)

Σχήμα 2: Σύγκλιση της μεθόδου GEO για το ομοιόμορφα τεμαχισμένο χωρίο.
Σχετικές διαφορές διαδοχικών επαναλήψεων (2αʹ) και ακριβής και προσεγγι-
στική λύση στη διεπαφή (2βʹ).

1, b = 5, γ = 0, 5 και
f(x) =

1

η
√
π
e−x2/η2 .

Το πρόβλημα έχει αντιμετωπισθεί στο [3] με μη συνεχείς Galerkin Collocation
μεθόδους και χρησιμοποιήσαμε αυτή την υλοποίηση για να συγκρίνουμε τα απο-
τελέσματα από την υλοποίηση πολλαπλών συνεχών Galerkin μεθόδων με ΜΧΔ.
Δεν υπάρχουν δημοσιευμένα αποτελέσματα και τα πειραματικά δεδομένα χρειά-
ζονται περισσότερη μελέτη.

3.2 Παράλληλοι Αλγόριθμοι ΜΧΔ
Για την υλοποίηση των ΜΧΔ σε κατανεμμημένο περιβάλλον χρησιμοποιή-

θηκε το λογισμικό RabbitMQ μέσα από το περιβάλλον του FEniCS και η μέθοδος
ROB. Στο περιβάλλον cloud που αναπτύξαμε (IRaaS), υλοποιήσαμε τη μέθοδο
GEO. Για την επαλήθευση της παραλληλισιμότητας των αλγορίθμων και στις δυο
υλοποιήσεις χρησιμοποιήσαμε το ελλειπτικό πρόβλημα που έχουμε ορίσει στην
παράγραφο 3.1.

Από τα πειραματικά αποτελέσματα, παρατηρήσαμε ότι και οι δυο παράλλη-
λες υλοποιήσεις μειώνουν σημαντικά τον χρόνο εκτέλεσης των προβλημάτων.
Συγκεκριμένα ενώ στις σειριακές υλοποιήσεις σε κάθε επανάληψη το υπολογι-
στικό κόστος είναι το άθροισμα του πλήθους των υπολογισμών του κάθε επιμέ-
ρους προβλήματος, στην παράλληλη υλοποίηση το κόστος κάθε επανάληψης
ταυτίζεται με το κόστος του μεγαλύτερου υποπροβλήματος. Στην περίπτωση
ομοιόμορφων υποπροβλημάτων το υπολογιστικό κόστος ανά επανάληψη της
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μεθόδου είναι ίσο με το κόστος της σειριακής υλοποίησης διαιρεμένο με το πλή-
θος των υποπροβλημάτων.

Στον πίνακα 4 καταγράφονται οι συνολικοί χρόνοι εκτέλεσης της σειριακής και
παράλληλης υλοποίησης της GEO [1] μέσω της πλατφόρμας του FEniCS. Η σει-
ριακή υλοποίηση έχει εκετελεσθεί σε υπολογιστικό κόμβο με 4 Intel(R) Xeon(R)
CPU E5-2620, 2.00GHz επεξεργαστές και 2GB RAM και η παράλληλη υλοποί-
ηση σε 3 ίδιας ισχύος κόμβους, στην Cloud υποδομή του Εργαστηρίου Αναγνώ-
ρισης Προτύπων του Πανεπιστημίου Πατρών (CEID-UP).
Οι χρόνοι της σειριακής εκτέλεσης αφορούν στους χρόνου υπολογισμών των
τριών χωρίων για 16 επαναλήψεις. Οι χρόνοι της παράλληλης υλοποίησης αντι-
στοιχούν στους χρόνους υπολογισμών του μεγαλύτερου υποχωρίου μαζί με τους
υπολογισμούς στις διεπαφές του χωρίου για 16 επαναλήψεις. Καθώς η παράμε-
τρος της διακριτοποίησης μικραίνει, το υπολογιστικό κόστος αυξάνει σημαντικά
ενώ το κόστος της επικοινωνίας αυξάνει κατά μια τάξη μεγέθους μικρότερη. Έτσι
η εξοικονόμηση χρόνου είναι εμφανής για λεπτότερες διαμερίσεις.

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7
Uniform Problem

Serial 1.900 2.664 5.216 12.883 40.883 178.217 996.348
Parallel 3.495 4.068 6.140 13.595 39.808 154.633 723.731

Non Uniform Problem
Serial 2.294 2.854 5.111 13.251 37.266 179.561 1057.644
Parallel 3.720 4.264 5.732 10.633 34.172 126.607 918.838

Πίνακας 4: Συνολικοί χρόνοι εκτέλεσης της σειριακής και παράλληλης υλοποίη-
σης της GEO.

Από τη υλοποίηση της κατανεμημένης ROB ενδεικτικά πειραματικά αποτε-
λέσματα καταγράφονται στον Πίνακα 5 όπου συγκρίνονται με τους χρόνους της
GEO από το περιβάλλον cloud. Οι χρόνοι περιέχουν υπολογισμούς στα υποχω-
ρία, στις διεπαφές αλλά και το κόστος επικοινωνίας για 15 επαναλήψεις.

Προβλήματα ROB GEO
C1 16.004 15.495
C2 16.281 16.068
C3 17.392 18.140
C4 23.634 25.595
C5 45.456 51.808
C6 132.179 166.633
C7 899.050 735.731

Πίνακας 5: Συνολικοί χρόνοι εκτέλεσης της παράλληλης υλοποίησης της ROB
και GEO.

Παρατηρούμε ότι οι χρόνοι και στις δύο μεθόδους στα δυο διαφορετικά πε-
ριβάλλοντα είναι ίδιας τάξης. Αυτό είναι αναμενόμενο, αφού και το κόστος των
υπολογισμών και στις 2 μεθόδους ΧΔ είναι γραμμικό ως προς το πλήθος των
σημείων της διεπαφής.
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Η επιβάρυνση που προκαλεί η επικοινωνία, στην περίπτωση του κατανεμη-
μένου περιβάλλοντος, δεν είναι σημαντική καθώς το μέγεθος των δεδομένων
είναι κατά μια τάξη μεγέθους μικρότερο από το πλήθος των δεδομένων που
επεξεργάζονται οι διεργασίες που επιλύουν τις διαφορικές εξισώσεις Για την πε-
ρίπτωση του IRaaS, η επιβάρυνση από την επικοινωνία μεταξύ των επιμέρους
εργασιών και τη διαχείρηση των υπολογιστικών πόρων είναι εξίσου χαμηλή και
δεν προσθέτει ουσιαστικά στο κόστος των μεγάλους κόστους εργασιών.

Από τα κύρια χαρακτηριστικά ενός cloud περιβάλλοντος είναι η μεγάλη υπο-
λογιστική ισχύ μέσω των διασυνδεδεμένων υπολογιστικών συστημάτων, η με-
γάλη διαθεσιμότητα όπως επίσης και η αποδοτικότητα υπολογισμών μέσω της
παροχής διαφορετικών συστημάτων. Έτσι, μία υλοποίηση σε Cloud περιβάλλον
μπορεί να επιτύχει σημαντική μείωση του χρόνου εκτέλεσης ενώ παράλληλα να
εκμεταλλευτεί με τον καλύτερο δυνατό τρόπο τους διαθέσιμους υπολογιστικούς
πόρους μέσω της ανάθεσης των διεργασιών σε πόρους του συστήματος με αντί-
στοιχα χαρακτηριστικά (υπολογιστική ισχύ, διαθέσιμη μνήμη, κλπ.).

Για την πειραματική αξιολόγηση της μεθόδου, χρησιμοποιήσαμε ένα μοντέλο-
πρόβλημα με τρία χωρία που ορίσθηκε στην παράγραφο 3.1. Όπως παρατη-
ρήσαμε, η προτεινόμενη υλοποίηση επιτυγχάνει γραμμική μείωση του χρόνου
εκτέλεσης, ανάλογα με τα VMs που χρησιμοποιούνται. Ένα ακόμη πλεονέκτημα
της προτεινόμενης υλοποίησης είναι η αποδοτική χρήση των διαθέσιμων πόρων
μέσω της εκτέλεσης των VMs με την βέλτιστη υπολογιστική ισχύ και μνήμη για
την επίλυση του αντίστοιχου προβλήματος.

3.3 Έλεγχος και επαλήθευση αλγορίθμων με ασύγχρονη συ-
μπεριφορά

Υλοποιήσαμε την ασύγχρονη μεθοδολογία χαλάρωσης στις διεπαφές και χρη-
σιμοποιήσαμε το ελλειπτικό πρόβλημα της παραγράφου 3.1, για πειραματισμό.

Σχήμα 3: Ιστορικό σύγκλισης της GEO και ασύγχρονης GEO στη διεπαφή 1 του
προβλήματος c1.

Στο Σχήμα 3 απεικονίζεται το ιστορικό σύγκλισης μέσα από τη νόρμα μεγί-
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στου των σχετικών διαφορών διαδοχικών επαναλήψεων ως προς τις επαναλή-
ψεις που που εκτελέσθηκαν. Τα αποτελέσματα αφορούν στην πρώτη διεπαφή
του προβλήματος c1 για τη σύγχρονη και ασύγχρονη υλοποίηση της GEO. Πα-
ρατηρούμε ότι η ασύγχρονη μέθοδος επιτυγχάνει ταχύτερη σύγκλιση από τη
σύγχρονη για το συγκεκριμένο πρόβλημα.

Στον Πίνακα 6 καταγράφονται οι χρόνοι εκτέλεσης των 2 παράλληλων υλο-
ποιήσεων της GEO, σύγχρονη και ασύγχρονη. Στην πρώτη περίπτωση ο συνο-
λικός χρόνος αντιστοιχεί στο χρόνο λύσης των τριών υποχωρίων, στους υπολο-
γισμούς των διεπαφών και στην απαραίτητη επικοινωνία για 15 επαναλήψεις.
Στην ασύγχρονη εκδοχή, ο χρόνος αντιστοιχεί στις 15 επαναλήψεις του μεσαίου
χωρίου, καθώς μόνο αυτό χρειάστηκε να κάνει τόσες επαναλήψεις. Οι χρόνοι
εκτέλεσης της ασύγχρονης μεθόδου είναι σημαντικά μικρότεροι σε σχέση με την
σύγχρονη μέθοδο, ειδικά καθώς τα πλέγματα διακριτοποίησης γίνονται πιο λε-
πτά και άρα τα προβλήματα έχουν μεγαλύτερο υπολογιστικό κόστος.

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7
Asynchronous GEO 12.12 12.361 11.81 7.727 14.805 38.022 256.084
Synchronous GEO 3.495 4.068 6.14 13.595 39.808 154.633 723.731

Πίνακας 6: Χρόνοι εκτέλεσης της GEO (ασύγχρονη και σύγχρονη εκδοχή).

Τα αποτελέσματα βρίσκονται σε αρχικό στάδιο και χρειάζεται παραπέρα με-
λέτη της ασύγχρονης μεθόδου τόσο σε θεωρητικό όσο και σε πειραματικό επί-
πεδο.

3.4 Έλεγχος και επαλήθευση των ΜΧΔ σε προβλήματα που
προκύπτουν από τις εφαρμογές του έργου.

Εκτός το μονοδιάστατο πρόβλημα ΜΔΕ πολλαπλών χωρίων που προσο-
μοιώνει το πρόβλημα της Ιατρικής, προσπαθήσαμε να χρησιμοποιήσουμε ΜΧΔ
και στο πρόβλημα της υφαλμύρισης σε περιοχή με πηγάδια στη Κάλυμνο.

Το πρόβλημα σταθερής κατάστασης υφαλμύρισης, περιγράφεται [2] με την
ελλειπτική ΜΔΕ

ϑ

ϑx

(
K

ϑϕ

ϑx

)
+

ϑ

ϑy

(
K

ϑϕ

ϑy

)
+N −Q = 0

όπου ϕ το δυναμικό ροής του Strunk, N η ημερήσια επαναφόρτιση του υδρο-
φορέα η οποία θεωρείται ομοιόμορφη σε όλο το χωρίο, K η υδραυλική δια-
περατότητα και Q η ημερήσια αποφόρτιση του υδροφορέα. Η υδραυλική δια-
περατότητα διαφέρει σε κάθε υποχωρίο, όπως φαίνεται μέσα από το Σχήμα 6
και οι ρυθμοί άντλησης είναι 252m3/day, 450m3/day, 749m3/day, 1045m3/day και
1270m3/day στα 5 πηγάδια που φαίνονται στο σχήμα με το χωρίο της διαφορικής
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Σχήμα 4: Υδροφορέας στην Κάλυμνο.

(δηλ. ο υδροφορέας της Καλύμνου) που απεικονίζεται στο Σχήμα 6. Στα σύνορα
του σύνθετου προβλήματος οι συνθήκες είναι ϑϕ

ϑη
= 0 για τα σύνορα y = 0 και

y = 3000 ενώ στο x = 0, ϕ = 0 και για x = 7000, ϑϕ
ϑη

= 1, 23 .
Η ομάδα ΚΕΟ 1 του Πολυτεχνείου Κρήτης υλοποίησε τη μέθοδο ALOPEX

μέσα στο FENICS και αντιμετώπισε το συγκεκριμένο πρόβλημα. Τα αποτελέ-
σματα απεικονίζονται στο Σχήμα 5. Συγκεκριμένα στο Σχήμα 5αʹ απεικονίζεται
το δυναμικό ροής στις 3 διαστάσεις ενώ στο εμφανίζονται οι ισοϋψείς καμπύλες
της λύσης τη ΔΕ και τα σημεία-πηγάδια που η άντληση αλλάζει το δυναμικό της
ροής τοπικά. Στα Σχήματα 5γʹ και 5δʹ απεικονίζονται οι παράγωγοι της λύσης
ως προς x και y αντίστοιχα. Παρατηρούμε τις πολύ μικρές τιμές τους εκτός από
τις περιοχές γύρω από τα πηγάδια που αυξάνουν με μέγιστες τιμές το 0, 6272
και το 0, 6005 αντίστοιχα. Άμεση συνέπεια αυτών είναι ότι η ϑu/ϑη στις οριζόντιες
διεπαφές είναι ίση με τη ϑu/ϑy με πολύ μικρές, σχεδόν μηδενικές τιμές. Στις κά-
θετε διεπαφέ η ϑu/ϑη ταυτίζεται με τη ϑu/ϑx η οποία έχει μεγαλύτερες τιμές και
άρα μπορεί να συμβάλλει ουσιαστικότερα στη βελτίωση της τιμής μέσω από μια
ΜΔΧ.

Χρησιμοποιήσαμε τη GEO και τη ROB για να λύσουμε το πρόβλημα των 5
χωρίων όπως αυτά περιγράφονται στο Σχήμα 6 και λαμβάνοντας υπόψιν μια
ακόμη διεπαφή το ευθύγραμμο τμήμα y = 1200, 6000 ≤ x ≤ 7000 έτσι ώστε όλα
τα επιμέρους χωρία να είναι ορθογώνια παραλληλόγραμμα.

Αρχικά χρησιμοποιήσαμε σαν αρχική συνθήκη πάνω στις διεπαφές τη συ-
νάρτηση u(0) = 1/50 ∗ x , η οποία έχει ϑu/ϑy = 0, με αποτέλεσμα οι αντίστοιχοι
όροι που εμφανίζονται μέσα στις IR μεθόδους για τις οριζόντιες διεπαφές να μην
συνεισφέρουν καθόλου και έτσι η λύση να μένει καρφωμένη στην αρχική συν-
θήκη η οποία είναι κοντά στη λύση για x = 0 και x = 7000. Θυμίζουμε ότι η GEO
θέτει πάνω στην διεπαφή των χωρίων Ωi και Ωj την τύπου Dirichlet συνθήκη :

UNew
i = UNew

j =
UOld
i + UOld

j

2
− ρij

(
Ki ∗

ϑUOld
i

ϑη
–Kj ∗

ϑUOld
j

ϑη

)
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(αʹ) 3Δ αναπαράσταση της λύσης. (βʹ) Ισοϋψείς καμπύλες της λύσης.

(γʹ) Ισοϋψείς καμπύλες της λύσης
κατά την x κατεύθυνση.

(δʹ) Ισοϋψείς καμπύλες της λύσης
κατά την y κατεύθυνση.

Σχήμα 5: Λύση του προβλήματος από την ΚΕΟ 1 με χρήση ALOPEX-FENICS.

Σχήμα 6: Συνάρτηση που λαμβάνεται ως αρχική συνθήκη πάνω στις διεπαφές.
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Χρησιμοποιώντας ρij = 0, 5 παίρνουμε αποτελέσματα που απεικονίζονται στα
Σχήματα 7αʹ - 7ηʹ.

Τα πειραματικά αποτελέσματα επιβεβαιώνουν την θεωρητική παρατήρηση
για ελάχιστη βελτίωση, έως και μηδενικές διαφορές από επανάληψη σε επανά-
ληψη, αν οι κάθετες στις διεπαφές παράγωγοι είναι 0 ή σχεδόν μηδέν τόσο για
την αρχική συνθήκη όσο και για την λύση του προβλήματος. Όμοια αποτελέ-
σματα είχαμε και για άλλες τιμές στην παράμετρο ρij.

Για το συγκεκριμένο πρόβλημα χρησιμοποιήσαμε και την ROB η οποία πάνω
στη διεπαφή που ορίζεται από τα χωρία Ωi και Ωj θέτει τις μεικτές συνθήκες

Ki ∗
ϑUNew

i

ϑη
+ λij ∗ UNew

i = Kj ∗
ϑUNew

j

ϑη
+ λij ∗ UOld

j

Τα πειραματικά αποτελέσματα απεικονίζονται στο Σχήμα 8 θέτοντας λij = 1, 15
στις οριζόντιες διεπαφές και λij = 1, 11 στις κάθετες.

Παρατηρούμε ότι οι μεικτές συνθήκες της ROB ανάλογα με τις τιμές του λ
έχουν συμπεριφορά τύπου Dirichlet, για μεγάλες τιμές του λ, ή τύπου Newmann
μια μικρές τιμές του λ αντίστοιχα. Στο συγκεκριμένο πρόβλημα δοκιμάσαμε με-
γάλες τιμές για το λ (π.χ., 5, 10, 50 κλπ.) και τα αποτελέσματα δεν ήταν ενθαρρυ-
ντικά, κάτι που περιμένουμε αφού όπως εξηγήσαμε, με συνθήκες τύπου Dirichlet
και μηδενικές παραγώγους σε αρχικές τιμές, οι τιμές στις διεπαφές δεν αλλάζουν
όσο χρειάζεται για να προχωρήσουμε προς τη λύση. Δοκιμάσαμε και με αρκετά
μικρότερες (π.χ., 0,5, 0,01 κλπ.) και πάλι η συμπεριφορά της μεθόδου δεν είναι
η αναμενόμενη. Για λij = 1, 15 και 1, 11 η ROB συμπεριφέρεται καλύτερα, επι-
τυγχάνοντας την καμπυλότητα της λύσης αλλά εξακολουθεί να βρίσκεται μακρυά
από τη λύση του ALOPEX-FENICS.

Από τις διαφορές των λύσεων με ΜΧΔ και του ALOPEX παρατηρούμε ότι
υπάρχει μεγάλη διαφορά στο κεντρικό μέρος όλου του υδροφορέα, στην περιοχή
που βρίσκονται τα πηγάδια. Και οι δυο μέθοδοι αντιμετωπίζουν την ίδια δυσκο-
λία, η οποία είναι να εντοπίσουν την ανωμαλία και να την διορθώσουν στην πο-
ρεία των επαναληπτικών βημάτων και εμφανίζουν την ίδια συμπεριφορά. Αυτό
συμβαίνει, όπως εξηγήσαμε προηγουμένως, γιατί οι κατά κατεύθυνση παράγω-
γοι είναι μηδέν οπότε οι όροι των παραγώγων στις εξισώσεις των ΜΧΔ δεν συμ-
βάλλουν καθόλου στην βελτίωση της λύσης στις διεπαφές και άρα στο γενικό
χωρίο.

Επόμενο βήμα στους πειραματισμούς ήταν η αρχική συνθήκη να εξαρτάται
από το y και άρα η θu/θy να είναι διάφορη του 0, ώστε τόσο η διαφορική εξίσωση
όσο και η ΜΧΔ να εντοπίσουν διαφορετικές τιμές και να προσπαθήσουν να τις
διορθώσουν. Ορίσαμε ως αρχική συνθήκη την

u(0) = x/50 + ((y ∗ (3000− y)/2250000) ∗ 20)
και τα πειραματικά αποτελέσματα αναπαριστώνται στο Σχήμα 9 με λ = 1 σε
όλες τις διεπαφές. Στο Σχήμα 9 παρατηρούμε ότι η μη ομαλότητα στην πρώτη
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(αʹ) u1 (βʹ) |u1 − UAlopex|

(γʹ) u2 (δʹ) |u2 − UAlopex|

(εʹ) u3 (στʹ) |u3 − UAlopex|

(ζʹ) u4 (ηʹ) |u4 − UAlopex|

Σχήμα 7: Λύσεις του προβλήματος με GEO στις 4 πρώτες επαναλήψεις με αρ-
χική συνθήκη την u(0) = 1/50 ∗ x, ρij = 0, 5 και οι απόλυτες διαφορές τους από
τη λύση του προβλήματος με ALOPEX - FENICS (KEO1).
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(αʹ) u2 (βʹ) |u2 − UAlopex|

(γʹ) u3 (δʹ) |u3 − UAlopex|

(εʹ) u5 (στʹ) |u5 − UAlopex|

(ζʹ) u7 (ηʹ) |u7 − UAlopex|

Σχήμα 8: Λύσεις του προβλήματος με ROB, στις επαναλήψεις 2, 3, 5 και 7 με
αρχική συνθήκη την u(0) = 1/50 ∗ x, λij = 1, 15 και 1, 11 για τις οριζόντιες και
κάθετες διεπαφές αντίστοιχα και οι απόλυτες διαφορές τους από τη λύση του
προβλήματος με ALOPEX - FENICS (KEO1).
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(αʹ) u1 (βʹ) |u1 − UAlopex|

(γʹ) u5 (δʹ) |u5 − UAlopex|

(εʹ) u7 (στʹ) |u7 − UAlopex|

(ζʹ) u15 (ηʹ) |u15 − UAlopex|

Σχήμα 9: Αριστερά οι λύσεις του προβλήματος με ROB, στις επαναλήψεις 2, 3, 5
και 7 με αρχική συνθήκη την u(0) = x/50+ ((y ∗ (3000− y)/2250000) ∗ 20), λij = 1
για τις οριζόντιες και κάθετες διεπαφές. Δεξιά οι απόλυτες διαφορές των λύσεων
ROB από τη λύση του προβλήματος με ALOPEX - FENICS (KEO1).
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επανάληψη (γωνίες πάνω στις διεπαφές) εξομαλύνεται στα επόμενα βήματα της
μεθόδου, ωστόσο στο κέντρο το γενικού χωρίου εξακολουθεί να υπάρχει αρκετή
διαφορά. Ο πειραματισμός με αρχικές συνθήκες, με διαφορετικές τιμές στις πα-
ραμέτρους της χαλάρωσης είναι αναγκαίος προκειμένου να κατανοήσουμε το
πρόβλημα και να μπορέσουμε να παράγουμε ακριβέστερη λύση.

4 Παραδοτέα
Τα παραδοτέα της Δράσης 2.2, σύμφωνα με το Τεχνικό Δελτίο του Έργου

είναι:
Τεχνική Έκθεση περιγραφής αποτελεσμάτων: το παρόν κείμενο.

Επιστημονικά άρθρα Στα πλαίσια της εν λόγω Δράσης παρήχθησαν οι εξής
δημοσιεύσεις σε διεθνή επιστημονικά συνέδρια και επιστημονικά περιοδικά:

• M. Vavalis, M. Mu, G. Sarailidis, Finite element simulations of window
Josephson junctions, J Comp Applied Math, 236, pp3186-3197, 2012

• P. Tsompanopoulou, Interface Relaxation Methods for the solution of Multi-
Physics Problems, 6th International Conference onNumerical Analysis(NUMAN2014),
Sept. 2-5, 2014, Chania, Greece. pp 260-265.

• A. Korfiati, K. Daloukas, P. Alefragis, P. Tsompanopoulou and S. Likothanassis,
An Asynchronous Interface Relaxation Method for Multi-domain / Multi-
Physics Problems, International Conference onNumerical Analysis Applications
and Methods (ICNAAM), Rhodes, Greece, Sept. 23-29, 2015.

Σχετικές δημοσιεύσεις που είναι αποτέλεσμα της συνεργασίας μεταξύ των ερευ-
νητικών ομάδων του έργου και παραδίδονται ως παραδοτέα άλλων δράσεων
περιλαμβάνουν:

• Serial and Parallel Implementation of an Interface Relaxation Method, 6th
International Conferenceon Numerical Analysis (NUMAN2014), A.Korfiati,
P. Tsompanopoulou, S. Likothanassis, Sept. 2-5, 2014, Chania, Greece,
pp167-173.

• IRaaS: A Cloud Implementation of an Interface Relaxation Method for the
Solution of PDEs, A.Korfiati, N. Sfika, K. Daloukas, C. Alexakos, P. Tsompanopoulou,
S.Likothanassis, The 2015 International Conference of Parallel andDistributed
Computing (ICPDC 215), July 1-3, 2015, London, U.K.
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• Αn Asynchronous Interface RelaxationMethod forMulti-domain/Multi-physics
Problems, A. Korfiati, S. Likothanassis, P. Alefragis, K. Daloukas, P. Tsompanopoulou,
13th International Conference of Numerical Analysis & AppliedMathematics,
Sept 23-29, 2015, Rhodes. Greece.

Πρότυπο λογισμικό για την επαλήθευση της ορθότητας των μεθόδων:

• Προσθήκες σε πλατφόρμα FENICS για την υποστήριξη των μεθόδων χα-
λάρωσης στη διεπαφή.

• Προσθήκες σε πλατφόρμα FENICS για την εύρεση των interface points σε
μη κανονικές γεωμετρίες με χρήση των KD trees.

• Προσθήκες σε πλατφόρμα FENICS για τη δημιουργία γραφικών παραστά-
σεων των λύσεων στο αρχικό χωρίο του προβλήματος.

5 Συνεργασίες
Στα πλαίσια αυτής της Δράσης, συνεργάστηκαν μέλη από όλες τις ερευνητι-

κές ομάδες με κύρια ομάδα δράσης την ΚΕΟ 2 (Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας).
Έγιναν προσπάθειες υλοποίησης των ΜΔΧ μέσα σε μεθόδους Collocation (με
την ΚΕΟ 1 - Πολυτεχνείο Κρήτης) για την επίλυση παραβολικών προβλημάτων
με ασυνέχεια στην παράγωγο, σε πρόβλημα μοντέλο για το παράδειγμα της Ια-
τρικής. Δεν υπάρχουν άμεσα δημοσιεύσιμα αποτελέσματα.
Η ομάδα ΚΕΟ 2 συνεργάστηκε με την ομάδα ΚΕΟ 3 (Πανεπιστήμιο Πατρών)
για τον έλεγχο και την επαλήθευση των μεθόδων ΜΔΧ για την επίλυση προ-
βλημάτων με πολλαπλά χωρία και φυσικά μοντέλα με μεθόδους Πεπερασμένων
Στοιχείων μέσα από την πλατφόρμα FENICS σε σειριακή, παράλληλη και ασύγ-
χρονη εκδοχή τόσο για ελλειπτικά όσο και για παραβολικά προβλήματα. Τέλος,
και οι τρεις ερευνητικές ομάδες συνεργάστηκαν προκειμένου να εφαρμοστούν
ΜΔΧ στο πρόβλημα-εφαρμογή από την Περιβαλλοντική Μηχανική που αφορά
στην προσομοίωση υπεράντλησης νερού σε περιοχή της Καλύμνου. Αποτελέ-
σματα από αυτή την συνεργασία δεν είναι ακόμη δημοσιεύσιμα.

6 Μελλοντικές Δράσεις
Κατά τη διάρκεια του έργου πραγματοποιήθηκε ανασκόπηση μεθόδων επίλυ-

σης προβλημάτων πολλαπλών χωριών και φυσικών μοντέλων με ΜΔΧ. Δύο συ-
γκεκριμένες μέθοδοι (ROΒ και GEO) χρησιμοποιήθηκαν για την επίλυση ελλει-
πτικών και παραβολικών προβλημάτων μοντέλων. Υπήρξε σοβαρή προσπάθεια
για την χρήσηΜΔΧ στα πραγματικά προβλήματα-εφαρμογές από την Ιατρική και
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KEO 1 KEO 2 KEO 3
Υλοποίηση Μεθόδου GEO (σειριακά) X X
Υλοποίηση Μεθόδου ROB (σειριακά) X X
Υλοποίηση Μεθόδου GEO (cloud) X X
Υλοποίηση Μεθόδου ROB (distrib) X X
Υλοποίηση Μεθόδου GEO (asynch) X X
Υλοποίηση Μεθόδου GEO με Collocation X X
Υλοποίηση Μεθόδου GEO - Κάλυμνος X X Χ

Πίνακας 7: Συνεργασίες των τριών ερευνητικών ομάδων στα πλαίσια της Δράσης
2.2.

την Περιβαλλοντική Μηχανική. Είναι θέμα χρόνου να παραχθούν επιπλέον θε-
ωρητικά και πειραματικά αποτελέσματα για δημοσίευση αλλά και για παραπέρα
μελέτη, τόσο σε προβλήματα μοντέλα όσο και σε πραγματικά προβλήματα.
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1 Σκοπός

1.1 Συνοπτική παρουσίαση
Σύμφωνα με το τεχνικό δελτίο του έργου η δράση της παρούσας έκθεσης

συνοψίζεται ως εξής.
Τίτλος Δράση 2.3: ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ/ΝΤΕΤΕΡΜΙΝΙΣΤΙΚΕΣ ΥΒΡΙΔΙΚΕΣ ΜΕ-

ΘΟΔΟΙ
Σύντομη περιγραφή: Ανάλυση, ανάπτυξη και υλοποίηση υβριδικών μεθό-

δων, οι οποίες συνδυάζουν στοχαστικούς αλγορίθμους τύπου Monte Carlo και
ντετερμινιστικούς αλγορίθμους διακριτοποίησης, για την επίλυση σύνθετων προ-
βλημάτων ΜΔΕ.

Παραδοτέα:

• 2.3.1 Τεχνική έκθεση

• 2.3.2 Δημοσίευση τουλάχιστον τριών (3) επιστημονικών άρθρων σε διεθνή
επιστημονικά περιοδικά ή/και πρακτικά διεθνών συνεδρίων.

• 2.3.3 Λογισμικό

Αναλυτικότερη περιγραφή: Η βασική ερευνητική δραστηριότητα που θα
αναπτυχθεί στοχεύει στην ανάπτυξη υβριδικών μεθόδων επίλυσης σύνθετων
προβλημάτων ΜΔΕ οι οποίες θα αποτελούνται από τον συνδυασμό μίας στο-
χαστικής διαδικασίας τύπου Monte Carlo, για να κατατμήσει το αρχικό σύνθετο
πρόβλημα ΜΔΕ σε ένα σύνολο πλήρως ανεξάρτητων μεταξύ τους υποπροβλη-
μάτων, καθώς και ντετερμινιστικών μεθόδων (πεπερασμένων στοιχείων, πεπε-
ρασμένων διαφορών) για τον υπολογισμό προσεγγιστικών λύσεων των υπο-
προβλημάτων. Αισιοδοξούμε ότι θα μπορέσουμε να δημιουργήσουμε ένα γενικό
πλαίσιο για την επίλυση σύνθετων προβλημάτων (και όχι μόνον) αλλά και ένα
πρακτικό εργαλείο για την προσομοίωσης τους. Η υλοποίηση των σχημάτων
αυτών σε σύγχρονα παράλληλα υπολογιστικά περιβάλλοντα παρουσιάζει ιδιαί-
τερο ενδιαφέρον, διότι, πέρα από τον εγγενή παραλληλισμό των στοχαστικών
μεθόδων, τα εν λόγω σχήματα έχουν διάφορα επιπρόσθετα ελκυστικά χαρακτη-
ριστικά όσο αφορά την δυνατότητα παραλληλισμού τους, όπως μικρό λόγο υπο-
λογισμών/επικοινωνίας, ευέλικτους μηχανισμούς ελέγχου ροής, δυνατότητα εύ-
κολης υλοποίησης σε διάφορα υπολογιστικά πρότυπα (multithreading, cluster,
web services, κ.λ.π.). Η ερευνητική ομάδα του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας (2η
Ερευνητική Ομάδα) είναι η κύρια ομάδα εργασίας που θα υλοποιήσει το με-
γαλύτερο μέρος της παρούσας δράσης, θα συγγράψει και θα δημοσιεύσει τα
ερευνητικά αποτελέσματα, και θα συντάξει την σχετική Τεχνική Έκθεση για την
περιγραφή των επιστημονικών δραστηριοτήτων και των ερευνητικών αποτελε-
σμάτων του έλαβαν χώρα στα πλαίσια της παρούσας δράσης.



Τελική Τεχνική Έκθεση 2015 Δ2.3/4

Το υπόλοιπο της παρούσης Τεχνικής Έκθεσης περιλαμβάνει τις συνολικές
δράσεις και αποτελέσματα της δράσης και είναι οργανωμένο ως εξής. Στην πα-
ράγραφο 2 παρουσιάζουμε το κύριο υπόβαθρο και τα βασικά στοιχεία της με-
θοδολογίας που ακολουθήσαμε και στην παράγραφο 3 το μαθηματικό υπόβα-
θρο και το σχετικό γενικό αλγόριθμο για το δικό μας στοχαστικό / ντετερμινιστικό
πλαίσιο επίλυσης και το σύστημά μας και σχολιάζουμε εν συντομία τα χαρακτη-
ριστικά τους. Τα ζητήματα εφαρμογής εξετάζονται στην υπο-ενότητα 3.1 τα οποία
συνδυάζονται με τις λεπτομέρειες εγκατάστασης και χρήσης. Μια περίληψη των
αριθμητικών πειραμάτων που πραγματοποιήθηκαν μπορούν να βρεθούν στην
ενότητα 3.2.

Αναλυτική αναφορά στα παραδοτέα και στις συνεργασίες που αναπτύχθηκαν
θα βρείτε στις παραγράφους 4 και 5 αντίστοιχα. Τα μελλοντικά επιστημονικά μας
πλάνα παρουσιάζονται στην παράγραφο 6.

2 Μεθοδολογία

Στην παρούσα παράγραφο παρουσιάζουμε μια επισκόπηση των υφιστάμε-
νων προσεγγίσεων για την αριθμητική επίλυση γραμμικών ελλειπτικών ΜΔΕ
χρησιμοποιώντας μεθόδους βασισμένες στην μεθοδολογία Μόντε Κάρλο.

Στην αναφερόμενη δράση μελετούμε στοχαστικούς αριθμητικούς λύτες για
ντετερμινιστικά ελλειπτικά προβλήματαΜερικών Διαφορικών Εξισώσεων(ΜΔΕ).
Έχουμε επικεντρωθεί σε εκείνους που χαρακτηρίζονται από την multi-domain
ή/και την multi-physics φύση τους. Ειδικότερα, μελετούμε είτε μεθόδους απλού
τυχαίου περιπάτου σε σφαίρες ή συνέργειες των συμβατικών μεθόδων επίλυ-
σης ντετερμινιστικών ΜΔΕ προβλημάτων και των παραδοσιακών πιθανολογι-
κών Μόντε Κάρλο προσεγγίσεων. Οι βασικοί μας στόχοι είναι δύο. Ο πρώτος
είναι να προσδιοριστεί με σαφήνεια το πλαίσιο και η πρακτική προσέγγιση όσον
αφορά τη χρήση των ντετερμινιστικών συστατικών που οδηγούν σε αποτελε-
σματικούς αριθμητικούς λύτες για γραμμικές ντετερμινιστικές ΜΔΕ. Ο άλλος εί-
ναι ο σχεδιασμός και η υλοποίηση μίας απόδειξης λειτουργίας ενός υπολογι-
στικού πλαισίου που επιτρέπει τον πειραματισμό προκειμένου να διευκρινίσει
τις δυνατότητες και τον προσδιορισμό των αναδυόμενων υπολογιστικών χαρα-
κτηριστικών των προτεινόμενων προσεγγίσεων. Μια κατηγορία προβλημάτων
σε δύο και τρεις διαστάσεις του χώρου μελετούνται πρώτα και τα πειραματικά
αποτελέσματα παρουσιάζονται και συζητούνται. Δύο επιπλέον προβλήματα πα-
ρουσιάζονται στη συνέχεια, που είναι σημαντικά από την άποψη της μηχανικής
και συγχρόνως αποτελούν πρόκληση από τη μαθηματική και αριθμητική άποψη.

Η μέθοδος Μόντε Κάρλο έχει τη δυνατότητα να παρέχει κατά προσέγγιση
λύσεις σε μια ποικιλία μαθηματικών προβλημάτων, όχι κατ ’ανάγκην με πιθανο-
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λογικό περιεχόμενο ή δομή, εκτελώντας στατιστικά δειγματοληπτικά πειράματα.
Περίπου ένας αιώνας έχει περάσει από την ανακάλυψη των μεθόδων οι οποίες
βασιζόμενες στην έννοια του Μόντε Κάρλο παρέχουν αριθμητικές προσεγγίσεις
για προβλήματα Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων. Αυτές οι μέθοδοι παράγουν
τυχαίους αριθμούς και με την παρατήρηση ορισμένων χαρακτηριστικών τους
και της συμπεριφοράς τους είναι ικανά να υπολογίσουν προσεγγίσεις των λύ-
σεων. Συγκεκριμένα, ήταν ο [43] ο οποίος πρώτος μελέτησε τη σχέση μεταξύ
των στοχαστικών διαδικασιών και των παραβολικών διαφορικών εξισώσεων και
ακολούθησε ο [15] που προτείνει αριθμητικές διαδικασίες για Ελλειπτικές ΜΔΕ,
ενώ [34] ήταν οι πρώτοι που προσδιόρισαν αυτήν τη στοχαστική προσέγγιση δί-
νοντάς της ένα όνομα που παραπέμπει στις εγκαταστάσεις τυχερών παιχνιδιών
στην πόλη του Μόντε Κάρλο και προτείνεται ως γενικός όρος για αριθμητικές
μεθόδους που χρησιμοποιούν δειγματοληψία τυχαίων αριθμών.

Από τότε οι Monte Carlo μέθοδοι έχουν χρησιμοποιηθεί συχνά και στην πραγ-
ματικότητα σε μεγάλο βαθμό και εξακολουθούν να χρησιμοποιούνται για πολλά
σημαντικά προβλήματα. Για παράδειγμα, το Υπουργείο Ενέργειας τωνΗΠΑ ισχυ-
ρίστηκε ότι οι MC προσομοιώσεις σταθερά καταναλώνουν έως και το ήμισυ των
κύκλων υψηλής απόδοσης τους από την δημιουργία των υπερ-υπολογιστικών
τους εγκαταστάσεων. Παρ ’όλα αυτά, δεν έχουν χρησιμοποιηθεί πολύ γραμμι-
κές ΜΔΕ εφαρμογές. Γενικά θεωρούνται ως η έσχατη μέθοδος που είναι ιδανική
είτε για προβλήματα υψηλών διαστάσεων είτε περίπλοκων γεωμετριών [31] . Εί-
ναι ενδιαφέρον να επισημάνουμε ότι αυτό που είπε ο Monte Carlo πρωτοπόρος
Mark Kac ”Χρησιμοποιείτε τις MC μεθόδους, μέχρι να καταλάβετε το πρόβλημα”
πριν από μερικά χρόνια περιγράφει με ακρίβεια το πώς οι περισσότεροι από
εμάς σήμερα βλέπουμε τις μεθόδους Monte Carlo.

Τα προβλήματα ΜΔΕ έχουν συσχετιστεί με την Monte Carlo με διάφορους
τρόπους (βλ [27] για μια πρόσφατη έρευνα). Η διάσημη Feynman-–Kac φόρ-
μουλα για παράδειγμα, δημιουργεί μια ενδιαφέρουσα σύνδεση μεταξύ των ΜΔΕ
και των στοχαστικών διαδικασιών. Η μέθοδος Monte Carlo υπήρξε, και σε με-
γάλο βαθμό εξακολουθεί να παραμένει η μόνη επιλογή για τον υπολογισμό δια-
φόρων μη-γραμμικών προβλημάτων, ενώ έχει αναγνωριστεί ως μια καλή επι-
λογή για πολλά άλλα υπολογιστικά δύσκολα μη γραμμικά προβλήματα. Επι-
πλέον φαίνεται να είναι μια φυσική επιλογή για κάθε διαφορική εξίσωση στην
οποία ένας ή περισσότεροι από τους όρους είναι μια στοχαστική διαδικασία, που
οδηγεί σε μία λύση που είναι και αυτή μία στοχαστική διαδικασία. Αυτό απει-
κονίζεται σαφώς από την πληθώρα των πολύ πρόσφατων ερευνητικών προ-
σπαθειών που βασίζονται στην Monte Carlo για την αριθμητική επίλυση αυτών
των εξισώσεων που είναι κοινώς γνωστές ως στοχαστικές διαφορικές εξισώ-
σεις (βλέπε για παράδειγμα [45, 7] για χρονικά εξαρτημένα προβλήματα και
[9, 33, 45, 8, 54] για ελλειπτικά προβλήματα).

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, ακόμη και θεμελιώδεις γραμμικέςΜΔΕ συνδέονται
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στενά με τη στοχαστικότητα. Για παράδειγμα, είναι γνωστό ότι η διάχυση είναι
στην πραγματικότητα μια μορφή της κίνησης Brown σε μικροσκοπική κλίμακα.
Αυτό έδωσε αρκετό κίνητρο για τις διάφορες προσπάθειες για την ανάπτυξη και
την προώθηση αριθμιτικών λυτών βασισμένων στην Monte Carlo για χρονικά
εξαρτημένες ΜΔΕ (π.χ. [26, 14, 24, 20] και ιδίως [27] ). Γραμμικά μη στοχα-
στικά ελλειπτικά προβλήματα οριακής τιμή είναι επίσης στενά συνδεδεμένη με
την πιθανότητα (αυστηρή θεωρία μέτρου). Για παράδειγμα, τα ολοκληρώματα
με αναφορά σε συγκεκριμένο μέτρο έχουν αναγνωριστεί ως λύσεις ορισμένων
παραβολικών ή ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων [15] . Αξίζει να αναφέρουμε
ότι υπάρχουν πολλές πρόσφατες ερευνητικές προσπάθειες που αφορούν πιθα-
νολογικές ερμηνείες της αρμονικότητας και των θεμελιωδών Ελλειπτικών ΜΔΕ,
χρησιμοποιώντας την κίνηση Brown και το στοχαστικό λογισμό (βλ [42] και
αναφορά σ ’αυτό).

Στην εργασία αυτή περιορίζουμε την έρευνά μας στην αποτελεσματικότητα
των μεθόδων Monte Carlo για την αριθμητική επίλυση γραμμικών Ελλειπτικών
ΜΔΕ και επικεντρωνόμαστε στην εξίσωση Poisson. Πρέπει να τονιστεί ότι πα-
ρόλο που υπήρξε και υπάρχει προς το παρόν, σημαντική ερευνητική δραστη-
ριότητα για το θέμα αυτό, οι προτεινόμενες μέθοδοι δεν έχουν προσελκύσει μέ-
χρι στιγμής την αναμενόμενη προσοχή. Επιπλέον, μπορεί κανείς να βρει πολύ
λίγα στοιχεία λογισμικού 1 που είναι διαθέσιμα στο κοινό και κατάλληλα για τη
στήριξη του πειραματισμού που είναι απαραίτητος για την κατανόηση των χα-
ρακτηριστικών και της ιδιοσυγκρασίας των προτεινόμενων μεθόδων και για να
πεισθούν τόσο οι ερευνητές όσο και οι επαγγελματίες ότι μπορούν να χρησιμο-
ποιηθούν αποτελεσματικά για προβλήματα του πραγματικού κόσμου, όπως για
παράδειγμα αυτό που εξετάζεται στο [49].

Στην εργασία αυτή περιοριζόμαστε σε ορθογώνια πολλαπλώνπεδίων δύο και
τριών διαστάσεων και επικεντρωνόμαστε στην υλοποίηση ενός υπολογιστικού
πλαισίου που επιτρέπει τον εύκολο πειραματισμό με υβριδικές μεθόδους που
αποτελούνται κυρίως από ένα συνδυασμό δύο βημάτων:

• Στοχαστική προεργασία: Μία προσέγγιση περιπάτου σε σφαίρες που
βασίζεται στην Monte Carlo, χρησιμοποιείται για τον διαχωρισμό του αρ-
χικού προβλήματος ΜΔΕ σε ένα σύνολο ανεξάρτητων υπο-προβλημάτων
ΜΔΕ.

• Ντετερμινιστική επίλυση: Γίνεται αριθμητική επίλυση του κάθε υπο-προβλήματος
ανεξάρτητα μέσω επιλεγμένων συστημάτων πεπερασμένων στοιχείων.

1Αναζήτηση στην TOMS BibTeX βιβλιογραφία με την λέξη κλειδί ”Μόντε Κάρλο” επιστρέφει
μόλις 10 αποτελέσματα.
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3 Μαθηματικό Υπόβαθρο

Το υβριδικό μοντέλο που βασίζεται σε στοχαστικές-ντετερμινιστικές μεθόδους
Μόντε Κάρλο και δεν είναι νέο. Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, ο Courant [?]
ήταν ο πρώτος που αναφέρει τη χρήση Στοχαστικών Μεθόδων για την επίλυση
μη-στοχαστικών προβλημάτων. Παρ ’όλα αυτά, ήταν Muller [39] ο οποίος βα-
σιζόμενος στην τότε απόρρητη έρευνα του Metropolis [34] πρότεινε για πρώτη
φορά ένα συγκεκριμένο αριθμητικό σχήμα. Το έργο του συνέχισαν άλλοι (για
παράδειγμα [19] [47] και[46].

Στις πρόσφατες προσπάθειες θα αναφέρουμε τις [53, 11, 16, 35, 36, 17] και
ιδίως εκείνες της τελευταίας δεκαετίας [29, 32, 24, 21, 38, 37, 18, 40, 25, 13,
45, 50, 41, 51, 49, 52]. Η πρόσφατη αυτή εξαιρετική δουλειά έχει λάβει μέχρι
στιγμής ελάχιστη προσοχή από την επιστημονική μας κοινότητα (π.χ. σύμφωνα
με αναφορές στο Scopus.)

Αξίζει να αναφερθεί ότι (εκτός από λίγες εξαιρέσεις) το μεγαλύτερο μέρος της
σχετικής εργασίας που αναφέραμε μέχρι τώρα δεν εστιάζει στην αποτελεσματική
εφαρμογή των Monte Carlo λυτών γενικά και σε σύγχρονα συστήματα παράλ-
ληλης επεξεργασίας ειδικότερα. Είναι άξιο απορίας γιατί όλα αυτά τα διαθέσιμα
πολυπύρηνα συστήματα δεν έχουν προσελκύσει τις Monte Carlo μεθόδους του-
λάχιστον όσο αναμενόταν 2.

3.0.1 Λύτες Στοχαστικών/Ντετερμινιστικών ελλειπτικών ΜΔΕ.

Θεωρούμε το ακόλουθο ελλειπτικό πρόβλημα οριακής τιμής

Lu(x) = f(x) x ∈ D ⊂ Rd, (1)

Bu(x) = g(x) x ∈ ∂D, (2)

όπου L είναι ένας ελλειπτικός διαφορικός τελεστής, B τελεστής ορίου και d ∈ N.
Υποθέτουμε ότι οι συνθήκες κανονικότητας του κλειστού συνόλου D, των τε-

λεστές L και B και των δοθέντων συναρτήσεων f(x) και g(x) ικανοποιούνται.
Αυτές οι συνθήκες διασφαλίζουν την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης u(x)
στο C2(D ∩ ∂D) του προβλήματος (1)–(2). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι το πεδίο
D αποτελείται από (ή μπορεί να διαιρεθεί σε) ND υποπεδία, π.χ.

D = ∪ND
µ=1Dµ (3)

και ότι Lµ και fµ είναι περιορισμοί των L και f στο Dµ ενώ Bµ και gµ είναι περιο-
ρισμοί των B και g στο ∂Dµ ∩ ∂D.

2 url http://www.oxford-man.ox.ac.uk/gpuss
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Ορίζουμε τελικά τη διεπαφή μεταξύ των δύο υποπεδίων Dµ και Dν ως

Iµ,ν = ∂Dµ ∩ (∂Dν ∪ Dν) ⊂ Rd−1, µ, ν = 1, . . . ,ND. (4)

Υποθέτοντας µ ̸= ν,. Προφανώς θεωρούμε μόνο τις διεπαφές για τις οποίες
έχουμε ότι Iµ,ν ̸= ∅.

Data: i1, i2, . . . , iN : τα id των υποπεδίων στα οποία επιθυμούμε να
υπολογίσουμε τη λύση.

Result: ũµ, µ = i1, . . . , iN : προσεγγίσεις των περιορισμών της ακριβής
λύσης u στο υποπεδίο Dµ, µ = i1, . . . , iN .

// PHASE I: Ε������� ����� ���� ��������
;
while Iµ,ν ⊂ ∪N

j=1∂Dij do
Επιλογή σημείων ελέγχου xi ∈ Iµ,ν , i = 1, 2, . . . ,Mµ,ν ;
Εκτίμηση λύσης u στα σημεία ελέγχου xi χρησιμοποιώντας τη μέθοδο
Monte Carlo;
Υπολογισμός της παρεμβάλουσας uI

µ,ν του uµ, νχρησιμοποιώντας τα
σημεία ελέγχου xi;

end
// PHASE II: Ε������� ����� ��� ��������
;
for j = 1, 2, . . . , N do

Λύση του προβλήματος ΜΔΕ:;
Lijuij(x) = fij(x) x ∈ Dij ;
Bijuij(x) = gij(x) x ∈ ∂Dij ∩ ∂D ;
Lijuij(x) = hij(x) x ∈ Dij ; // hij(x) �������������� ��������������� �� uI

µ,νs
end

Algorithm 1: The Generic Algorithm.

Είναι σημαντικό να επισημανθεί ότι η ανωτέρω γενική μεθοδολογία που γί-
νεται ιδιαίτερα ελκυστική σε πολλές μορφές του πραγματικού κόσμου, για πα-
ράδειγμα, όταν οι περιορισμοί του ελλειπτικού τελεστή L δεν είναι οι ίδιοι σε
όλα τα υποπεδία, όταν υπάρχουν ιδιόμορφα σημεία σε ορισμένους υποτομείς,
όταν ο τομέας PDE Omega είναι πολύπλοκος και μπορεί να απλοποιηθεί αν
αποσυντεθεί σε υποτομείς ldots. Σε τέτοιες περιπτώσεις, είναι πολύ σημαντικό
ότι ένας επιλέγει την πιο πρόσφορη τοπική λύσης προσαρμοσμένη σε κάθε συ-
γκεκριμένο υποπεδίο και τους περιορισμούς των τελεστών και των λειτουργιών
σε αυτό. Επιπλέον, ο παραπάνω σχεδιασμός μας προσφέρει τη δυνατότητα να
υπολογίσουμε τη λύση μόνο σε επιλεγμένους υποτομείς που έχουν ιδιαίτερη ση-
μασία για εμάς.
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3.0.2 Σχετικές μελέτες

Οι στοχαστικές-ντετερμινιστικές υβριδικές μέθοδοι βασισμένες στη Μοντέλο
Κάρλο δεν είναι κάτι νέο. Ηπρωτότυπη ιδέα βρίσκεται στο[39]. Για τις μη-στοχαστικές
γραμμικές ΜΔΕ όμως, ήταν μόνο πολύ πρόσφατα που προτάθηκαν τέτοιες μέ-
θοδοι. Από όσο που μπορούμε να ξέρουμε, η ιδέα εμφανίστηκε για πρώτη φορά
στο [22, 1] και μελετήθηκε επιπλέον στα [1, 2, 3, 5, 6, 4]. Στοιχεία του αλγορίθμου
που περιγράφηκε παραπάνω έχουν εξεταστεί προηγουμένως. Συγκεκριμένα, ...
Παρόμοια με τη δική μας δουλεία ” A Hybrid Stochastic/Deterministic Method
See PDE model (and beyond)” από διαφάνειες διαλέξεων του Mascari

Lu ≡ −u′′(x) = f(x), x ∈ Ω ≡ [a, b] (5)
with a, b, γ ∈ R, υπό τους ακόλουθους περιορισμούς ορίων

Bu(x) = g(x), x ∈ ∂Ω ≡ [a, b] (6)

τα οποία, για την απλότητα στην παρουσίαση της μεθόδου θεωρούνται ότι είναι
Dirichlet.

Υποθέτουμε ότι οι συνθήκες κανονικότητας για την κλειστή περιοχή Ω και
οι δεδομένες συναρτήσεις b(x), c(x) ≤ 0, φ(x) και ψ(x) ικανοποιούνται.Αυτές οι
συνθήκες που διασφαλίζουν την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης u(x) στο
C2 (Ω) ∩ C(Ω) του προβλήματος (1),

Υποθέτοντας ότι Ω αποσυντίθεται σε p μη επικαλυπτόμενα υποπεδία Ωi ≡
[xi−1, xi], i = 1, . . . , p με x0 = a, xp = b και xi−1 < xi ∈ Ω για i = 1, . . . , p− 1. Δη-
λώνουμε το μέγεθος ενός υποπεδίου Ωi με ℓi = xi − xi−1 και τους περιορισμούς
L, f και γ στο Ωi από Li, fi, γi, αντίστοιχα. Επιπλέον υποθέτουμε ότι γ(x) = γi
για x ∈ Ωi, i = 1, . . . , p, όπου τα γi’s είναι πραγματικές σταθερές.

Η εφαρμογή μας μπορεί να λύσει την εξίσωση Poisson με συνοριακές συνθή-
κες Dirichlet. ([Σημείωση: Η ακόλουθη πρόταση είναι λάθος - είναι εκεί μόνο για
να είναι υπό εξέταση] Τι περιορίζει αυτή τη μέθοδο για την επίλυση άλλων προ-
βλημάτων πάρα πολύ, είναι η ανάγκη για τη λειτουργία του Green, που ταιριάζει
στο πρόβλημα.)

Υποστηρίζει ένα αυθαίρετο αριθμό νημάτων. Για το multithreading χρησιμο-
ποιούμε τη βιβλιοθήκη pthreads (σημείωση: έντυπο του προγράμματος επιτρέ-
πει την εύκολη μετάβαση σε MPI).

Επιπλέον, οι τομείς που υποστηρίζονται είναι 2D και 3D υπερ-ορθογώνια.
Εκείνοι μπορούν να αναλυθούν σε ένα Μ χ Ν αυθαίρετο πλέγμα μικρότερων
υποτομέων(hyperrectangles).

Σε γενικές γραμμές, επιτυγχάνουμε την πιθανολογική αποσύνθεση τομέων
ως εξής:

• Υπολογισμός λύσης στα σημεία διεπαφής: χρησιμοποιώντας τη μέ-
θοδο Monte Carlo που περιγράφεται στο [16] (υλοποιείται από εμάς - αυτό
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το τμήμα μπορεί εύκολα να αποσπαστεί για να χρησιμοποιηθεί σε άλλες
εφαρμογές), εκτιμούμε τις τοπικές λύσεις κατά μήκος των ορίων των νέων
υποτομέων.

• Λύσεις των διεπαφών: παρεμβάλουμε τις εκτιμήσεις των τοπικών λύ-
σεων (χρησιμοποιούμε την Sintef’s Multilevel B-spline (MBA) [28] βιβλιο-
θήκη για το 3D και την Burkardt’s splines βιβλιοθήκη για το 2D) και έτσι
σχηματίζονται τα όρια των νέων υποπεδίων.

• Υπολογισμός τοπικών λύσεων:τώρα που τα όρια των υποπεδίων είναι
γνωστά, λύνουμε το πρόβλημα για κάθε υποπεδίο χρησιμοποιώντας μία
ντετερμινιστική μέθοδο. (Χρησιμοποιούμε την deal.II library).

3.1 Υλοποίηση και χρήση
Ξεκινάμε αυτή την ενότητα με την παρουσίαση της βασικής εφαρμογής3 του

αλγορίθμου που περιγράφεται παραπάνω.
Σημειώνουμε ότι η βασική υλοποίηση μπορεί να συνδυαστεί είτε με την CPU

/ GPU ή με τις υπηρεσίες web ή ένας συνδυασμός τους. Στο υπόλοιπο του πα-
ρόντος τμήματος για την απλότητα στην παρουσίαση, θα αναφερθούμε μόνον
στην βασική υλοποίηση.

Αρχικά, ο χρήστης πρέπει να καθορίσει το πρόβλημα (προγραμματίζοντας
τον στον πηγαίο κώδικα), π.χ, τη δεξιά πλευρά της Poisson εξίσωσης και των συ-
νοριακών συνθηκών, το χωρίο, και τον επιθυμητό διαχωρισμό του χώρου (που
χρησιμοποιείται για την παραλληλοποίηση).

Στη συνέχεια, ο χρήστης πρέπει να καθορίσει την ανάλυση των εκτιμήσεων
Μόντε Κάρλο, δηλαδή, τον αριθμό των σημείων κατά μήκος μιας διεπαφής με-
ταξύ δύο υποτομέων όπου ο λύτης πρέπει να εκτιμήσει τη λύση χρησιμοποιώ-
ντας τη μέθοδο του περιπάτου σε σφαίρες, τον αριθμό των (ανεξάρτητων) περι-
πάτων που θα χρησιμοποιηθούν και, τελικά, το μέσο όρο, έτσι ώστε να γίνει μια
εκτίμηση, και το όριο ανοχής, δηλαδή την απόσταση που σηματοδοτεί αν ένα
σημείο είναι αρκετά κοντά στο όριο έτσι ώστε ο λύτης να μπορεί να υποθέσει ότι
η τιμήτης λύσης επί του σημείου αυτού είναι η ίδια με εκείνη στο όριο.

Ο λύτης τρέχει παράλληλα τους υπολογισμούς για κάθε ένα από τα σημεία
της διασύνδεσης.4 Η υλοποίησή μας βασίζεται στη μέθοδο περιπάτων σε σφαί-
ρες [16]. Ας πούμε, ότι θέλουμε να εκτιμήσουμε το u(x0). Εάν s είναι η τρέχουσα
εκτίμηση της λύσης, B(x) είναι η μεγαλύτερη σφαίρα του τομέα εστιασμένη στο

3Περισσότερες πληροφορίες στο https://github.com/mvavalis/
Hybrid-numerical-PDE-solvers.

4Θα μπορούσαμε να παραλληλίσουμε περαιτέρω εκτελώντας όλους τους περιπάτους πα-
ράλληλα, όμως η επιτάχυνση δεν θα ήταν σημαντική, ειδικά αν λάβουμε υπόψη το κόστος υπο-
λογισμού του λυτή των πεπερασμένων στοιχείων που πρόκειται να ακολουθήσουν.
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σημείοx, q(y) είναι η δεξιά πλευρά του προβλήματος, και a(d) είναι μια συνάρ-
τηση που σχετίζεται με τη συνάρτηση τουGreen για τη λειτουργία του προβλήμα-
τος, που παίρνει ως είσοδο την ακτίνα του B(x). Ένας περίπατος απαιτεί τους
παρακάτω υπολογισμούς. βήμα i: ανάθεση το x0 στο x; ανάθεση του 0 στο s;
βήμα ii: εάν x είναι αρκετά κοντά στα όρια, πήγαινε στο βήμα v; βήμα iii: επί-
λεξε τυχαία ένα σημείο y μέσα στο B(x), λαμβάνοντας υπόψη την πυκνότητα
του B(x) (περισσότερα σε αυτό στη συνέχεια); ανάθεση στο s, το άθροισμα της
προηγούμενης τιμής του s, συν το γινόμενο του q(y)πολλαπλασιαζόμενο με a(d);
βήμα iv: επίλεξε τυχαία ένα σημείο στην επιφάνεια του B(x), ανάθεση του ση-
μείου αυτού στο x; πήγαινε στο βήμα ii; βήμα v: επιστροφή s; Αυτή η διαδικασία
επαναλαμβάνεται πολλές φορές, και ο μέσος όρος των εκτιμήσεων στο τέλος
κάθε διαδικασίας χρησιμοποιείται ως τελική εκτίμηση.

Σημειώστε ότι το πρώτο βήμα, σε κάθε περίπατο επιτυγχάνεται χρησιμο-
ποιώντας μία ημι-τυχαία ακολουθία (όχι εμφανής στον κώδικα στην Εικόνα ??).
[εικασίες] το πρώτο βήμα επηρεάζει πολύ περισσότερο από ό, τι τα υπόλοιπα
βήματα, την περιοχή όπου γίνεται ο περίπατος, ως εκ τούτου, χρησιμοποιώντας
μία quasi-random ακολουθία για το πρώτο βήμα βοηθάει πολύ για να κάνουν
μια πιο ομοιόμορφη δειγματοληψία, η οποία με τη σειρά του οδηγεί σε ταχύτερη
σύγκλιση.

Ας εξετάσουμε τώρα πώς θα βρούμε τυχαία ένα σημείο y μέσα στο B(x), σε
σχέση με την πυκνότητα του B(x) (rand_update_y(x, y, d)).5 Για να υπολογι-
στεί το νέο y πρέπει να υπολογιστεί μια νέα ακτίνα και τη γωνία του φορέα για
να προστεθεί στο φορέα που αντιστοιχεί στο σημείο x.

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της ακτίνας και η γωνία είναι: ρ(r, θ) =
2r
πd2

ln d
r
, και επειδή είναι ανεξάρτητη από τη γωνία, μπορούμε να επιλέξουμε μια

γωνία. Τώρα πρέπει να βρούμε μία νέα PDF (ας πούμε ρ(r)) για την ακτίνα:
ρ(r) =

∫ 2∗pi
0

ρ(r, θ)dθ = 2πρ(r, θ) = 4r
d2
ln d

r

Μπορούμε να επιλέξουμε μια ακτίνα χρησιμοποιώντας τη λειτουργία quantile
του ρ(r), π.χ., η αντίστροφη αθροιστική συνάρτηση κατανομής του). Ωστόσο, δεν
μπορούμε να υπολογίσουμε την quantile συνάρτηση αναλυτικά, ως εκ τούτου,
χρησιμοποιούμε τη μέθοδο απόρριψης [44]. 6

Σημειώστε ότι maxx(PDF (x)) = 4/(e ∗ d)7 Η μέθοδος απόρριψης θα λει-
τουργήσει ως εξής: βήμα i: ομοιόμορφη επιλογή ενός x1 μέσα στο (0, d), και ένα
τυχαίο x2 στο (0, 4/(e ∗ d)). βήμα ii: έλεγχος εάν (x1, x2) είναι κάτω από την κα-
μπύλη του PDF, το οποίο ισχύει εάν 2 ∗ pi ∗ ρ(x1, θ) < x2. Εάν ισχύει, έχουμε

5Οι λεπτομέρειες αντιστοιχούν στην δισδιάστατη περίπτωση.
6[MATLAB script (to see the ρ(r)): d = 1; r = 0 : .001 : d; y = (4/d2) ∗ (r ∗ log(d) − r. ∗

log(r)); plot(r, y);] Η καμπανοειδής μορφή του ρ(r) σημαίνει ότι η μέθοδος απόρριψη πρόκειται
να είναι αποτελεσματική

7Έχουμε (d/dx)(PDF (x)) = (4/d2) ∗ (lnd− lnr − 1) = 0 ⇔ lnr = lnd− lne ⇔ r = d/e, that
is maxx(PDF (x)) = max(2 ∗ pi ∗ ρ(r, θ)) = 2 ∗ pi ∗ ρ(d/e, θ) = 4/(e ∗ d).
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βρει την ακτίνα x1, διαφορετικά πήγαινε στο βήμα i.
Χρησιμοποιούμε quasi μόνο μία φορά για τον παραλληλισμό, αλλά δείτε [30].

Αυτή κάλεσε επανεξέταση των παράλληλων μεθόδων Monte Carlo παρέχει μια
επισκόπηση του θέματος και κάποια νέα αποτελέσματα για ενιαίο υπολογισμό
ιδιοτιμής.

ΠαρεμβολήΥπάρχει μια σημαντική διαφορά στην εφαρμογή μας, όσον αφορά
την παρεμβολή μεταξύ τωνπεριπτώσεων των 2-διαστάσεων και των 3-διαστάσεων.
Στην περίπτωση των τριών διαστάσεων χρειαζόμαστε παρεμβολή 2-διαστάσεων.
Δεδομένου ότι η τελευταία είναι σχετικά περίπλοκη από την άποψη του υπολογι-
σμού κάνουμε precompute των παρεμβολών και τις τροφοδοτούμε στο λύτη των
πεπερασμένων στοιχείων. Χρησιμοποιούμε Πολυεπίπεδη B-splines Βιβλιοθήκη
Sintef του (MBA8). Συγκεκριμένα χρησιμοποιούμε [28]. Εδώ, επίσης, οι υπολο-
γισμοί για κάθε παρεμβάλουσα εκτελούνται παράλληλα.

Στην περίπτωση των δύο διαστάσεων οι υπολογισμοί είναι σχετικά απλοί
και έχουμε επιλέξει να μην γίνεται προεπεξεργασία των παρεμβολών. Αντ ’αυ-
τού, έχουμε παράσχει στο λύτη των πεπερασμένων στοιχείων τις πληροφορίες
που απαιτούνται για τον υπολογισμό των απαιτούμενων παρεμβολών επί τό-
που. Για την παρεμβολή μίας διάστασης χρησιμοποιούμε την C ++ βιβλιοθήκη
John Burkardt της spline.

Σαφώς,και στις δύο περιπτώσεις, τα σημεία που χρησιμοποιούνται για την
παρεμβολή είναι αυτό που υπολογίστηκε στο προηγούμενο βήμα της Μόντε
Κάρλο εκτιμήσης.

Πεπερασμένα Στοιχεία Το τελικό βήμα της διαδικασίας είναι η λύση του κάθε
υποπροβλήματος (που αντιστοιχεί σε κάθε υπο-περιοχή) χρησιμοποιώντας ένα
λύτη πεπερασμένων στοιχείων. Σαφώς, οι υπολογισμοί για κάθε υπο-πρόβλημα
εκτελούνται παράλληλα.

Χρησιμοποιούμε την C++ βιβλιοθήκη deal.II9. Αυτή η πρόσφατα αναπτυ-
χθήσα βιβλιοθήκη και ήδη ευρέως χρησιμοποιούμενη βιβλιοθήκη [10] προσφέ-
ρει προσαρμοστικούς λύτες πεπερασμένων στοιχείων υψηλής ποιότητας για την
αριθμητική επίλυση μερικών διαφορικών εξισώσεων.10

8http://www.sintef.no/upload/IKT/9011/geometri/MBA/mba-1.1.tgz
9http://www.dealii.org/
10Η C++ κλάση μας LaplaceSolve βασίζεται στην κλάση LaplaceProblem, που υλοποιήθηκε

στο 4ο βήμα του tutorial, στο documentation της έκδοσης 6.1.0 της βιβλιοθήκης.
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3.2 Αριθμητικά πειράματα
3.2.1 Πειράματα 2-διαστάσεων

Ξεκινάμε με την εξέταση του ορθογώνιου χώρου Ω ≡ [−1, 1] × [−1, 1] της
εξίσωσης Poisson

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f(x, y), ∀(x, y) ∈ Ω, (7)

όπου
f(x, y) = (1− π2) (sin(πx) sinh(y) + 4 cosh(2x) cos(2πy)) , (8)

υπό τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες Dirichlet

u(±1, y) = cosh(±2) cos(2πy)
u(x,±1) = sin(πx) sinh(±1) + cosh(2x), ∀(x, y) ∈ ∂Ω. (9)

Η ακριβής λύση του παραπάνω προβλήματος δίνεται από

u(x, y) = sin(πx) sinh(y) + cosh(2x) cos(2πy). (10)

και όπως απεικονίζεται στην εικόνα 3.2.1 έχει μάλλον έντονες διακυμάνσεις κατά
μήκος και των δύο αξόνων που μας επιτρέπει να εξετάσουμε ποιοτικά την απο-
τελεσματικότητα του συστήματος μας. Για το σκοπό αυτό, θα αποσυντεθεί ο το-
μέας της ΜΔΕ Ω σε οκτώ μη επικαλυπτόμενους υποτομείς που ορίζονται από τις
γραμμές διασύνδεσης σε x1 = 0 and y1 = −0.5, y2 = 0 and y3 = 0.75, λύνουμε
τα υπο-προβλήματα ΜΔΕ που ορίζονται από τους υποτομείς Ω1,0, Ω0,1 και Ω2,1

και σχεδιάζουμε τις λύσεις που υπολογίστηκαν...
Σημειώνουμε εδώ ότι εκτός από τις λειτουργίες που ορίζουν το πρόβλημα

ΜΔΕ (τη δεξιά πλευρά του ελλειπτικού τελεστή και των οριακών συνθηκών, και
ίσως την πραγματική λύση εάν αυτή είναι γνωστή), ο χρήστης πρέπει να δώ-
σει άλλες παραμέτρους όπως αυτές απεικονίζονται στην λίστα που ακολουθεί 1
η οποία είναι σύμφωνη με μια γραφική διεπαφή χρήστη που αναπτύσσουμε.
Η περιγραφή αυτής της διασύνδεσης είναι πέρα από το πεδίο εφαρμογής του
παρόντος εγγράφου.

Listing 1: Listing of the configuration file for the 2D model problem.
# ============================

# General Parameters
2 # Number o f dimensions
4 # Maximum number o f threads

1 # Dimension X leng th
1 # Dimension Y leng th
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2 # Number o f subdomains along dimension X
2 # Number o f subdomains along dimension Y

# ============================

# Monte Carlo Parameters
1000 # Number o f walks
.0000000001 # Boundary to le rance

# ============================

# I n t e r p o l a t i o n Parameters
3 # Number o f nodes along dimension X
3 # Number o f nodes along dimension Y

# ============================

# Conjugate Gradient Parameters
6 # lap lace g r i d r e f i n e t imes

# the parameters o f so l ve r_con t r o l ( )

Για την αριθμητική επίλυση των προαναφερθέντων υποπροβλήματα έχουμε
βασισθεί σε μεθόδους πεπερασμένων στοιχείων της βιβλιοθήκης deal.II με δια-
φορετικές στρατηγικές προσαρμογής βελτίωση (h, h και hp) βασιζόμενες σε δεί-
κτες και λάθους με βάση τις τοπικές εκτιμήσεις σφάλματος. Στον Πίνακα 1 πα-
ρουσιάζονται τα εν λόγω διάφορα χαρακτηριστικά. Εικόνα 3.2.1 παρουσιάζει την
ποιότητα της λύσης και την επίδραση του μηχανισμού βελτίωσης. Σας παρου-
σιάζουμε μόνο τα δεδομένα για συγκεκριμένα υπο-προβλήματα. Τα δεδομένα
που σχετίζονται με τα υπόλοιπα είναι παρόμοια. Συγκεκριμένα, παρουσιάζονται
στον y-άξονα την L2 νόρμα του σφάλματος και στον χ-άξονα το επίπεδο της
βελτίωσης.

Πίνακας 1: Τα αριθμητικά χαρακτηριστικά των αριθμητικών μεθόδων.
cycle 0 1 2 3 4
cells 4 16 64 256 1024

Q1 elements dofs 9 25 81 289 1089
CG iterations 1 6 23 51 103

Q2 elements dofs 25 81 289 1089 4225
CG iterations 7 31 70 142 286
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Σχήμα 1: Πραγματική λύση του προβλήματος ΜΔΕ από(7)–(9).

3.2.2 Πειράματα 3-διαστάσεων

Εξετάζουμε το πρόβλημα ΜΔΕ που παρουσιάστηκε στην προηγούμενη ενό-
τητα τροποποιώντας το ελαφρώς ως εξής.

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= x+ y + z ∀(x, y) ∈ Ω ≡ [−1, 1]3, (11)

υπό τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες Dirichlet

u(x, y, z) = g(x, y, z) ∀(x, y) ∈ ∂Ω, (12)

όπου η συνάρτηση της δεξιάς πλευράς g επιλέγεται με τέτοιο τρόπο ώστε η λύση
του παραπάνω προβλήματος (11)–(12) να δίνεται από την εξίσωση

u(x, y, z) = exp(
√
2πx) sin(π(y + z)) +

1

6

(
x3 + y3 + z3

)
. (13)

και απεικονίζεται στην εικόνα 3.
Εκτός από τις λειτουργίες που ορίζουν το ίδιο το πρόβλημα χρειαζόμαστε,

όπως στην περίπτωση των 2 διαστάσεων να καθορίσουμε διάφορες παραμέ-
τρους. Το σχετικό αρχείο ρυθμίσεων για το πείραμά μας δίνεται παρακάτω 2.
Αξίζει να επισημανθεί η ομοιότητα των δύο αρχείων ρυθμίσεων για τις 2D και
3D περιπτώσεις (καταχωρίσεις 1 και 2 αντίστοιχα).

Η δόμηση του αρχείου ρυθμίσεων πρέπει να ακολουθεί τη δόμηση του gui.

Listing 2: Listing of the configuration file for the 3D model problem.
# ============================
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0 1 2 3 4

10−1.5

10−1

0 1 2 3 4
10−2

10−1

Σχήμα 2: L2 σφάλμα στο χωρίο Ω0,1 σαν συνάρτηση του επιπέδου βελτίωσης
για Q1 (άνω γράφημα) και Q2 κάτω γράφημα).
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# General Parameters
3 # Number o f dimensions
4 # Maximum number o f threads

1 # Dimension X leng th
1 # Dimension Y leng th
1 # Dimension Z leng th

2 # Number o f subdomains along dimension X
2 # Number o f subdomains along dimension Y
2 # Number o f subdomains along dimension Z

# ============================

# Monte Carlo Parameters
1000 # Number o f walks
.0000000001 # Boundary to le rance

# ============================

# I n t e r p o l a t i o n Parameters
2 # Number o f nodes along dimension Y

# ( on the YZ planes )
2 # Number o f nodes along dimension Z

# ( on the YZ planes )

2 # Number o f nodes along dimension X
# ( on the XZ planes )

2 # Number o f nodes along dimension Z
# ( on the XZ planes )

2 # Number o f nodes along dimension X
# ( on the XY planes )

2 # Number o f nodes along dimension Y
# ( on the XY planes )

7 # Number o f l e ve l s i n the h i e r a r c h i c a l
# cons t r uc t i on ( see MBA: : MBAalg ( ) o f
# Mu l t i l e v e l B−sp l i ne (MBA) l i b r a r y )

# ============================

# Conjugate Gradient Parameters
6 # lap lace g r i d r e f i n e t imes

# the params of so l ve r_con t r o l ( )

Σε μια παρόμοια περίπτωση με αυτή των 2-διαστάσεων αποσυνθέτουμε τον
τομέα Ω σε 16 μη επικαλυπτόμενους υποτομείς που ορίζονται από τα επίπεδα
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Σχήμα 3: Η υπολογησθήσα λύση του προβλήματος ΜΔΕ όπως αυτό ορίζεται
στα (11)–(12).

intreface x1 = 0 and y1 = −0.5, y2 = 0, y3 = 0.75 και z1 = −0.2. ...

4 Παραδοτέα

Παραδοτέο 2.3.1 Τεχνική έκθεση Το παρόν κείμενο.

Παραδοτέο 2.3.2 Δημοσίευση τουλάχιστον τριών (3) επιστημονικών άρ-
θρων σε διεθνή επιστημονικά περιοδικά ή/και πρακτικά διεθνών συ-
νεδρίων
Οι δραστηριότητες της δράσης 2.3 έχουν παρουσιασθεί σε διεθνή επιστη-
μονικά συνέδρια και έχουν δημοσιευτεί σε διεθνή επιστημονικά περιοδικά.

Παραδοτέο 2.3.3 Λογισμικό Βρίσκεται πρωτίστως στον ιστοχώρο https://github.
com/mvavalis/Hybrid-numerical-PDE-solvers και δευτερευόντως (υλο-
ποίηση στην πλατφόρμα και ?παράλληλες υλοποιήσεις) στον ιστοχώρο
https://github.com/mvavalis/multidomain_multiphysics και έχει ήδη
αξιοποιηθεί από τις ομάδες εργασίας του έργου και όχι μόνον.

5 Συνεργασίες
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Στα πλαίσια των ερευνητικών μας δραστηριοτήτων της δράσης 2.3 μέλη της
ομάδας εργασίας του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας έχει σε ουσιαστικό επίπεδο συ-
νεργαστεί ερευνητικά με μέλη

Εσωτερικές συνεργασίες

• Πολύπλευρη συνεργασία με μέλη της ομάδας εργασίας του Πολυτε-
χνείου Κρήτης.

• Μονόπλευρη συνεργασία με μέλη της ομάδας εργασίας του Πανεπι-
στημίου Πάτρας.

Εξωτερικές συνεργασίες Με τους εξής συναδέλφους και τις αντίστοιχες επι-
στημονικές ομάδες:

• Γεώργιο Ζουράρη, Αναπληρωτή Καθηγητή του Τμήματος Μαθηματι-
κών του Πανεπιστημίου Κρήτης τόσο δια ζώσης στο Ηράκλειο όσο και
ηλεκτρονικά μέσω πολλών και εκτενών συνομιλιών (ηλ. ταχυδρομείο,
τηλέφωνο και σκάιπ). Η συνεργασία αφορούσε, χωρίς να περιορίζε-
ται, θέματα αξιολόγησης μοντελοποίησης μεΜΔΕ και ιδιαίτερα θέματα
που άπτονται την σύγκλιση και την εκτίμηση σφάλματος κλασσικών
στοχαστικών αριθμητικών μεθόδων που βασίζονται σε τεχνικές Μόντε
Κάρλο.

• Martin Simon καθηγητή του Johannes Gutenberg-Universität Mainz
και Sylvain Maire καθηγητή του Université de Toulon, La Garde, τόσο
δια ζώσης, κατά την διάρκεια του συνεδρίου Eleventh International
Conference onMonte Carlo andQuasi-Monte CarloMethods in Scientific
Computing, όσο και ηλεκτρονικά (ηλ. ταχυδρομείο) μέσω πολλών και
εκτενών συνομιλιών. Η συνεργασία αφορούσε, χωρίς να περιορίζε-
ται, θέματα ανάπτυξης μεθόδων τυχαίων περιπάτων σε σφαίρες για
την αριθμητική επίλυση γενικών προβλημάτων γενικότερα αλλά και
των δύο προβλημάτων μοντέλων (Διάδοση πρωτογενών καρκινικών
όγκων εγκεφάλου (γλοίωμα/gliomas) και Υφαλμύριση υδροφορέων
γλυκών υδάτων λόγω υπεράντλησης) της δράσης 4.2 του έργου.

Θα πρέπει να σημειωθεί ότι η συνεργασία με τους παραπάνω αναφερόμενους
εξωτερικούς συνεργάτες δεν έχουν προς το παρόν καταλήξει σε δημοσιεύεις.
Με βάση όμως τα προκαταρκτικά αποτελέσματά μας διαφαίνεται ότι σύντομα
αυτά θα συγκεκριμενοποιηθούν σε σημαντικά ερευνητικά αποτελέσματα ιδιαί-
τερα αναφορικά με την εφαρμογή των μοντέλων Υφαλμύριση υδροφορέων γλυ-
κών υδάτων λόγω υπεράντλησης της δράσης 4.2?? του έργου.
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6 Σύνοψη και Μελλοντικές Δράσεις

Είναι πεποίθησή μας ότι το προτεινόμενο και υλοποιημένο πλαίσιο προω-
θεί μια ενδιαφέρουσα νέα αντίληψη για την επίλυση ντετερμινιστικών ΜΔΕ και
υποστηρίζει όχι μόνο τον πειραματισμό, αλλά έχει επίσης τη δυνατότητα να απο-
τελέσει ένα πρακτικό εργαλείο.

Στόχος μας είναι να αυξηθεί η διαίσθηση μας σχετικά με τον προτεινόμενο
αλγόριθμο, και όχι να προσπαθήσουμε να δώσουμε νέα αποτελέσματα ή ακόμη
και να παρέχουμε ένα υπολογιστικό εργαλείο για προβλήματα του πραγματικού
κόσμου.

Μπορεί να επεκταθεί σε πιο γενικές χρήσεις [53] ενδεχομένως με ανωμα-
λίες [21] φορείς της ανώτερης τάξης [23, 13] αντιμετώπιση Neumman ή μικτές
συνοριακές συνθήκες [48, 50, 51] μη ορθογώνιες περιοχές και σχεδόν σε κάθε
πρόβλημα με τη γνωστή λειτουργία Green.

Η επέκταση της εργασίας μας σε προβλήματα εξαρτημένα από το χρόνο φαί-
νεται ότι δεν είναι δύσκολοη. Η αισιοδοξία μας πηγάζει από σχετικές προσπά-
θειες που έχουν ήδη κάνει την εμφάνισή τους στη βιβλιογραφία (βλ [14, 49, 20])
ή άλλες που έχουν αρχίσει να αναδύονται [12].

Επιπλέον, η υλοποίηση Monte Carlo λυτών υψηλής απόδοσης στις σύγχρο-
νες αρχιτεκτονικές και τις αναδυόμενες υπολογιστικές πλατφόρμες (π.χ. συστή-
ματα πολλαπλών πυρήνων, GPUs και η συνεχής ροή των υπολογιστών έχει ήδη
ξεκινήσει και παρουσιάζεται σε άλλες ενότητες του έργου.
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Listing 3: Random walks on spheres implementation
/ * *
* @nof_walks : t h i s f i r s t argument o f the f unc t i on corresponds to the
* number o f walks we are w i l l i n g to make .
* @x_start : t h i s second argument i s the po in t whereat we want the v
* alue o f the so l u t i o n f unc t i on .
* The a lgo r i t hm est imates the value o f the so l u t i o n f unc t i on a t
* @x_start byaveraging the est imates o f the @nof_walks d i f f e r e n t
* walks on spheres .
* Some add i t i o na l f unc t i ons are used i n the f o l l ow i ng :
* calc_sphere_rad ( x ) re tu rns the rad ius o f the l a r ges t sphere , i
* n the domain , t ha t i s centered at @x
* f ( x ) re tu rns the value o f the so l u t i o n f unc t i on on @x close
* to the boundary
* q ( x ) re tu rns the value o f the r i g h t hand s ide on @x
* /

double mc_estimate ( i n t nof_walks , double * x_s t a r t )
{

i n t i , j ;
double msol_est ; / / mean est imate o f the so l u t i o n

msol_est = . 0 ; / / i n i t i a l i z e msol_est
for ( i =0; i <nof_walks ; i ++) {
double x [ 2 ] ; / / randomly chosen po in t on the boundary

/ / ( random d i s t r i b u t i o n : uni form )
double y [ 2 ] ; / / randomly chosen po in t i n s i de the sphere

/ / ( random d i s t r i b u t i o n : d i c t a t ed by the Green func t i on )
double so l_es t ; / / cu r ren t est imate o f the so l u t i o n
double d ; / / rad ius o f the sphere a t hand

x [ 0 ] = x_s t a r t [ 0 ] ; / / i n i t i a l i z e x
x [ 1 ] = x_s t a r t [ 1 ] ;
so l_es t = . 0 ; / / i n i t i a l i z e so l_es t

while ( ( d = calc_sphere_rad ( x ) ) > b t o l ) { / / i . e . , x i s not
/ / c lose to the boundary

rand_update_y ( x , y , d ) ; / / update y
so l_es t += ( d*d / 4 . ) * q ( y ) ;

rand_update_x ( x , d ) ; / / update x
}

so l_es t += f ( x ) ;

msol_est += so l_es t / nof_walks ;
}

return msol_est ;
}
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Παράρτημα Δʹ Τελική Τεχνική Έκθεση Δράσης 2.4
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1 Σκοπός
Κεντρική επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί η μελέτη και προσαρμογή

της μαθηματικής μεθόδου μετασχηματισμού-Φωκά για την αναλυτική επίλυση
σύνθετων εξελικτικών προβλημάτων αιχμής (π.χ. πρόβλημα εξέλιξης καρκινι-
κών όγκων εγκεφάλου), τα οποία χαρακτηρίζονται από ασυνεχείς συντελεστές
και περιγράφονται από προβλήματα πολλαπλών πεδίων, με στόχο την περι-
γραφή της λύσης σε κλειστή μορφή σε οποιαδήποτε χρονική στιγμή χωρίς να
απαιτείται η γνώση της λύσης σε οιανδήποτε άλλες ενδιάμεσες χρονικές στιγ-
μές.

Στην κατεύθυνση αυτή, τα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα που παρήχθησαν
κατά τη διάρκεια του έργου αναφέρονται στην ανάπτυξη, σε κλειστή μορφή, της
λύσης γραμμικών εξελικτικών προβλημάτων με χρονικές και χωρικές ασυνέχειες
στις 1+1 διαστάσεις. Παράλληλα, έγιναν βήματα από συνεργαζόμενες ερευνητι-
κές ομάδες για την επέκταση του νέου φορμαλισμού στις δύο χωρικές διαστά-
σεις, μέσω της μελέτης της γραμμικής εξίσωσης της θερμότητας στις δύο χωρι-
κές διαστάσεις με πλάγιες Neumann συνοριακές συνθήκες. Πρόσφατα ξεκίνησε
και η μελέτη μη-γραμμικών προβλημάτων με την παραγωγή αποτελεσμάτων
αναφορικά με την γραμμική και μη γραμμική ΜΔΕ του Schrödinger στις 1+1 δια-
στάσεις με αρχικές και συνοριακές συνθήκες σε χώρους Sobolev.

1.1 Μέθοδος Φωκά για παραβολικά γραμμικά προβλήματα,
με χωρικές και χρονικές ασυνέχειες, στις 1+1 διαστάσεις

Μοντέλα εξελικτικών προβλημάτων αιχμής, που περιγράφουν τη συγκέντρω-
ση καρκινικών κυττάρων στο εγκέφαλο, απετέλεσαν το ουσιαστικό κίνητρο και
τη βάση για την επέκταση και μελέτη της καινοτόμου μεθόδου μετασχηματισμού
Φωκά. Τα μοντέλα αυτά περιγράφονται με γραμμικά και μη-γραμμικά παραβο-
λικά προβλήματα αρχικών-συνοριακών συνθηκών πολλαπλών πεδίων (ΠΑΣΣ-
ΠΠ), τύπου διάχυσης-αντίδρασης, τα οποία χαρακτηρίζονται από:

• Χωρικές ασυνέχειες του συντελεστή διάχυσης για να περιγράψουν την
ανομοιογένεια του εγκεφαλικού ιστού

• Χρονικές ασυνέχειες του συντελεστή επαύξησης (proliferation) για να πε-
ριγράψουν την εφαρμογή πρωτοκόλλων θεραπείας.

Για την επέκταση και προσαρμογή του γνωστού φορμαλισμού της μεθόδου
Φωκά από ομοιογενή ανοικτά χωρία σε ανομοιογενή κλειστά χωρία χώρου-χρόνου
ακολουθήσαμε τα παρακάτω γενικά αλγοριθμικά βήματα:
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• Διακριτοποίηση του ολικού χωρίου σε υποχωρία χρόνου-χώρου στα οποία
η λύση του προβλήματος είναι αναλυτική συνάρτηση.

• Παραγωγή κατάλληλων συνοριακών συνθηκών και συνθηκών διεπαφής
για κάθε υποχωρίο και εφαρμογή κατάλληλων μετασχηματισμών με αλ-
λαγή μεταβλητών για την απλοποίηση του προβλήματος.

• Παραγωγή της λύσης του προβλήματος σε κλειστή μορφή σε κάθε υποχω-
ρίο η οποία εξαρτάται από άγνωστες συνοριακές ποσότητες διεπαφής.

• Χρήση των ολικών συνθηκών για την παραγωγή γραμμικού αλγεβρικού
συστήματος και καθορισμό των άγνωστων συνοριακών ποσοτήτων στις
διεπαφές.

• Εφαρμογή τεχνικών επανέναρξης με νέες αρχικές συνθήκες, για προβλή-
ματα με ασυνέχειες στο χρόνο.

• Προσέγγιση της αναλυτικής λύσης με αριθμητικές μεθόδους σε υπερβολι-
κές καμπύλες.

1.2 Εισαγωγήστις δύο χωρικές διαστάσεις και σε μη-γραμμικά
προβλήματα

Στη παράγραφο αυτή παραθέτουμε μία περίληψη σχετικών ερευνητικών απο-
τελεσμάτων συνεργαζόμενων ομάδων στη κατεύθυνση της επέκτασης του φορ-
μαλισμού στις δύο διαστάσεις καθώς και της χρήσης του μετασχηματισμούΦωκά
σε μη γραμμικά προβλήματα. Συγκεκριμένα:

• Η μέθοδος μετασχηματισμού Φωκά χρησιμοποιείται για την επίλυση, σε
κλειστή μορφή, της εξίσωσης θερμότητας στις δύο χωρικές διαστάσεις (στο
ανοικτό θετικό τέταρτο του επιπέδου) με μη- διαχωρίσιμες πλάγιες-Neaumann
συνοριακές συνθήκες. Σημειώνεται ότι μη- διαχωρίσιμα ΠΑΣΣ δεν είναι δυ-
νατόν να αντιμετωπισθούν με τους συνήθεις μετασχηματισμούς, ενώ ο με-
τασχηματισμός Φωκά είναι ικανός να παράξει και σε αυτές τις περιπτώσεις
αναλυτικές λύσεις οι οποίες συγκλίνουν ομοιόμορφα στο σύνορο και επο-
μένως μπορούν να προσεγγιστούν αποδοτικά από αριθμητικές μεθόδους.

• Η μέθοδοςΦωκά χρησιμοποιείται για την ανάλυση του κυβικού μη-γραμμικού
Schrödinger (NLS) ΠΑΣΣ στην ημιευθεία και με δεδομένα στους χώρους
Sobolev. Αρχικά επιλύεται το γραμμικό ομογενές Schrödinger ΠΑΣΣ, με
αρχικές και συνοριακές συνθήκες σε χώρους Sobolev, και παράγονται οι
βασικές χωρικές και χρονικές εκτιμήσεις της λύσης. Στη συνέχεια επιλύε-
ται το αντίστοιχο μη ομογενές γραμμικό Schrödinger ΠΑΣΣ διασπώντας το
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κατάλληλα σε ένα ομογενές ΠΑΣΣ με δεδομένα σε χώρους Sobolev και σε
ένα μη ομογενές ΠΑΣΣ με μηδενικά δεδομένα. Οι εκτιμήσεις αυτές χρησι-
μοποιούνται για να εξασφαλισθεί ότι το NLS ΠΑΣΣ είναι καλώς ορισμένο με
δεδομένα (u(x, 0), u(0, t)) στονHs

x(0,∞)×H
(2s+1/4)
t (0, T ), s > 1/2. Με αυτή

την εργασία η μέθοδος Φωκά τίθεται στο ευρύτερο πλαίσιο των μεθόδων
για εξελικτικές εξισώσεις στους χώρους Sobolev.

Για τεχνική ανάλυση και μεθοδολογία παραπέμπουμε στις σχετικές δημοσιεύσεις
που παρατίθενται στην παράγραφο των παραδοτέων.

2 Μεθοδολογία

2.1 Μέθοδος Φωκά για παραβολικά γραμμικά προβλήματα,
με χωρικές και χρονικές ασυνέχειες, στις 1+1 διαστάσεις

2.1.1 Το Πρόβλημα Μοντέλο

Για την μελέτη ΠΑΣΣ-ΠΠ που παρουσιάζουν ασυνέχειες τόσο στο χρόνο όσο
και στο χώρο, και έχοντας υπόψιν το πρόβλημα διάχυσης καρκινικών όγκων
εγκεφάλου στο οποίο έχουν ενσωματωθεί και πρωτόκολλα θεραπείας (βλ. Τε-
χνική Έκθεση Δράσης 4.2), θεωρούμε ένα πρόβλημα-μοντέλο (βλ. σχήμα 1) το
οποίο περιγράφεται από τις σχέσεις:

∂c

∂t
=

∂

∂x

(
D(x, t)

∂c

∂x

)
+ ρ(t) c , x ∈ [a, b] , 0 < t ≤ TF

c (x, 0) = f(x)
cx (a, t) = cx (b, t) = 0

. (1)

Οι συντελεστές αναπαραγωγής (proliferation) ρ ≡ ρ(t) και διάχυσης (diffusion)
D = D(x, t) χαρακτηρίζουν το πρόβλημα με χρονικές και χωρικές ασυνέχειες,
αντίστοιχα. Για τον συντελεστή αναπαραγωγής ρ ≡ ρ(t) θεωρούμε ότι ορίζεται
από την σχέση

ρ ≡ ρ(t) =


ρ1 , 0 < t ≤ TG

ρ2 , TG < t ≤ TR

ρ3 , TR < t ≤ TM

ρ4 , TM < t ≤ TN

ρ5 , TN < t ≤ TF

, ρℓ ∈ R, (2)

όπου οι διαφορετικές χρονικές περιοχές σηματοδοτούν διαφορετικούς ρυθμούς
αναπαραγωγής (π.χ. λόγω εφαρμογής διαφορετικών πρωτοκόλλων θεραπείας)
που απεικονίζονται και στο Σχήμα 1. Σημειώνουμε ότι ο αριθμός των χρονικών
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περιόδων μπορεί τετριμμένα να γενικευτεί και επομένως ο περιορισμός σε πέντε
γίνεται χωρίς καμία βλάβη της γενικότητας.

0

TG

TR

TM

TN

TF

ct = [Dcx]x + ρ1c

ct = [Dcx]x + ρ2c

ct = [Dcx]x + ρ3c

ct = [Dcx]x + ρ4c

ct = [Dcx]x + ρ5c

Σχήμα 1: Χρονικές περίοδοι με διαφορετικό συντελεστή αναπαραγωγής ρ ≡ ρ(t).

Ο συντελεστής διάχυσης D = D(x, t) χαρακτηρίζει το ΠΑΣΣ ως πρόβλημα Πολ-
λαπλών (χωρικών) Πεδίων (ΠΠ) και ορίζεται από τη σχέση

D(x, t) = ϕ(t)γj , x ∈ Rj , j = 1, . . . , n+ 1 (3)
όπου γj ∈ R, ϕ(t) είναι συνεχής συνάρτηση του t και Rj := (wj−1, wj) με wj να
συμβολίζουν τα σημεία χωρικής διεπαφής που ικανοποιούν την a ≡ w0 < w1 <
w2 < . . . < wn < wn+1 ≡ b όπως επιδεικνύεται και στο Σχήμα (2).

a w1 w2 w3 w4 · · ·

ϕ(t)γ1 ϕ(t)γ2 ϕ(t)γ3 ϕ(t)γ4 ϕ(t)γ5

Σχήμα 2: Ο χωρικά ασυνεχής συντελεστής διάχυσης D ≡ D(x, t).
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Θέτοντας τώρα,
c (x, t1) = c (x, t) , t ∈ (0, TG]
c (x, t2) = c (x, t− TG) , t ∈ (TG, TR]
c (x, t3) = c (x, t− TR) , t ∈ (TR, TM ]
c (x, t4) = c (x, t− TM) , t ∈ (TM , TN ]
c (x, t5) = c (x, t− TN) , t ∈ (TN , TF ]

. (4)

το πρόβλημα (1) μπορεί να γραφεί στην παρακάτω μορφή
∂c

∂tℓ
=

∂

∂x

(
D

∂c

∂x

)
+ ρℓ c , x ∈ [a, b] , 0 < tℓ ≤ Tℓ

c (x, 0) = cℓ(x)
cx (a, tℓ) = cx (b, tℓ) = 0

(5)

με 
T1 = TG

T2 = TR − TG

T3 = TM − TR

T4 = TN − TM

T5 = TF − TN

(6)

και 
c1(x) = f(x)
c2(x) = c(x, T1)
c3(x) = c(x, T2)
c4(x) = c(x, T3)
c5(x) = c(x, T4)

(7)

2.1.2 Xρονικοί Μετασχηματισμοί

Για να απαλείψουμε τον όρο ρℓc στο (5) θα χρησιμοποιήσουμε το παρακάτω
λήμμα:

Λήμμα 1. Εαν η c(x, t) ικανοποιεί την εξίσωση

∂c

∂t
=

∂

∂x

(
D(x, t)

∂c

∂x

)
+ ρ c

και η u(x, t) ορίζεται από
u(x, t) = e−R(t)c(x, t), (8)

με

R(t) =

∫ t

0

ρ(s)ds , (9)
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τότε η u(x, t) ικανοποιεί την εξίσωση

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
D(x, t)

∂u

∂x

)
(10)

Απόδειξη : Παρατηρώντας ότι Ṙ(t) = ρ(t) και παραγωγίζοντας την (8) ως προς
t, εύκολα βλέπουμε ότι :

e−R(t) ∂

∂t
c(x, t) =

∂

∂t
u(x, t) + ρ(t)u(x, t) . (11)

Πολλαπλασιάζοντας τώρα την (1) με e−R(t) καταλήγουμε στην

e−R(t) ∂

∂t
c(x, t) =

∂

∂x

(
D(x, t)

∂

∂x
u(x, t)

)
+ ρ(t)u(x, t) , (12)

η οποία συνδυαζόμενη με την σχέση (11) ολοκληρώνει την απόδειξη. ■

Το πρόβλημα (5) μετά από την εφαρμογή του λήμματος (1) γράφεται ως εξής:
∂u

∂tℓ
=

∂

∂x

(
D
∂u

∂x

)
, x ∈ [a, b] , 0 < tℓ ≤ Tℓ

u (x, 0) = uℓ(x) ≡ cℓ(x)
ux (a, tℓ) = ux (b, tℓ) = 0

(13)

Για να απλοποιήσουμε περαιτέρω την εξίσωση στο πρόβλημα (13), δεδομένου
ότι το D εξαρτάται και από τον χρόνο (βλ. 3), θα κάνουμε αλλαγή της χρονικής
μεταβλητής όπως περιγράφεται στο παρακάτω λήμμα

Λήμμα 2. Εάν η u(x, t) ικανοποιεί την εξίσωση

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
D(x, t)

∂u

∂x

)
με D(x, t) = D(x)ϕ(t), τότε κάνοντας την αλλαγή μεταβλητών

τ ≡ τ(t) =

∫ t

0

ϕ(s)ds , (14)

η u(x, τ) ικανοποιεί την εξίσωση:

∂

∂τ
u(x, τ) =

∂

∂x

(
D(x)

∂

∂x
u(x, τ)

)
. (15)
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Απόδειξη : ΓράφονταςD(x, t) = ϕ(t)D(x) η εξίσωση (10) του Λήμματος 1 γίνεται:

∂

∂t
u(x, t) = ϕ(t)

∂

∂x

(
D(x)

∂

∂x
u(x, τ)

)
. (16)

Το γεγονός ότι :
∂

∂t
u(x, t) =

dτ

dt

∂

∂τ
u(x, τ) = ϕ(t)

∂

∂τ
u(x, τ) , (17)

ολοκληρώνει την απόδειξη. ■
Το πρόβλημα (13) μετά από την εφαρμογή του λήμματος (2) γράφεται ως

εξής: 
∂u

∂τℓ
=

∂

∂x

(
D
∂u

∂x

)
, x ∈ [a, b] , 0 < τℓ ≤ Sℓ

u (x, 0) = uℓ(x)
ux (a, τℓ) = ux (b, τℓ) = 0

(18)

όπου
Sℓ =

∫ Tℓ

0

ϕ(s)ds , (19)

και η συνάρτηση D(x) ορίζεται ως (βλ. σχήμα 3):

D = D(x) = γj , x ∈ Rj , j = 1, . . . , n+ 1 (20)

a w1 w2 w3 w4 wn−2 wn−1 wn b

γ1 γ2 γ3 γ4 · · · γn−1 γn γn+1

Σχήμα 3: Η συνάρτηση D(x) σε n+ 1 περιοχές.

Επισημαίνουμε επίσης ότι η παραβολική φύση του προβλήματος συνεπάγε-
ται συνέχεια των u και Dux στα σημεία διεπαφής wj, για κάθε j = 1, 2, . . . , n και
ℓ = 1, . . . , 5, και επομένως

lim
x→w+

j

u(x, τℓ) = lim
x→w−

j

u(x, τℓ)

lim
x→w+

j

D(x)ux(x, τℓ) = lim
x→w−

j

D(x)ux(x, τℓ)
. (21)
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2.2 Μέθοδος Φωκά
2.2.1 Ολική Συνθήκη

Επανονομάζοντας, για λόγους απλότητας συμβολισμού, το τℓ με t (δηλ. τℓ →
t) και το Sℓ με T (δηλ. Sℓ → T ) , ας συμβολίσουμε με u(j)(x, t) τη λύση του18 στη
περιοχή [wj−1, wj]× [0, T ], η οποία ορίζεται από τη σχέση:

u(j)(x, t) :=


u(x, t), x ∈ Rj = (wj−1, wj)
limx→w+

j−1
u(x, t), x = wj−1

limx→w−
j
u(x, t), x = wj

, j = 1, . . . , n+1, (22)

και, επιπροσθέτως,

u(j)
x (wj−1, t) := lim

x→w+
j−1

ux(x, t) και u(j)
x (wj, t) := lim

x→w−
j

ux(x, t) . (23)

Τότε θα ισχύει
u
(j)
t = (γju

(j)
x )x = γju

(j)
xx , (24)

και χρησιμοποιώντας τους περιορισμούς (21), έχουμε επίσης ότι:

u(j)(wj, t) = u(j+1)(wj, t) και γju
(j)
x (wj, t) = γj+1u

(j+1)
x (wj, t) . (25)

Στην περιοχή Rj = [wj−1, wj] παρατηρούμε ότι η u(j)(x, t) ικανοποιεί την εξί-
σωση:

u
(j)
t = (γju

(j)
x )x = γju

(j)
xx (26)

και η formal adjoint ũ(j)
t ικανοποιεί την εξίσωση:

− ũ
(j)
t = γjũ

(j)
xx . (27)

Πολλαπλασιάζοντας τις εξισώσεις (24) και (27) με ũ και u, αντίστοιχα , και αφαι-
ρόντας τις εξισώσεις που παράγονται καταλήγουμε στην :

(u(j)ũ(j))t − (γju
(j)
x ũ(j) − γju

(j)ũ(j)
x )x = 0. (28)

Δεδομένου ότι μια μονοπαραμετρική οικογένεια λύσεων της (27) δίνεται από τη
σχέση:

ũ(j)(x, t, k) = e−ikx+γjk
2t, k ∈ C. (29)

η εξίσωση (28) γίνεται:

(e−ikx+γjk
2tu)t − (e−ikx+γjk

2tγj(ux + iku))x, k ∈ C, (30)
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η οποία είναι η divergence form της εξίσωσης (24). Ολοκληρώνοντας στην πε-
ριοχή Aj := {(x, t) : x ∈ Rj, 0 ≤ t ≤ T} και χρησιμοποιώντας το θεώρημα του
Green καταλήγουμε στην εξίσωση:

wj∫
wj−1

e−ikxf (j)(x)dx−
wj∫

wj−1

e−ikx+γjk
2Tu(j)(x, T )dx

−
T∫

0

e−ikwj−1+γjk
2tγj(u

(j)
x (wj−1, t) + iku(j)(wj−1, t))dt

+

T∫
0

e−ikwj+γjk
2tγj(u

(j)
x (wj, t) + iku(j)(wj, t))dt = 0 .

(31)

Αν η f (j)(x) είναι η αρχική συνθήκη στην Rj,

f (j)(x) = f |Rj
(x)

f̂ (j)(x) και q̂(j)(k, t) είναι η μετασχηματισμοί Fourier των συναρτήσεων f (j)(x) και
u(j)(x, t), αντίστοιχα

f̂ (j)(k) =

∫ wj

wj−1

e−ikxf (j)(x)dx (32)

û(j)(k, t) =

∫ wj

wj−1

e−ikxu(j)(x, t)dx, (33)

και ũ(j) και ũ(j)
x δίνονται από τις σχέσεις :

ũ(j)(x, γjk
2) :=

∫ T

0

eγjk
2tu(j)(x, t)dt (34)

q̃(j)x (x, γjk
2) :=

∫ T

0

eγl(j)k
2tu(j)

x (x, t)dt. (35)

τότε η εξίσωση (31) παίρνει τη μορφή:

eγjk
2T û(j)(k, T ) = f̂ (j)(k) − γje

−ikrj−1(ũ
(j)
x (wj−1, γjk

2) + ikũ(j)(wj−1, γjk
2))

+ γje
−ikrj(ũ

(j)
x (wj, γjk

2) + ikũ(j)(wj, γjk
2)),
(36)
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για όλα τα k ∈ C. Η (36) ισχύει για όλα τα t ∈ [0, T ]. Αντικαθιστώντας το T με t
έχουμε :

eγjk
2tû(j)(k, t) = f̂ (j)(k) − γje

−ikwj−1
[
ũ
(j)
x (wj−1, γjk

2) + ikũ(j)(wj−1, γjk
2)
]

+ γje
−ikwj

[
ũ
(j)
x (wj, γjk

2) + ikũ(j)(wj, γjk
2)
]
,
(37)

για όλα τα k ∈ C. Η τελευταία εξίσωση καλείται ”Ολική Συνθήκη”.

2.2.2 Ολοκληρωτική Αναπαράσταση της Λύσης

Θέτοντας λ2
j = γjk

2 και cj = γ
− 1

2
j an στην εξίσωση (37) και στη συνέχεια

μετονομάζοντας το λ to k η σχέση γίνεται:

ek
2tû(j)(cjk, t) = f̂ (j)(cjk) − γje

−icjkwj−1(ũ
(j)
x (wj−1, k

2) + icjkũ
(j)(wj−1, k

2))

+ γje
−icjkwj(ũ

(j)
x (wj, k

2) + icjkũ
(j)(wj, k

2)),
(38)

για όλα τα k ∈ C. Αντιστρέφοντας τους μετασχηματισμούς Fourier û(j)(cjk, t)
στην εξίσωση (38) έχουμε:

u(j)(x, t) =
cj
2π

+∞∫
−∞

eicjkx−k2tf̂ (j)(cjk)dk

− 1
2πcj

+∞∫
−∞

eicjk(x−wj−1)−k2t
[
ũ
(j)
x (wj−1, k

2) + icjkũ
(j)(wj−1, k

2)
]
dk

− 1
2πcj

+∞∫
−∞

eicjk(x−wj)−k2t
[
ũ
(j)
x (wj, k

2) + icjkũ
(j)(wj, k

2)
]
dk.

(39)
Στην παραπάνω έκφραση για την λύση u(j)(x, t) εμφανίζονται κάποιες άγνω-

στες ποσότητες :

• ũ(j)(wj−1, k
2) για κάθε j = 1, 2, . . . , n+ 1

• ũ(j)(wj, k
2) για κάθε j = 1, 2, . . . , n+ 1

• ũ
(j)
x (wj−1, k

2) για κάθε j = 2, 3, . . . , n+ 1
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• ũ
(j)
x (wj, k

2) για κάθε j = 1, 2, . . . , n .

Χρησιμοποιώντας την απεικόνιση k → −k η εξίσωση (37) γίνεται :

ek
2tû(j)(−cjk, t) = f̂ (j)(−cjk) − γje

icjkwj−1(ũ
(j)
x (wj−1, k

2) − icjkũ
(j)(wj−1, k

2)

+ γje
icjkwj(ũ

(j)
x (wj, k

2) − icjkũ
(j)(wj, k

2),

(40)
για όλα τα k ∈ C.

Λαμβάνοντας υπόψιν τόσο τους περιορισμούς (25) όσο και τις συνοριακές
συνθήκες, οι ολικές συνθήκες (38) (40) γίνονται :

• για j = 1:

ic1γ1ke
−ic1kr0ũ(1)(w0, k

2)− ic1γ1ke
−ic1kw1ũ(1)(w1, k

2) + γ1e
−ic1kw1ũ(1)

x (w1, k
2) =

f̂(c1k)

(41)

− ic1γ1ke
ic1kw0ũ(1)(w0, k

2) + ic1γ1ke
ic1kw1ũ(1)(w1, k

2)− γ1e
−ic1kw1ũ(1)

x (w1, k
2) =

f̂(−c1k),

(42)

• για j = 2, 3, . . . , n:

icjγjke
−icjkwj−1ũ(j−1)(wj−1, k

2) + γl(j−1)e
−icjkwj−1ũ

(j−1)
x (wj−1, k

2)

−icjγjke
−icjkwj ũ(j)(rj, k

2)− γje
−icjkrj ũ

(j)
x (rj, k

2) = f̂(cjk)
(43)

−icjγjke
icjkwj−1ũ(j−1)(wj−1, k

2) + γj−1e
icjkwj−1ũ

(j−1)
x (wj−1, k

2)

+icjγjke
icjkwj ũ(j)(wj, k

2)− γje
−icjkwj ũ

(j)
x (wj, k

2) = f̂(−cjk),
(44)
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• για j = n+ 1:

icl(n+1)γn+1ke
−icn+1krnũ(n)(wn, k

2) + γne
−icn+1kwnũ

(n)
x (wn, k

2)

−icn+1γn+1ke
−icn+1kwn+1ũ(n+1)(wn+1, k

2) = f̂(cn+1k)
(45)

−icn+1γn+1ke
icn+1krnũ(n)(wn, k

2) + γne
icn+1krnũ

(n)
x (wn, k

2)

+icn+1γn+1ke
icn+1kwn+1ũ(n+1)(wn+1, k

2) = f̂(−cn+1k) .
(46)

Οι παραπάνω εξισώσεις μας οδηγούν στο 2(n + 1)× 2(n + 1) γραμμικό σύ-
στημα , η λύση του οποίου μας προσδιορίζει τις άγνωστες ποσότητες ũ(j)

x (wj, k
2)

και ũ(j)(wj, k
2).

Gũ = f̂, (47)
με

G =



A
(1)
1 A

(1)
3 A

(1)
4 0 0 · · · 0 0 0 0 0

A
(1)
5 A

(1)
7 A

(1)
8 0 0 · · · 0 0 0 0 0

0 A
(2)
1 A

(2)
2 A

(2)
3 A

(2)
4 · · · 0 0 0 0 0

0 A
(2)
5 A

(2)
6 A

(2)
7 A

(2)
8 · · · 0 0 0 0 0

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 · · · A

(n)
1 A

(n)
2 A

(n)
3 A

(n)
4 0

0 0 0 0 0 · · · A
(n)
5 A

(n)
6 A

(n)
7 A

(n)
8 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0 A
(n+1)
1 A

(n+1)
2 A

(n+1)
3

0 0 0 0 0 · · · 0 0 A
(n+1)
5 A

(n+1)
6 A

(n+1)
7


,

ũ =



ũ(1)(w0, k
2)

ũ(1)(w1, k
2)

ũ
(1)
x (w1, k

2)
...

ũ(n)(wn, k
2)

ũ
(n)
x (wn, k

2)

ũ(n+1)(wn+1, k
2)


και f̂ =



f̂ (1)(c1k)

f̂ (1)(−c1k)

f̂ (2)(c2k)

f̂ (2)(−c2k)
...

f̂ (n)(cnk)

f̂ (n)(−cnk)

f̂ (n+1)(cn+1k)

f̂ (n+1)(−cn+1k)


.
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με τις τιμές των A
(j)
i να δίνονται από

i A
(j)
i

1 icjγjke
−icjkwj−1

2 γj−1e
−icjkwj−1

3 −icjγjke
−icjkwj

4 −γje
−icjkwj

5 −icjγjke
icjkwj−1

6 γj−1e
icjkwj−1

7 icjγjke
icjkwj

8 −γje
icjkwj

Επαναφέροντας τώρα τον πρωτότυπο συμβολισμό των μεταβλητών του χρό-
νου, η λύση του προβλήματος 18 u(j)(x, τℓ) στην περιοχή [wj−1, wj]× [0, Sℓ] προ-
φανώς δίνεται από την σχέση

u(j)(x, τℓ) =
cj
2π

∫ +∞

−∞
eicjkx−k2τℓû

(j)
ℓ (cjk)dk

− 1

2πcj

∫ +∞

−∞
eicjk(x−wj−1)−k2τℓ

· [ũ(j)
x (wj−1, k

2) + icjkũ
(j)(wj−1, k

2)]dk

− 1

2πcj

∫ +∞

−∞
eicjk(x−wj)−k2τℓ

· [ũ(j)
x (wj, k

2) + icjkũ
(j)(wj, k

2)]dk ,

(48)

Η αναλυτικότητα των συναρτήσεωνπου εμπλέκονται στην ολοκληρωτική ανα-
παράσταση των λύσεων u(j)(x, τℓ), μας επιτρέπει την αντικατάσταση του πραγ-
ματικού άξονα (−∞,∞) με άλλα μονοπάτια ολοκλήρωσης στο μιγαδικό επίπεδο
για να επιτύχουμε εκθετική, κατά απόλυτη τιμή, μείωση των προς ολοκλήρωση
ποσοτήτων όσο απομακρυνόμαστε από το μηδέν. Για παράδειγμα, στην ολο-
κληρωτική αναπαράσταση της u(1)(x, τℓ) στην (48), παρατηρούμε ότι:

• η ποσότητα eick(x−w1) είναι αναλυτική και φραγμένη για Im(k) < 0

• η ποσότητα eick(x−a) είναι αναλυτική και φραγμένη για Im(k) > 0

• η ποσότητα e−k2t είναι αναλυτική και φραγμένη για Re(k2) ≥ 0.

Κατόπιν, βασιζόμενοι στον παρακάτω ορισμό των χωρίων Γ, Γ+ και Γ− (δες
επίσης το γράφημα 4)

Γ = {k ∈ C : Re k2 < 0} = {k ∈ C : arg k ∈ {(π
4
,
3π

4
) ∪ (

5π

4
,
7π

4
)}} (49)
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Γ+

Γ−

∂Γ+ ∂Γ+

∂Γ− ∂Γ−

Σχήμα 4: Τα μονοπάτια ολοκλήρωσης ∂Γ+ και ∂Γ−

Γ+ = {k : arg k ∈ (
π

4
,
3π

4
)} = Γ ∩ C+ (50)

Γ− = {k : arg k ∈ (
5π

4
,
7π

4
)} = Γ ∩ C− (51)

μπορούμε ισοδύναμα να εκφράσουμε (δες επίσης [7]) τα u(j)(x, τℓ) και ως

u(j)(x, τℓ) =
cj
2π

∫ +∞

−∞
eicjkx−k2τℓû

(j)
ℓ (cjk)dk

− 1

2πcj

∫
∂Γ+

eicjk(x−wj−1)−k2τℓ

· [ũ(j)
x (wj−1, k

2) + icjkũ
(j)(wj−1, k

2)]dk

− 1

2πcj

∫
∂Γ−

eicjk(x−wj)−k2τℓ

· [ũ(j)
x (wj, k

2) + icjkũ
(j)(wj, k

2)]dk .

(52)

2.2.3 Αριθμητική Ολοκλήρωση

Η λύση u(j)(x, τℓ) (52) μπορεί να εκφραστεί και στη μορφή:

u(j)(x, τℓ) =
cj
2π

Iℓ(−∞,∞) −
1

2πcj
Iℓ∂Γ+ − 1

2πcj
Iℓ∂Γ− (53)

όπου Iℓ(−∞,∞), I∂Γ+ και I∂Γ− είναι το πρώτο, το δεύτερο και τρίτο αντίστοιχα ολο-
κλήρωμα της (52).
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Για τον αποδοτικό αριθμητικό υπολογισμό των I∂Γ+ και I∂Γ−, χρησιμοποιούμε
τον κανόνα του τραπεζίου πάνω σε κατάλληλα μονοπάτια ολοκλήρωσης ώστε
να πετύχουμε εκθετικούς ρυθμούς σύγκλισης (βλ. [15], [8], [4], [9], [1]). Γι’αυτό
το λόγο αντικαθιστούμε (βλ.[1]) τα μονοπάτια ολοκλήρωσης ∂Γ± με υπερβολές
του μιγαδικού επιπέδου μέσω του μετασχηματισμού:

kθ ≡ k(θ) := i sin(β − iθ), (54)

όπου η γωνία β έχει επιλεχθεί να είναι β = π/6 και οι καμπύλες ±k(θ) απεικονί-
ζονται στο Σχ. 5.

Σχήμα 5: The contours ±k(θ) for numerical integration

Συνεπώς

I∂Γ+ =

∫ +∞

−∞
eicjkθ(x−wj−1)−k2θτℓ·

· [ũ(j)
x (wj−1, k

2
θ) + icjkθũ

(j)(wj−1, k
2
θ)]k

′
θdkθ ,

(55)

και

I∂Γ− =

∫ +∞

−∞
e−icjkθ(x−wj)−k2θτℓ ·

· [ũ(j)
x (wj, k

2
θ)− icjkθũ

(j)(wj, k
2
θ)]k

′
θdkθ ,

(56)
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όπου k′
θ είναι η παράγωγος του k(θ).

Για την αποδοτική εφαρμογή του κανόνα ολοκλήρωσης στα ολοκληρώματα
(55) και (56) (βλ. [1]) πρεπεί να λαβουμε υπ’όψιν τις παρακάτω ιδιότητες:

• Τα πραγματικά μέρη των προς ολοκλήρωση ποσοτήτων είναι άρτιες συ-
ναρτήσεις του even functions of θ.

• Τα φανταστικά μέρη των προς ολοκλήρωση ποσοτήτων είναι περιττές συ-
ναρτήσεις του θ.

• Οι προς ολοκλήρωση ποσότητες είναι φθίνουσες συναρτήσεις του |θ|.
Η εφαρμογή των παραπάνω ιδιοτήτων έχει ως άμεση συνέπεια:

∞∫
−∞

U(θ)dθ = 2

∞∫
0

Re (U(θ)) dθ ≈ 2

Θ∫
0

Re (U(θ)) dθ ,

όπου U(θ) δηλώνει οποιαδήποτε από τις δύο προς ολοκλήρωση ποσότητες που
εμπλέκονται στις(55)-(56) και Θ είναι ένας σχετικά μικρός πραγματικός αριθμός.
Για μια καλή εκτίμηση του Θ κάποιος πρέπει να απαιτήσει ο κυρίαρχος εκθετικός
όρος e−k2θτℓ , που είναι κοινός σε όλα τα ολοκληρώματα να ικανοποιεί την σχέση:∣∣∣e−k2θτℓ

∣∣∣ ≤ 10−M for all θ ≥ Θ ≡ Θ(τℓ;M)

για ικανοποιητικά μεγάλο M ,(βλ. [6])

Θ =
1

2
ln

4τ + 8M ln 10
τℓ

. (57)

Για τον αριθμητικό υπολογισμό του Iℓ(−∞,∞) στο (53), λαμβανουμε υπ’οψιν την
(33) και έχουμε:

Iℓ(−∞,∞) =

∞∫
−∞

eicjkxe−k2τℓû
(j)
ℓ (cjk)dk

=

∞∫
−∞

eicjkxe−k2τℓ

wj∫
wj−1

e−icjkxu
(j)
ℓ (x)dx dk .

(58)

Στην περίπτωση που ως αρχική συνθήκη επιλέξουμε ένα γραμμικό συνδυα-
σμό συναρτήσεων δέλτα του Dirac

u
(j)
1 (x) =

Mδ∑
r=1

ζrδ(x− ξr) (59)
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και ξr ∈ (wj−1, wj), είναι προφανές ότι

û
(j)
1 (cjk) =

∑
r

ζre
−icjkξr , r τέτοιο ώστε ξr ∈ (wj−1, wj) (60)

και επομένως

I1(−∞,∞) =
cj

2
√
τℓπ

∑
r

ζre
−

c2j (ξr−x)2

4τℓ . (61)

Για ℓ ≥ 2, η u
(j)
ℓ (x) = u(j)(x, τℓ) δίνεται από την (52) και επομένως η û

(j)
ℓ (cjk)

πρέπει να υπολογιστεί από ένα ικανοποιητικά ακριβή κανόνα ολοκλήρωσης αφού
οι αντίθετοι εκθέτες στους εκθετικούς όρους της (58) οδηγούν το k να είναι πραγ-
ματικός αριθμός. Σε αυτή την περίπτωση θεωρώντας την εφαρμογή ενός Nq ση-
μείων Gaussian or Clenshaw-Curtis κανόνα ολοκλήρωσης μπορούμε να γρά-
ψουμε

û
(j)
ℓ (x) ≈

Nq∑
κ=1

ακe
−icjkxκu

(j)
ℓ (xκ) (62)

και επομένως

Iℓ(−∞,∞) ≈
cj

2
√
τℓπ

Nq∑
κ=1

ακu
(j)
ℓ (xκ)e

−
c2j (xκ−x)2

4τℓ . (63)

3 Αποτελέσματα
3.0.1 Μοντέλα Ραδιοθεραπείας / Ακτινοθεραπείας

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, το ΠΑΣΣ (5) χρησιμοποιείται για να περιγρά-
ψει [12] μαθηματικά μοντέλα διάχυσης καρκινικών όγκων εγκεφάλου, τα οποία,
πέρα από την ανομοιογένεια του εγκεφαλικού ιστού, ενσωματώνουν και πρω-
τόκολλα ραδιοθεραπείας ή/και ακτινοθεραπείας [11, 14, 16, 5, 3]. Σε αυτή την
περίπτωση θεωρούμε ότι ο συντελεστής διάχυσης D(x, t), ο οποίος περιγράφει
τον ρυθμό διείσδυσης των καρκινικών κυττάρων σε ανομοιογενή (λευκή και φαιά
ουσία) εγκεφαλικό ιστό, ορίζεται όπως στην (3), ενώ ο συντελεστής αναπαραγω-
γής ρ(t), o οποίος περιγράφει τον ρυθμό μεταβολής του αριθμού των καρκινικών
κυττάρων, ορίζεται από την σχέση

ρ(t) = ρG(t)−R(t)− C(t)

όπου όροι R(t) και C(t) αναφέρονται σε πρωτόκολλα ραδιοθεραπείας και χη-
μειοθεραπείας, αντίστοιχα, και περιγράφονται με λεπτομέρεια στη Τελική Τεχνική
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Έκθεση της Δράσης 4.2. Οι βασικές εξισώσεις του προβλήματος και οι απαραί-
τητοι μετασχηματισμοί για την εφαρμογή της μεθόδου Φωκά συνοψίζονται στο
διάγραμμα που ακολουθεί.

Μαθηματικό μοντέλο διάχυσης καρκινικών όγκων στον εγκέφαλο

∂c̄

∂t̄
=

∂

∂x̄

(
D̄

∂c̄

∂x̄

)
+ ρG(t̄) c̄− R̄(t̄)c̄− C̄(t̄)c̄

∂c

∂t
=

∂

∂x

(
D(x, t)

∂c

∂x

)
+ ρ(t)c

ΡαδιοΘεραπεία-Χημειοθεραπεία

Αδιάστατο, ρ(t) = ρG −R− C

∂c

∂tℓ
=

∂

∂x

(
D(x, tℓ)

∂c

∂x

)
+ ρℓc tℓ ∈ (0, Tℓ), ρℓ =σταθερά

∂u

∂tℓ
=

∂

∂x

(
ϕ(tℓ)γj

∂u

∂x

)
u(x, tℓ) = e−ρℓtℓc(x, tℓ)

∂u

∂τℓ
=

∂

∂x

(
γj
∂u

∂x

)
τℓ =

∫ tℓ
0
ϕ(s)ds) , x ∈ (a, b)

∂u

∂τℓ
= γj

∂2u

∂x2
x ∈ (wj−1, wj)

Το πρωτόκολλο θεραπείας, που θα χρησιμοποιήσουμε στα αριθμητικά παρα-
δείγματα της επόμενης παραγράφου, χαρακτηρίζεται από τις ακόλουθες χρονι-
κές περιόδους:

• περίοδος χωρίς θεραπεία: t ∈ (0, TG],

• περίοδος με ραδιοθεραπεία: t ∈ (TG, TR],

• περίοδος συνδυασμού ράδιο-χημειοθεραπείας: t ∈ (TR, TM ],

• περίοδος με χημειοθεραπεία: t ∈ (TM , TM ] και
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• περίοδος χωρίς θεραπεία: t ∈ (TN , TF ]

όπου
0 < TG < TR < TM < TN < TF . (64)

Για την αριθμητική μελέτη της συμπεριφοράς της μεθόδου Φωκά για προ-
βλήματα εξέλιξης καρκινικών όγκων, η οποία επηρεάζεται από διάφορα πρωτό-
κολλα θεραπείας, παρουσιάζουμε, στις παραγράφους που ακολουθούν, αριθμη-
τικά αποτελέσματα από ιατρικά προβλήματα μοντέλα που έχουν συμπεριληφθεί
και περιγράφονται αναλυτικά στην Τελική Τεχνική Έκθεση της Δράσης 4.2 [12]
(και ως εκ τούτου η περιγραφή τους παραλείπεται).

3.0.2 Αριθμητικά αποτελέσματα

Με στόχο τη μελέτη συμπεριφοράς των αριθμητικών μεθόδων ολοκλήρω-
σης που χρησιμοποιούμε για την προσέγγιση της αναλυτικής λύσης (52), πα-
ραθέτουμε καταρχήν τα Σχήματα 6-8 στα οποία επιδεικνύουμε την χρονική εξέ-
λιξη μίας αρχικής πηγής καρκινικών κυττάρων με εφαρμογή τριών διαφορετικών
πρωτοκόλλων θεραπείας (1. εκθετική αύξηση χωρίς θεραπεία σχ. 6, 2. εφαρ-
μογή πρωτοκόλλου ραδιοθεραπείας σχ. 7, 3. συνδυασμός πρωτοκόλλων ρα-
διοθεραπείας και χημειοθεραπείας 8). Τα σχήματα αναφέρονται στο πρόβλημα
Ι της Τελικής Τεχνικής Έκθεσης της Δράσης 4.2 [12].

Σχήμα 6: Η χρονική εξέλιξη της λύσης χωρίς την εφαρμογή πρωτοκόλλων θερα-
πείας.
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Σχήμα 7: Η χρονική εξέλιξη της λύσης με εφαρμογή πρωτοκόλλου ραδιοθερα-
πείας.

Σχήμα 8: Η χρονική εξέλιξη της λύσης με εφαρμογή συνδυασμού πρωτοκόλλων
ραδιοθεραπείας και χημειοθεραπείας.

Ας συμβολίσουμε τώρα με CN το διάνυσμα που περιέχει τις αριθμητικές προ-
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σεγγίσεις της λύση c̄(x̄i, t̄) σε ένα ικανό πλήθος χωρικών σημείων x̄i in
[
ā, b̄

]
. Το

N δηλώνει το πλήθος των σημείων ολοκλήρωσης που χρησιμοποιούνται στον
κανόνα του τραπεζίου, για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων I∂Γ+ and I∂Γ−

στις (55) και (56), και στον Gaussian ή στον Clenshaw-Curtis κανόνα για τον
υπολογισμό του ολοκληρώματος Iℓ(−∞,∞) στο (53). Ορίζουμε ακόμα το σχετικό
σφάλμα EN , σε σχέση με το πλήθος των σημείων ολοκλήρωσης, ως:

EN :=
∥CN − C2N∥∞

∥C2N∥∞
. (65)

Υπενθυμίζουμε ότι για ℓ = 1 το ολοκλήρωμα Iℓ(−∞,∞) υπολογίζεται αναλυτικά χρη-
σιμοποιώντας την σχέση (61). Σε αυτή την περίπτωση, η εκθετική σύγκλιση του
κανόνα του τραπεζίου στα υπερβολικά μονοπάτια φαίνεται, για τα προβλήματα Ι
και ΙΙ της Τελικής Τεχνικής Έκθεσης της Δράσης 4.2 [12], στα σχήματα 9 και 10.
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Σχήμα 9: Καμπύλες σύγκλισης για τον κανόνα του τραπεζίου για το πρόβλημα
I.

Για ℓ ̸= 1 το ολοκλήρωμα Iℓ(−∞,∞) υπολογίζεται αριθμητικά κάνοντας χρήση
της σχέσης (63). Το αριθμητικό σφάλμα για τον υπολογισμό του Iℓ(−∞,∞) κυριαρ-
χεί στο συνολικό σφάλμα και φαίνεται στα σχήματα 11 και 12 στην περίπτωση
της Gaussian ολοκλήρωσης και στα σχήματα 13 και 14 στην περίπτωση που
χρησιμοποιείται ο κανόνας Clenshaw-Curtis. Οι αποδόσεις των δυο σχημάτων
είναι παρόμοιες αλλά μικρότερες από την περίπτωση του κανόνα του τραπεζίου
στα υπερβολικά μονοπάτια για ℓ = 1.
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Σχήμα 10: Καμπύλες σύγκλισης για τον κανόνα του τραπεζίου για το πρόβλημα
II.
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Σχήμα 11: Καμπύλες σύγκλισης για τον Gaussian κανόνα για το πρόβλημα I.
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Σχήμα 12: Καμπύλες σύγκλισης για τον Gaussian κανόνα για το πρόβλημα II.
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Σχήμα 13: Καμπύλες σύγκλισης για τον κανόνα Clenshaw-Curtis για το πρό-
βλημα I.
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Σχήμα 14: Καμπύλες σύγκλισης για τον κανόνα Clenshaw-Curtis για το πρό-
βλημα II.
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1. Σκοπός 
 
Η Δράση 3 αναφέρεται γενικά στη χρήση σύγχρονων υπολογιστικών 

αρχιτεκτονικών αφενός µεν στην υλοποίηση των αριθµητικών µεθόδων και του 
αντίστοιχου επιστηµονικού λογισµικού, που θα αναπτυχθούν στα πλαίσια της Δράσης 
2 (ιδιαίτερα 2.2 και 2.3), αφετέρου δε στην ανάπτυξη της πλατφόρµας λογισµικού της 
Δράσης 4. Η υλοποίησή του πραγµατοποιείται από δύο διαφορετικές δράσεις (3.1 και 
3.2), ανάλογα µε την κατηγορία αρχιτεκτονικών που χρησιµοποιούνται. Η ΚΕΟ3 έχει 
αναλάβει την δράση 3.1: Υλοποίηση σε Clusters, Grids και Cloud και η ΚΕΟ2 την 
δράση 3.2: Υλοποίηση σε FPGAs.  

1.1. Δράση 3.1: Υλοποίηση σε Clusters, Grids και Cloud 
 

Αντικείµενο της συγκεκριµένης δράσης αποτελεί η αποδοτική υλοποίηση των 
αριθµητικών µεθόδων για ασυνεχή προβλήµατα πολλαπλών πεδίων σε σύγχρονες 
παράλληλες αρχιτεκτονικές. 
Αρχικά η υλοποίηση έλαβε χώρα σε επίπεδο  συστοιχιών υπολογιστών (Clusters). 

Η υλοποίηση των µεθόδων αφορά τόσο σε οµοιογενή, συµµετρικά σχήµατα όπου 
γίνεται χρήση ενός συγκεκριµένου προγραµµατιστικού µοντέλου ανταλλαγής 
µηνυµάτων (MPI), όσο και σε ετερογενή, µη συµµετρικά σχήµατα, όπου ο 
παραλληλισµός των µεθόδων επιτελείται σε πολλαπλά επίπεδα. Σύµφωνα µε αυτά τα 
συνεργατικά σχήµατα εφαρµόστηκε συνδυασµός µοντέλων ανταλλαγής µηνυµάτων 
(MPI) µε µοντέλα προγραµµατισµού κοινής µνήµης (OpenMP, Pthreads) για την 
περισσότερο ευέλικτη αξιοποίηση των επεξεργαστών πολλαπλών πυρήνων που 
περιέχονται σε κάθε κόµβο του Cluster.   

Κατά το επόµενο στάδιο της συγκεκριµένης δράσης η υλοποίηση έγινε σε 
περιβάλλον Cloud µέσω χρήσης υπηρεσιών διαδικτύου (web services). Στη 
περίπτωση αυτή το παρεχόµενο λογισµικό είναι σε θέση να αξιοποιεί µε καλύτερο 
τρόπο τους διαθέσιµους υπολογιστικούς πόρους, ιδιαίτερα κατά την περίπτωση όπου 
υποβάλλονται µέσω του Cloud αιτήσεις για παράλληλη εκτέλεση από περισσότερους 
του ενός χρήστες. Για το λόγο αυτό στη δράση 4.1 υλοποιήθηκε το µοντέλο 
Λογισµικό σαν Υπηρεσία (SaaS – Software as a Service), που δίνει τη δυνατότητα 
ενός φιλικού προς το χρήστη διαδικτυακού γραφικού περιβάλλοντος που µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί όχι µόνο από σταθµούς εργασίας αλλά και από φορητές συσκευές. 
Επιπλέον, για να ληφθεί υπόψη η ποικιλοµορφία των υποπροβληµάτων για ένα δοθέν 
πρόβληµα πολλαπλών πεδίων / πολλαπλής φυσικής, η προτεινόµενη εφαρµογή έχει 
τη δυνατότητα να υπολογίσει και να παρέχει τα βέλτιστα VMs (σε πλήθος και 
δυνατότητες) σύµφωνα µε τους διαθέσιµους πόρους, το µέγεθος του συνολικού 
προβλήµατος και το µέγεθος των υποπροβληµάτων του. 
 
Σηµείωση: Στο Τεχνικό Δελτίο Έργου στη συγκεκριµένη Δράση προβλεπόταν η 
υλοποίηση σε Grids ή εναλλακτικά σε περιβάλλον Cloud, εφόσον αυτό είχε ωριµάσει. 
Επειδή κατά την περίοδο υλοποίησης του έργου η Cloud τεχνολογία είχε ήδη 
εφαρµοστεί µε επιτυχία, αποφασίστηκε η υλοποίηση σε αυτό το υπολογιστικό 
περιβάλλον.  
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2. Μεθοδολογία 
 

2.1. Έρευνα Πεδίου σε Παράλληλες Αρχιτεκτονικές 
 
2.1.1. Εισαγωγή 
 
Με την έναρξη του έργου, έγινε ανασκόπηση της διεθνούς βιβλιογραφίας και 

µελέτη των µεθόδων επίλυσης προβληµάτων πολλαπλών πεδίων /πολλαπλής φυσικής 
(Multi Domain / Multi Physics) προκειµένου τα µέλη της ΚΕΟ3 να αποκτήσουν το 
απαραίτητο θεωρητικό υπόβαθρο κατανόησης των αριθµητικών µεθόδων επίλυσης, οι 
οποίες θα υλοποιηθούν στα παραπάνω περιβάλλοντα. Επίσης, µελετήθηκαν οι 
µέθοδοι Collocation και Μετασχηµατισµού Φωκά. 

Ακολούθησε η ανασκόπηση λογισµικού ανοικτού (ελεύθερου) κώδικα (Open 
Source) αφενός για γλώσσες προγραµµατισµού για παράλληλη υλοποίηση και 
αφετέρου για πλατφόρµες λογισµικού, που διαθέτουν υλοποιηµένα εργαλεία για 
επίλυση PDEs και άλλες αριθµητικές µεθόδους. 

Η ανασκόπηση της βιβλιογραφίας έδειξε ότι έχουν υλοποιηθεί δύο βασικές 
εκδόσεις στην παράλληλη εκτέλεση προγραµµάτων: Fork-Join Style (που επιτυγχάνει 
και Nested Parallelism) και SPMD style (Single program, multiple data).   

Τα βασικά µοντέλα παράλληλου προγραµµατισµού, για τα οποία υπάρχουν 
διαθέσιµες υλοποιήσεις ελεύθερου λογισµικού, είναι τα ακόλουθα [1]: Parallel 
Random Access Machine, Unrestricted Message Passing, Asynchronous Shared 
Memory and Partitioned Global Address Space, Data Parallel Models, Task Parallel 
Models and Task Graphs.  

Τέλος έχει αναπτυχθεί και υλοποιηθεί, µια πληθώρα από γλώσσες 
προγραµµατισµού, για αρχιτεκτονικές παράλληλης επεξεργασίας, όπως η C*, Occam, 
PVM, HPF, Linda, αλλά και πολλές ερευνητικές προτάσεις όπως Orca, PCN, CC++, 
P3L, BSP language.  Μεταξύ των γλωσσών ελεύθερου λογισµικού, είναι η OpenCL, 
η οποία έχει καθιερωθεί σαν το Open Standard για παράλληλο υπολογισµό σε 
ετερογενή συστήµατα. Επίσης η OpenCL µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε µια µεγάλη 
ποικιλία από πολύ-πύρηνα συστήµατα και έχει τη δυνατότητα κλιµάκωσης (scaling). 
Μια νέα γλώσσα παράλληλου προγραµµατισµού είναι η ParaSail, που µοιάζει µε µια 
τροποποίηση της Java ή της C#. Η διαφορά είναι ότι διαµερίζει αυτόµατα ένα 
πρόγραµµα σε χιλιάδες άλλες εργασίες, οι οποίες µπορούν τότε να διαχυθούν σε 
διάφορους πυρήνες, ένα τέχνασµα που λέγεται pico-threading, το οποίο µεγιστοποιεί 
τον αριθµό των εργασιών που µπορούν να εκτελεστούν παράλληλα, ανεξάρτητα από 
τον αριθµό των πυρήνων. Η ParaSail κάνει επίσης αυτόµατη αποσφαλµάτωση 
(debugging), που κάνει τον κώδικα πιο ασφαλή. Παρόλα αυτά είναι σχετικά νέα 
έκδοση και στην ανασκόπηση εντοπίστηκε ότι έχει ακόµη κάποια bugs. 

Συνοψίζοντας, το µέλλον του υπολογισµού σε παράλληλα περιβάλλοντα 
υπαγορεύεται από τις φυσικές και τεχνικές ανάγκες. Οι παράλληλοι υπολογιστές 
γίνονται περισσότερο υβριδικοί, συνδυάζοντας πολυνηµατικό υλικό, πολλαπλούς 
πυρήνες, µονάδες SIMD, επιταχυντές και on-chip συστήµατα επικοινωνίας. 

Η τελική επιλογή του µοντέλου θα γίνει σε συνδυασµό µε την πολυπλοκότητα 
των λύσεων του προβλήµατος πολλαπλών πεδίων, αλλά και τη µεταφερσιµότητα σε 
περιβάλλοντα Clusters, GRIDS και Cloud Computing. 
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Λαµβάνοντας υπ’ όψιν τις παραδοσιακές προσεγγίσεις από τους χώρους της 
παράλληλης επεξεργασίας και των παράλληλων αρχιτεκτονικών µπορούµε να 
εντοπίσουµε αρκετά µειονεκτήµατα των clusters [2]. Από την εµπειρία µας, έχουµε 
διαπιστώσει πόσο κρίσιµοι παράγοντες είναι η καθυστέρηση και το εύρος ζώνης του 
διασυνδετικού δικτύου, πόσο χρήσιµη είναι η κοινόχρηστη µνήµη και πόσο αναγκαίο 
το ελαφρύ λογισµικό ελέγχου. Σε αυτά τα σηµεία, τα clusters υστερούν συγκριτικά µε 
τα συµβατικά παράλληλα συστήµατα, όπου το διασυνδετικό δίκτυο είναι υψηλότερων 
επιδόσεων, η κοινή µνήµη, ο καθολικός συγχρονισµός και η διατήρηση της συνοχής 
της κρυφής µνήµης υλοποιούνται µε υλικό, υπερτερώντας σε σχέση µε την 
αντίστοιχη υλοποίηση µε λογισµικό, ενώ τέλος το ειδικού τύπου λογισµικό που 
µπορεί να ελέγχει κάθε κόµβο καταναλώνει λιγότερη µνήµη και αντιδρά πιο γρήγορα 
από το πλήρες και αυτόνοµο λειτουργικό σύστηµα που ελέγχει κάθε κόµβο του 
cluster. Λόγω των παραπάνω µειονεκτηµάτων, τα clusters αποδεικνύονται 
ακατάλληλα για ορισµένες εφαρµογές. Σε πολλές ωστόσο περιπτώσεις, 
χρησιµοποιώντας νέες αλγοριθµικές τεχνικές που δεν εξαρτώνται τόσο από την 
γρήγορη επικοινωνία των κόµβων, τα clusters  µπορούν να ανταγωνιστούν σε 
επιδόσεις παράλληλα συστήµατα πολύ υψηλότερου κόστους. 

Το σηµαντικότερο πλεονέκτηµα των clusters  είναι ότι χρησιµοποιούνται 
τεχνολογίες υλικού και λογισµικού ευρείας χρήσης. Τόσο τα δίκτυα σταθµών 
εργασίας, όσο και οι συστάδες προσωπικών υπολογιστών της τάξης Beowulf άνθισαν 
διότι δεν απαιτούσαν δαπανηρά και µακροπρόθεσµα σχέδια µέχρι να αρχίσουν να 
αποδίδουν. Το χαρακτηριστικό αυτό οδηγεί προφανώς και σε ένα σαφές πλεονέκτηµα 
κόστους. Συνεπώς ο λόγος κόστους προς απόδοση των clusters µπορεί να υπερτερεί 
του αντίστοιχου των παραδοσιακών υπερυπολογιστών για εφαρµογές που δεν 
απαιτούν επικοινωνία υψηλού εύρους ζώνης και χαµηλής καθυστέρησης. 

Ένα άλλο σηµείο υπεροχής των εµπορικών συστάδων υπολογιστών σε σχέση 
µε τις κλασικές παράλληλες µηχανές, είναι η ευελιξία και η παραµετροποιησιµότητά 
τους. Ο αριθµός των κόµβων, η χωρητικότητα µνήµης ανά κόµβο, ο αριθµός των 
επεξεργαστών ανά κόµβο και η τοπολογία του διασυνδετικού δικτύου είναι δοµικές 
παράµετροι που µπορούν να καθοριστούν µε µεγάλη λεπτοµέρεια και για κάθε cluster 
ξεχωριστά. Επιπλέον, η δοµή του συστήµατος µπορεί να αλλάζει ή να επεκτείνεται 
αξιοποιώντας την ήδη υπάρχουσα υποδοµή. Ο εκτεταµένος αυτός έλεγχος στη δοµή 
του συστήµατος ωφελεί τόσο τους χρήστες, που µπορούν να έχουν κάθε στιγµή αυτό 
που επιθυµούν, όσο και τους κατασκευαστές, που µπορούν να καλύπτουν ένα ευρύ 
φάσµα απαιτήσεων επιδόσεων ή κόστους. 

Τέλος, οι εµπορικές συστάδες υπολογιστών µπορούν να ενσωµατώνουν 
γρήγορα τεχνολογικές εξελίξεις που χρησιµοποιούνται µαζικά. Νέοι τύποι 
επεξεργαστών, µνηµών, δίσκων και δικτύων κατασκευάζονται διαρκώς για τους 
προσωπικούς υπολογιστές, επιτρέποντας και στα clusters να επωφελούνται από τις 
προόδους αυτές. Τα clusters επιπλέον επωφελούνται από πτώσεις τιµών λόγω τις 
µαζικής παραγωγής των εξαρτηµάτων προσωπικών υπολογιστών. Συνολικά θα 
λέγαµε ότι αν και τα clusters υπολογιστών δεν επιτυγχάνουν πάντα επιδόσεις αντάξιες 
κορυφαίων παράλληλων µηχανών, το χαµηλό τους κόστος και η ευελιξία που 
προσφέρουν τα καθιστά σαφώς ανταγωνιστικά. 
 Ένας blade server [3],[4] είναι ένας απογυµνωµένος server µε τµηµατική 
σχεδίαση βελτιστοποιηµένος για να ελαχιστοποιήσει τη χρήση φυσικού χώρου και 
ενέργειας. Ενώ ένας τυπικός rack-mount server µπορεί να λειτουργήσει τουλάχιστον 
µε ένα καλώδιο ρεύµατος και ένα καλώδιο ισχύος, στους blade servers έχουν 
αφαιρεθεί πολλά συστατικά για να εξοικονοµήσουν χώρο, να ελαχιστοποιήσουν την 
κατανάλωση ισχύος, αλλά εξακολουθούν να έχουν όλα εκείνα τα λειτουργικά 
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συστατικά για να θεωρούνται υπολογιστές. Ένα blade enclosure που µπορεί να 
στηρίζει πολλαπλούς blade servers παρέχει υπηρεσίες, όπως ρεύµα, ψύξη, δικτύωση 
και διαχείριση. 

2.2. Δοκιµαστική εγκατάσταση και λειτουργία πλατφόρµας 
FEniCS 
Το project  FEniCS [5] είναι µια συλλογή από δωρεάν, ανοιχτού κώδικα, 

στοιχεία λογισµικού µε κοινό στόχο να καταστεί δυνατή αυτοµατοποιηµένη επίλυση 
των διαφορικών εξισώσεων. Τα στοιχεία που το απαρτίζουν παρέχουν εργαλεία 
επιστηµονικού υπολογισµού για εργασία µε υπολογιστικά πλέγµατα, πεπερασµένων 
στοιχείων µεταβολικές διατυπώσεις για διαφορικές εξισώσεις και µερικές διαφορικές 
εξισώσεις καθώς επίσης για αριθµητική γραµµική άλγεβρα. Η τρέχουσα σταθερή 
έκδοση του FEniCS Project είναι η 1.1 η οποία και κυκλοφόρησε τον 7 Ιανουαρίου 
του 2013. Για τις ανάγκες του έργου, η παραπάνω έκδοση εγκαταστάθηκε σε server 
του Εργαστηρίου Αναγνώρισης Προτύπων, όπου έγινε η δοκιµαστική λειτουργία της, 
µε τα έτοιµα demo/παραδείγµατα που περιέχει.  

2.3. Μέθοδοι Χαλάρωσης στη Διεπαφή 

2.3.1. Εισαγωγή 
Οι διάφορες µέθοδοι διακριτοποίησης πεδίου που έχουν πρόσφατα 

αναπτυχθεί για την αποδοτική επίλυση ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων µπορούν 
εύκολα να ταξινοµηθούν σε δύο κατηγορίες: επικαλυπτόµενες και µη 
επικαλυπτόµενες. Και οι δύο προσεγγίσεις έχουν ήδη χρησιµοποιηθεί για να 
µοντελοποιήσουν αποτελεσµατικά µεγάλης κλίµακας, βιοµηχανικά, προβληµατικών 
συνθηκών προβλήµατα. Παρόλα αυτά θεωρείται ότι απαιτείται επιπλέον θεωρητική 
και πειραµατική ανάλυση ώστε να γίνουν πρακτικές αυτές οι µέθοδοι και χρήσιµα 
εργαλεία για τους µη ειδήµονες. 

Τα επικαλυπτόµενα (Schwartz) σχήµατα έχουν στο παρελθόν λάβει µεγάλη 
προσοχή. Άρθρα που κάνουν ανασκόπηση και συγκρίνουν διάφορα τέτοια σχήµατα 
[1] και ερευνούν τις σχετιζόµενες στρατηγικές preconditioning [2, 3] υπάρχουν ήδη 
στη βιβλιογραφία. Σχετικά πρόσφατα ένας αριθµός µελετών έχουν δείξει ότι τα µη 
επικαλυπτόµενα σχήµατα µπορούν να συµπεριφερθούν καλά και µπορούν πιθανά να 
ελευθερώσουν τους χρήστες από συγκεκριµένες πολυπλοκότητες στη διατύπωση και 
στην υλοποίησή τους. Η σύγκριση των κυριότερων χαρακτηριστικών αυτών των δύο 
κατηγοριών µεθόδων και η ύπαρξη σχέσεων ισοδυναµίας ανάµεσά τους έχει ήδη 
µελετηθεί αρκετά [4, 5, 6]. 

Οι µέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή µας πάνε ένα βήµα παραπέρα από τις µη 
επικαλυπτόµενες µεθόδους διακριτοποίησης πεδίου [7]. Σε µια προσπάθεια να 
µιµηθούν τη φυσική του προβλήµατος στον πραγµατικό κόσµο, σπάνε µια 
πολύπλοκη µερική διαφορική εξίσωση (ΜΔΕ) που δρα σε ένα µεγάλο ή/και 
πολύπλοκο πεδίο σε ένα σύνολο προβληµάτων ΜΔΕ µε διαφορετικούς αλλά απλούς 
τελεστές που δρουν σε διαφορετικά µικρότερα και εύκολα υποπεδία. Το πολλαπλών 
πεδίων, πολλαπλών ΜΔΕ σύστηµα είναι σωστά συζευγµένο χρησιµοποιώντας 
τελεστές εξοµάλυνσης στα όρια µεταξύ των υποπεδίων.  

Από την οπτική της χαλάρωσης στη διεπαφή αυτές οι µέθοδοι αποτελούνται 
από τη διαµέριση του πεδίου σε ένα σύνολο από µη επικαλυπτόµενα υποπεδία και 
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από την επιβολή κάποιων οριακών συνθηκών στα όρια των διεπαφών που ορίζονται 
από αυτήν τη διαµέριση. Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας αρχικές µαντεψιές στις 
διεπαφές επιλύεται το σύνολο των συνεπαγόµενων προβληµάτων ΜΔΕ. Οι λύσεις 
που προκύπτουν δεν ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες των διεπαφών και 
εφαρµόζεται χαλάρωση στις διεπαφές για να αποκτήσουµε νέες τιµές στα όρια των 
διεπαφών, που να ικανοποιούν καλύτερα τις συνθήκες και λύνουµε τις ΜΔΕ µε αυτές 
τις νέες τιµές. Τα παραπάνω βήµατα επαναλαµβάνονται µέχρι να επιτευχθεί 
σύγκλιση. 

Οι δύο µέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή που επελέγησαν ως πλέον 
κατάλληλες για τις ανάγκες του έργου είναι οι δύο παρακάτω:  

• GEO Μια µέθοδος που βασίζεται σε µια απλή γεωµετρική συστολή. 
• ROB Ένας αλγόριθµος που χρησιµοποιεί τις Robin συνθήκες στις διεπαφές 
για εξοµάλυνση. 

2.3.2. Διακριτοποίηση πεδίου µε επαναληπτική χαλάρωση στις 
διεπαφές 
Επί του παρόντος, ο χώρος της διακριτοποίησης πεδίου αποτελείται από δύο 

µέρη - τις επικαλυπτόµενες και τις µη επικαλυπτόµενες µεθόδους. Οι 
επικαλυπτόµενες – επίσης γνωστές και ως Schwartz – ήταν οι πρώτες που 
χρησιµοποιήθηκαν και έχουν αποδείξει ήδη ότι είναι πολύ αποδοτικές αριθµητικές 
διαδικασίες που χαίρουν συγκεκριµένων πολύ επιθυµητών ιδιοτήτων σύγκλισης. 
Παρ’ όλα αυτά, έχει επίσης παρατηρηθεί ότι έχουν διάφορα πολύ σηµαντικά 
µειονεκτήµατα που απαγορεύουν τη χρήση τους για συγκεκριµένες εφαρµογές. Για 
παράδειγµα, σχεδόν όλες εκ των πολλών προτεινόµενων µεθόδων διακριτοποίησης 
πεδίου για την επίλυση µοντέλων διάδοσης κυµάτων είναι είτε µη επικαλυπτόµενες, 
είτε χαλάρωσης στη διεπαφή [8, 9, 10, 11].  

Οι µη επικαλυπτόµενες µέθοδοι παρουσιάζουν συγκεκριµένα πλεονεκτήµατα 
σε σχέση µε τις επικαλυπτόµενες. Πιο συγκεκριµένα: 

• Δεν είναι ευαίσθητες σε άλµατα στους συντελεστές του τελεστή. Η 
συµπεριφορά σύγκλισής τους και οι υπολογισµοί θεωρητικού σφάλµατός τους 
παραµένουν ίδια ακόµα και αν ο διαφορικός τελεστής περιλαµβάνει 
ασυνεχείς συντελεστές, αρκεί τα άλµατα να συµβαίνουν κατά µήκος των 
γραµµών των διεπαφών [12]. 

• Έχουν µικρότερο κόστος (επιβάρυνση) επικοινωνίας σε µια παράλληλη 
υλοποίηση σε κατανεµηµένης µνήµης πολυεπεξεργαστικά συστήµατα. Το 
κόστος της επικοινωνίας είναι αναλογικό µε το µήκος των γραµµών των 
διεπαφών, τη στιγµή που στις επικαλυπτόµενες µεθόδους είναι αναλογικό µε 
την επικαλυπτόµενη περιοχή [13]. 

• Η καταγραφή/συντήρηση είναι σχετικά ευκολότερη για τη διαµέριση και το 
χειρισµό των σχετικών δοµών δεδοµένων απ’ ότι στις πολύπλοκες και 
ακριβές επικαλυπτόµενες µεθόδους [13]. 

Υπάρχουν δύο κύριες οπτικές για τις µη επικαλυπτόµενες µεθόδους, το 
preconditioning και η χαλάρωση στη διεπαφή. Μια εις βάθος έρευνα για τις µη 
επικαλυπτόµενες µεθόδους διακριτοποίησης πεδίου αναλυµένες από την οπτική του 
preconditioning µπορεί να βρεθεί στο [14] και µια γενική διατύπωση και ανάλυση 
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των µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή στο [15]. Για την αναγνώριση των κύριων 
χαρακτηριστικών τους, ακολουθεί µια σύντοµη περιγραφή των µεθόδων χαλάρωσης 
στη διεπαφή. 

Η χαλάρωση στη διεπαφή είναι ένα βήµα πέρα από τις µη επικαλυπτόµενες 
µεθόδους (ακολουθώντας τη χαλάρωση του Southwell του 1930), αλλά στη ΜΔΕ αντί 
για το επίπεδο της γραµµικής άλγεβρας, για να διατυπώσει τη χαλάρωση σαν 
επαναλαµβανόµενες διαδικασίες εξοµάλυνσης της διεπαφής. Ένα σύνθετο φυσικό 
φαινόµενο αποτελείται από µια συλλογή απλών µερών µε καθένα να υπακούει έναν 
µεµονωµένο φυσικό νόµο τοπικά και να µοιράζεται τις συνθήκες των διεπαφών του 
µε γείτονες. Η χαλάρωση στη διεπαφή χωρίζει το πεδίο σε ένα σύνολο µη 
επικαλυπτόµενων πεδίων και επιβάλλει κάποιες οριακές συνθήκες στη διεπαφή 
ανάµεσα στις γραµµές των υποπεδίων. Δοθείσης µιας αρχικής µαντεψιάς, µιµείται τη 
φυσική του πραγµατικού κόσµου επιλύοντας τα τοπικά προβλήµατα ακριβώς σε κάθε 
υποπεδίο και χαλαρώνοντας τις οριακές τιµές για να πάρει καλύτερους υπολογισµούς 
των σωστών συνθηκών στη διεπαφή. Αυτή η διαδικασία παρουσιάζεται στην εικόνα 
1, όπου ο γενικός τύπος χαλάρωσης Gi,j (που βασίζεται στις τρέχουσες τοπικές λύσεις 
Ui

New και Uj
New των δύο γειτονικών υποπεδίων Ωi και Ωj) υπολογίζει διαδοχικές 

προσεγγίσεις της λύσης bi,j
New στη διεπαφή Γi,j ανάµεσά τους. 

 

Εικόνα 1: Ο µηχανισµός χαλάρωσης στη διεπαφή 

Για την επίσηµη περιγραφή της µεθόδου θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα: 

𝐷𝑢 = 𝑓 𝑖𝑛 𝛺, 𝛣𝑢 = 𝑐 𝑜𝑛 𝜕𝛺          (1) 

όπου το 𝐷 είναι ένας ελλειπτικός, µη γραµµικός γενικά, διαφορικός τελεστής 
και το 𝛣 είναι ένας τελεστής συνθήκης που ορίζεται στο όριο 𝜕𝛺 ενός ανοιχτού 
πεδίου 𝛺 ∈ 𝑅! ,𝑑 = 1, 2,… . Αυτό το πεδίο διαµερίζεται σε p ανοιχτά υποπεδία 
𝛺! , 𝑖 = 1,… ,𝑝 τέτοια ώστε 𝛺 = 𝛺!\

!
!!! 𝜕𝛺 και 𝛺!

!
!!! = ∅ . Για λόγους που 

σχετίζονται είτε µε τα φυσικά χαρακτηριστικά του προβλήµατος, είτε µε τους 
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διαθέσιµους υπολογιστικούς πόρους, κάποιος θα ήθελε να αντικαταστήσει την (1) µε 
το ακόλουθο σύστηµα χαλαρά συνδεδεµένων διαφορικών προβληµάτων: 

𝐷!𝑢 = 𝑓!  𝑖𝑛 𝛺! ,
𝐺!,!𝑢 = 0 𝑜𝑛 𝜕𝛺! ∩ 𝜕𝛺!\𝜕𝛺 ∀𝑗 ≠ 𝑖,      𝛣!𝑢 = 𝑐!  𝑜𝑛 𝜕𝛺! ∩ 𝜕𝛺 (2) 

όπου 𝑖 = 1,… ,𝑝. Αυτά τα διαφορικά προβλήµατα συνδέονται µέσω των 
συνθηκών των διεπαφών 𝐺!,!𝑢 = 0 και περιλαµβάνουν τους περιορισµούς 𝐷! και 𝛣! 
των ολικών διαφορικού και συνθήκης τελεστών 𝐷 και 𝛣, αντίστοιχα σε κάθε 
υποπεδίο, µε κάποιους από αυτούς γραµµικούς και άλλους µη γραµµικούς. Οι 
συναρτήσεις 𝑓! και 𝑐! είναι ανάλογοι περιορισµοί των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑐. Ο 
τοπικός τελεστής διεπαφής 𝐺!,! σχετίζεται µε τη µέθοδο χαλάρωσης στη διεπαφή και 
διαφορετικές επιλογές για τα 𝐺!,! οδηγούν σε διαφορετικά σχήµατα χαλάρωσης. Στην 
παρούσα µελέτη θα αναφερθούµε σε διάφορες µεθόδους χαλάρωσης στη διεπαφή που 
έχουν τα ακόλουθα χαρακτηριστικά: 

• Αποσυνθέτουν αρχικά το πρόβληµα (1) στο διαφορικό επίπεδο και στη 
συνέχεια διακριτοποιούν τα προκύπτοντα διαφορικά υποπροβλήµατα (2). 

• Έχουν την ευελιξία να χρησιµοποιούν το καταλληλότερο σχήµα 
διακριτοποίησης για κάθε υποπρόβληµα. 

• Δεν επικαλύπτουν τα υποπεδία 𝛺!. 
• Με χρήση καλών παραµέτρων χαλάρωσης στο 𝐺!,! είναι αρκετά γρήγορες, 
ώστε να µη χρειάζεται preconditioning. 

• Απλοποιούν τη γεωµετρία και τη φυσική του υπολογισµού λαµβάνοντας 
υπόψη τα υποπροβλήµατα (2) και όχι το συνολικό διαφορικό πρόβληµα (1). 

• Μπορούν να χρησιµοποιούν τµήµατα λογισµικού ξαναχρησιµοποιώντας 
τµήµατα λογισµικού επιλυτών για την επίλυση των µεµονωµένων 
υποπροβληµάτων (2). 

• Είναι γενικοί και ισχυροί. 

Υπάρχουν διάφορα ερωτήµατα µε πρόκληση που αφορούν πρακτικές εφαρµογές 
τέτοιων µεθόδων, όπως το να βρίσκεις τον καταλληλότερο χαλαρωτή για ένα 
συγκεκριµένο πρόβληµα, να καθορίζεις το πεδίο εφαρµογής καθενός, να εξηγείς την 
αλληλεπίδραση ανάµεσα στη µαθηµατική επανάληψη και τη µέθοδο αριθµητικής 
επίλυσης, να επιλέγεις καλές ή βέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους χαλάρωσης, κλπ. 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι εφόσον όλες οι µέθοδοι αποσυνθέτουν και χαλαρώνουν τις 
τιµές των διεπαφών στο συνεχές επίπεδο, η ανάλυση σύγκλισης αυτών των µεθόδων 
χρειάζεται να γίνει επίπεδο των ΜΔΕ (συνεχές) και άρα είναι ένα πρόβληµα 
µαθηµατικής ανάλυσης και όχι αριθµητικής. Μια λεπτοµερής περιγραφή και 
σύγκριση τω δύο µεθοδολογιών χαλάρωσης δίνεται στην αναφορά [16].  

2.4 Εφαρµογή ενός υβριδικού παράλληλου Monte Carlo 
επιλυτή ΜΔΕ σε ορθογώνια πολλαπλά πεδία 

2.4.1. Εισαγωγή 
Η µέθοδος Monte Carlo είναι γνωστή εδώ και πολλά χρόνια, αλλά µόνο µετά 

την εµφάνιση των πρώτων ηλεκτρονικών υπολογιστών, η µέθοδος έχει αποκτήσει ένα 
αυξανόµενο ενδιαφέρον ως ένα εργαλείο για την επίλυση σηµαντικών φυσικών 
προβληµάτων. Ο αλγόριθµος Monte Carlo παράγει ένα τυχαίο περίπατο, 
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χρησιµοποιώντας µια προτεινόµενη πυκνότητα και περιλαµβάνει µια µέθοδο για την 
απόρριψη/αποδοχή των προτεινόµενων κινήσεων. Σήµερα χρησιµοποιείται σχεδόν σε 
κάθε πτυχή της επιστηµονικής έρευνας. Οι Monte Carlo µέθοδοι προσέλκυαν πάντα 
τους ανθρώπους που εργάζονται στον τοµέα της αριθµητικής επίλυσης ΜΔΕ. Αυτή η 
έλξη έχει εξελιχθεί µε το πέρασµα των χρόνων σε συνδυασµό µε τις ραγδαίες αλλαγές 
στην τεχνολογία, όπως ο παράλληλος υπολογισµός, τα clusters υπολογιστών κ.λπ. [1] 
[2] [3]. 

 2.4.2. Ανάλυση βασικού αλγορίθµου 

2.4.2.1. Περιγραφή βασικού αλγορίθμου 
Το αρχικό βήµα προς την κατεύθυνση της αξιοποίησης της απόδοσης ενός 

cluster πολλαπλών πυρήνων ήταν η εκτέλεση ενός profiling της ακολουθιακής 
υλοποίησης για τον εντοπισµό hotspots στον κώδικα που θα µπορούσαν να 
οδηγήσουν σε µείωση του χρόνου εκτέλεσης, αν γίνει παράλληλη υλοποίηση 
αποτελεσµατικά. Η ανάλυση απόδοσης βασίστηκε στην υλοποίηση των αλγορίθµων 
που προτείνονται στο Vavalis et al [4]. Η εν λόγω υλοποίηση είναι σε θέση να λύσει 
την εξίσωση Poisson µε Dirichlet συνοριακές συνθήκες για 2D και 3D υπέρ- 
ορθογώνια πεδία, αλλά µπορεί εύκολα να επεκταθεί για να χρησιµοποιεί άλλες 
µεθόδους και πεδία. Ο αλγόριθµος είναι ένας υβριδικός αλγόριθµος µε την έννοια ότι 
τόσο ντετερµινιστικές όσο και µη ντετερµινιστικές µέθοδοι µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν για την επίλυση των πεδίων. Αρχικά, εφαρµόζεται µια πιθανοτική 
αποσύνθεση πεδίου για τον υπολογισµό εκτιµήσεων των τοπικών λύσεων κατά µήκος 
των ορίων του υποπεδίου µε τη µέθοδο Monte Carlo [5] και στη συνέχεια 
εφαρµόζεται µια παρεµβολή στις εκτιµήσεις των τοπικών λύσεων [6]. Ειδικότερα, για 
διδιάστατα πεδία χρησιµοποιείται η Burkardt’s splines βιβλιοθήκη [7], ενώ η 
Multilevel B-spline (ΜΒΑ) [8] βιβλιοθήκη χρησιµοποιείται ώστε τα τρισδιάστατα 
πεδία να σχηµατίσουν τα όρια των νέων υποπεδίων. Τέλος, καθώς τα όρια των 
υποπεδίων είναι γνωστά ένας ντετερµινιστικός Laplace επιλυτής που χρησιµοποιεί τη 
Deal.II [9] χρησιµοποιείται για να βρει τη λύση του προβλήµατος για κάθε υποπεδίο. 
Η βασική υλοποίηση µπορεί να περιγραφεί µε τον ακόλουθο ψευδοκώδικα. 

  
Προσδιόρισε τις συντεταγµένες των κόµβων όλων των 

υποπεδίων 
Για κάθε κόµβο 
Δηµιούργησε µια δουλειά 
Ανάθεσε τη δουλειά σε ένα νήµα 

Εκτέλεσε Monte Carlo για να υπολογίσεις τις τιµές 
των κόµβων 
Χρησιµοποίησε µια (2|3) διαστάσεων συνάρτηση παρεµβολής 

για να βρεις νέα όρια 
Για κάθε υποπεδίο 
Δηµιούργησε µια δουλειά 
Ανάθεσε τη δουλειά σε ένα νήµα 
Λύσε µε Laplace επιλυτή 
Πάραξε τα αποτελέσµατα 
 
Μια ενδιαφέρουσα λεπτοµέρεια υλοποίησης είναι ότι παραλληλοποίηση 

διαµοιραζόµενης µνήµης ήδη υποστηρίζεται χρησιµοποιώντας την Pthreads 
βιβλιοθήκη. 
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2.4.2.2. Profi l ing βασικού κώδικα 
Πριν την παραλληλοποίηση κώδικα σε µια αρχιτεκτονική κατανεµηµένης 

µνήµης, ένα βήµα profiling είναι σηµαντικό προκειµένου να γίνουν αντιληπτά τα 
σηµεία όπου ο κώδικας σπαταλά χρόνο εκτέλεσης και να καθοριστεί η ακολουθία 
εκτέλεσης. Με αυτόν τον τρόπο, ο κώδικας µπορεί να υποδιαιρεθεί σε πυρήνες που 
µπορούν να αναλυθούν για να προσδιορισθεί αν είναι δυνατή η αξιοποίηση των 
υπολογιστικών πόρων παράλληλα και εάν η παραλληλοποίηση κάποιου πυρήνα θα 
έχει σηµαντική επίπτωση στη συνολική εκτέλεση του προγράµµατος. Μια εκτενής 
ανάλυση απόδοσης έχει πραγµατοποιηθεί, χρησιµοποιώντας µια σειρά από 
διαφορετικές διαµορφώσεις παραµέτρων για το χρησιµοποιηθέν πρόβληµα (Πίνακας 
1) και έχουν εντοπιστεί τρεις πυρήνες που θα µπορούσαν ενδεχοµένως να βελτιώσουν 
τη συνολική απόδοση αν υπήρχε µια κατανεµηµένη υλοποίηση. Οι τρεις πυρήνες 
είναι ο Monte Carlo αλγόριθµος, ο αλγόριθµος Παρεµβολής και ο Laplace Επιλυτής. 
Καθώς για τα περισσότερα προβλήµατα εισόδου ο Monte Carlo αλγόριθµος έπαιρνε 
από 50% έως 94% του χρόνου εκτέλεσης, οι προσπάθειές µας επικεντρώθηκαν σε µια 
αποτελεσµατική παραλληλοποίηση του αλγορίθµου Monte Carlo µε χρήση MPI. 

Ο Πίνακας 1 παρουσιάζει τα κύρια χαρακτηριστικά των προβληµάτων 
εισόδου. Το dim αντιπροσωπεύει αν το πρόβληµα είναι διδιάστατο ή τρισδιάστατο, το 
dlen το µήκος του πεδίου κατά µήκος κάθε διάστασης, το subd τον αριθµό των 
υποπεδίων κατά µήκος κάθε διάστασης, το dect τον τύπο αποσύνθεσης για κάθε 
διάσταση µε u να αντιπροσωπεύει την οµοιόµορφη και n την ανοµοιόµορφη, το decc 
τις συντεταγµένες των διεπαφών που αντιστοιχούν σε κάθε διάσταση κατά µήκος της 
οποίας το πεδίο αποσυντίθεται ανοµοιόµορφα, το nppp τον αριθµό των κόµβων σε 
µια διεπαφή κατά µήκος µιας διάστασης. Για διδιάστατα προβλήµατα παίρνει 2 
ορίσµατα που αντιστοιχούν στις γραµµές αποσύνθεσης κατά µήκος της διάστασης Υ 
και Χ αντίστοιχα, ενώ για τρισδιάστατα παίρνει 6 ορίσµατα, µε κάθε ζευγάρι να 
αντιστοιχεί στα επίπεδα αποσύνθεσης YZ, XZ και ΧΥ αντίστοιχα. Τέλος, το btol 
αντιπροσωπεύει την ανοχή στο όριο.  

 
 

Πρόβληµα Dim Dlen Subd Dect Decc nppp Btol 
1 2D 1. 1. 2 4 n u .3 12 12 1e-15 
2 2D 1. 1. 2 4 n n .3 .25 .5 .7 12 12 1e-15 
3 2D 1. 1. 2 4 n n .3 .25 .5 .7 12 12 1e-15 
4 3D 1. 1. 1.5 3 3 2 u u u 5 5 5 5 12 12 1e-15 
5 3D 1. 1. 1.5 3 3 2 u n u .5 .55 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 1e-15 
6 3D 1. 1. 1.5 3 3 2 n n n .5 .4 .5 .55 1.2 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 1e-15 
7 3D 1. 1. 1.5 3 3 2 n n n .5 .4 .5 .55 1.2 5 5 5 5 5 5 5 5 7 7 1e-15 
 
Πίνακας 1: Χαρακτηριστικά προβληµάτων εισόδου 

 
Ο Πίνακας 2 παρουσιάζει το ποσοστό του ακολουθιακού χρόνου εκτέλεσης 

για διάφορα µεγέθη περιπάτων των προβληµάτων εισόδου για τους προαναφερθέντες 
πυρήνες, µε το MC να σηµαίνει Monte Carlo, το I παρεµβολή και το LS επιλυτής 
Laplace. 

 
Περίπατοι 5K 20K 80K 
Πρόβληµα M

C 
I L
S 

M
C 

I L
S 

M
C 

I L
S 

1 6 - 5 7 - 4 9 - 5
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Πίνακας 2: Ανάλυση απόδοσης 

2.4.2.4. Υβριδική προσέγγιση παραλληλοποίησης 
Καθώς η βασική υλοποίηση [4] ήδη υποστηρίζει παραλληλοποίηση 

διαµοιραζόµενης µνήµης του Monte Carlo και του Laplace επιλυτή µε χρήση 
Pthreads, εστιάσαµε στην άµεση υλοποίηση µιας υβριδικής παράλληλης υλοποίησης 
µε χρήση OpenMPI [6] για επικοινωνία µεταξύ διεργασιών. Βασισµένοι στα 
πειραµατικά αποτελέσµατα της ανάλυσης απόδοσης, συµπεράναµε ότι: 

1. ένα απλό master/worker σχήµα ήταν αρκετό για να κατανείµει τον 
υπολογιστικό φόρτο του Monte Carlo πυρήνα ανάµεσα στις διεργασίες. Αυτό 
οφείλεται στο ότι η δουλειά κάθε Monte Carlo νήµατος καθορίζεται κυρίως 
από τον αριθµό των περιπάτων, οπότε µια δίκαιη κατανοµή κόµβων µεταξύ 
των worker διεργασιών και άρα και η τοπική κατανοµή κόµβων µεταξύ των 
νηµάτων δεν θα δηµιουργήσει κάποια ιδιαίτερη ανισορροπία φόρτου. 

2. η master διεργασία µπορούσε αποδοτικά να υλοποιήσει τους πυρήνες της 
παρεµβολής και του Laplace επιλυτή για κάθε υποπεδίο τοπικά µε χρήση 
threads, αφού είχε πρώτα λάβει την απαιτούµενη εκτίµηση των σχετικών 
κόµβων από τις άλλες διεργασίες. 

Η λογική του βασικού κώδικα [4] µένει σχετικά απαράλλακτη. Προστέθηκε 
µόνο ένα επίπεδο που κατανείµει τον υπολογιστικό φόρτο και συλλέγει τα 
αποτελέσµατα εκτίµησης από κάθε worker. 

2.5 Υλοποίηση Μεθόδων IR στη FEniCS 

2.5.1. Εισαγωγή 
Η επίλυση µεγάλων και σύνθετων Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων (ΜΔΕ) 

είναι ένα πρόβληµα που αντιµετωπίζεται κυρίως µε τεχνικές διακριτοποίησης πεδίου 
[2, 3]. Αυτή η προσέγγιση περιλαµβάνει την αποσύνθεση στο επίπεδο της γραµµικής 
άλγεβρας µετά την διακριτοποίηση του πεδίου και της εξίσωσης µε την επιθυµητή 
µέθοδο, δηλαδή: Πεπερασµένων Διαφορών (ΠΔ) ή πεπερασµένων στοιχείων (ΠΣ). 
Το κύριο χαρακτηριστικό αυτών των µεθόδων είναι η µη ευελιξία για την επιλογή 
διαφορετικών µεθόδων για κάθε υποπεδίο του αρχικού προβλήµατος. Η µεθοδολογία 
χαλάρωσης στη διεπαφή είναι µια ενδιαφέρουσα εναλλακτική λύση [17], 18]. Εδώ, το 
πεδίο των ΜΔΕ αποσυντίθεται σε υποπεδία, για λόγους που προέρχονται από την 
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φυσική ή για λόγους παραλληλισµού, και την ίδια στιγµή αρχικές µαντεψιές 
καθορίζονται στις διεπαφές µεταξύ των υποπεδίων. Τα υποπροβλήµατα επιλύονται 
και νέες τιµές στις διεπαφές υπολογίζονται µε συγκεκριµένες µεθόδους χαλάρωσης 
στη διεπαφή (επιβάλλοντας τις σωστές συνθήκες για το πρόβληµα) επαναληπτικά έως 
ότου επιτευχθεί η σύγκλιση. 

Περιβάλλοντα επίλυσης προβληµάτων πολλαπλών πεδίων / πολλαπλών 
φυσικών που υλοποιούν τη µεθοδολογία χαλάρωσης στη διεπαφή θα πρέπει να είναι 
ικανά να φιλοξενούν και να ενσωµατώνουν µια ποικιλία υφιστάµενων επιλυτών ΜΔΕ 
και µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή. Αυτοί οι επιλυτές πρέπει να παρέχουν µια 
ελάχιστη λειτουργικότητα συµπεριλαµβανοµένων των εξής: ορισµό πεδίου και ΜΔΕ, 
δηµιουργία πλέγµατος, σχήµα διακριτοποίησης, εκτίµηση της λύσης και της 
παραγώγου σε οποιοδήποτε σηµείο του πεδίου συµπεριλαµβανοµένων των ορίων / 
διεπαφών. Οι υφιστάµενες υλοποιήσεις, που παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο 2, έχουν 
διάφορα µειονεκτήµατα, µεταξύ των οποίων το ότι εξαρτώνται σε µεγάλο βαθµό από 
πλατφόρµες πρακτόρων και την βιβλιοθήκη PELLPACK, αποκαλύπτοντας έτσι την 
ανάγκη µιας νέας υλοποίησης απαλλαγµένης από αυτούς τους περιορισµούς. 

Στην παρούσα µελέτη υλοποιούµε µια από τις µεθόδους χαλάρωσης στη 
διεπαφή, που παρουσιάστηκαν 2η Ετήσια Έκθεση Προόδου, τη geometric (GEO) 
contraction based στη FEniCS. Η FEniCS [19] είναι µια συλλογή ελεύθερου 
λογισµικού για αυτοµατοποιηµένη, αποδοτική επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Οι 
λόγοι για την επιλογή της FEniCS είναι, µεταξύ άλλων, ότι είναι αξιόπιστη, 
αποδοτική, ελεύθερη και υποσχόµενη να υποστηρίζεται και στο µέλλον. Μια 
παράλληλη υλοποίηση της GEO στη FEniCS µε τη βοήθεια του RabbiMQ 
(προσανατολισµένο σε µηνύµατα middleware) [20] παρουσιάζεται, επίσης. Στη 
συνέχεια του κεφαλαίου παρουσιάζονται σύντοµα η FEniCS, το RabbiMQ και 
ζητήµατα τόσο της σειριακής, όσο και της παράλληλης υλοποίησης. 

2.5.2. Υλοποίηση στη FEniCS 
Σκοπεύοντας στην ενσωµάτωση της µεθόδου GEO, µαζί µε άλλες µεθόδους 

χαλάρωσης στη διεπαφή, σε ένα ολοκληρωµένο περιβάλλον επίλυσης προβληµάτων 
που να αφορά προβλήµατα πολλαπλών πεδίων / πολλαπλών φυσικών την 
υλοποιήσαµε στη FEniCS. Η FEniCS παρέχει κλάσεις και µεθόδους µε τις οποίες 
είναι δυνατός ο καθορισµός των ιδιοτήτων των υποπεδίων του προβλήµατος 
(γεωµετρία πεδίου, τελεστής ΜΔΕ και οριακές συνθήκες ή/και συνθήκες διεπαφών). 
Οι µέθοδοί της µπορούν επίσης να δηµιουργήσουν ή/και να βελτιώσουν πλέγµατα 
(τριγωνικά στοιχεία) για κάθε υποπεδίο, να επιλύσουν τα τοπικά προβλήµατα ΜΔΕ 
και να απεικονίσουν τα υπολογισµένα αποτελέσµατα για ολόκληρο το πεδίο και για 
τις διεπαφές. Ο προεπιλεγµένος επιλυτής στα προγράµµατα της FEniCS είναι η αραιή 
LU αποσύνθεση, καθώς είναι ισχυρή για κάποιες χιλιάδες αγνώστους στο σύστηµα 
εξισώσεων. Παρόλα αυτά, η αραιή LU αποσύνθεση γίνεται αργή και πολύ απαιτητική 
σε µνήµη για µεγάλα προβλήµατα. Για αυτό το λόγο η FEniCS παρέχει εναλλακτικά 
και επαναληπτικές µεθόδους, όπως οι preconditioned Krylov επιλυτές, οι οποίοι είναι 
γρηγορότεροι και απαιτούν σηµαντικά λιγότερη µνήµη. Μια πλήρης λίστα των 
διαθέσιµων Krylov επιλυτών και preconditioners µπορεί να βρεθεί στην τεκµηρίωση 
της FEniCS [19]. Στην πραγµατικότητα, οι υλοποιήσεις των επιλυτών που τίθενται σε 
δράση εξαρτώνται από την επιλογή του πακέτου γραµµικής άλγεβρας. Η FEniCS 
υποστηρίζει διάφορα πακέτα γραµµικής άλγεβρας, που αποκαλούνται backends στην 
ορολογία της FEniCS. Το PETSc είναι το προεπιλεγµένο backend και εναλλακτικά 
backends που υποστηρίζονται είναι τα uBLAS, Epetra (Trilinos) και MTL4. 
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Για την καλύτερη κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο ένα πρόβληµα 
επιλύεται στη FEniCS πειραµατιστήκαµε µε το ακόλουθο πρόβληµα-µοντέλο, που 
είναι το Poisson πρόβληµα: 

−∇!𝑢 𝑥 = 𝑓 𝑥 ,    𝑥 𝑖𝑛 𝛺, 
𝑢 𝑥 = 𝑢! 𝑥 ,    𝑥 𝑜𝑛 𝜕𝛺. 

Εδώ, η 𝑢 𝑥 είναι η άγνωστη συνάρτηση, η 𝑓 𝑥  είναι µια ορισµένη 
συνάρτηση, το ∇! είναι ο τελεστής Laplace, το 𝛺 είναι το χωρικό πεδίο και το 𝜕𝛺 
είναι το όριο του 𝛺. Μια ΜΔΕ σαν αυτή, µαζί µε ένα πλήρες σύνολο από οριακές 
συνθήκες αποτελούν ένα πρόβληµα οριακών τιµών, που πρέπει να οριστεί πλήρως 
πριν την επίλυσή του στη FEniCS. 

 

2.5.3. RabbitMQ 
Για την παράλληλη υλοποίηση στην πλατφόρµα FEniCS χρησιµοποιήθηκε το 

RabbitMQ [20]. Το RabbitMQ είναι ένας ελαφρύς, αξιόπιστος, επεκτάσιµος και 
φορητός µεσολαβητής µηνυµάτων. Δίνει στις εφαρµογές µια κοινή πλατφόρµα για 
αποστολή και λήψη µηνυµάτων. Το RabbitMQ τρέχει σε όλα τα κύρια λειτουργικά 
συστήµατα και είναι εύκολο στη χρήση. Υποστηρίζει έναν τεράστιο αριθµό από 
πλατφόρµες ανάπτυξης, µεταξύ των οποίων και την Python, που είναι η πλατφόρµα 
ανάπτυξης της FEniCS. Το RabbitMQ βασίζεται στο Advanced Message Queuing 
Protocol (AMQP). Το AMQP είναι ένα πρωτόκολλο µηνυµάτων που ασχολείται µε 
εκδότες και καταναλωτές. Οι εκδότες παράγουν τα µηνύµατα, οι καταναλωτές τα 
λαµβάνουν και τα επεξεργάζονται. 

Στην παρούσα µελέτη δηµιουργήθηκε ένα σύστηµα κλήσης αποµακρυσµένης 
διαδικασίας (Remote Procedure Call - RPC), βασισµένο στο RabbitMQ καθότι 
υπάρχει µεγάλη ανάγκη για επικοινωνία κατά τη διάρκεια της παράλληλης επίλυσης 
των προβληµάτων ΜΔΕ. Στη συνέχεια θα περιγράψουµε τη διαδικασία δηµιουργίας 
ενός RPC συστήµατος (που επιστρέφει Fibonacci αριθµούς): ένας πελάτης και ένας 
server χρησιµοποιώντας το RabbitMQ. 
 

2.5.4. Σειριακή Υλοποίηση 
Η geometric (GEO) contraction based µέθοδος υλοποιείται σαν ένα FEniCS 

πρόγραµµα γραµµένο στην προγραµµατιστική γλώσσα Python. Η βιβλιοθήκη 
DOLFIN χρησιµοποιείται για την εισαγωγή κλάσεων χρήσιµων για τη δηµιουργία 
των υποπεδίων του προβλήµατος και τη δηµιουργία πλεγµάτων (τριγωνικά στοιχεία) 
σε αυτά τα υποπεδία. Στη συνέχεια δηλώνουµε και εφαρµόζουµε τις οριακές 
συνθήκες, καθώς επίσης και τις αρχικές µαντεψιές στις διεπαφές των υποπεδίων. Το 
πρόβληµα ΜΔΕ πρέπει να εκφραστεί σαν ένα παραµετρικό (variational) πρόβληµα 
και στη συνέχεια να οριστεί στο πρόγραµµα. Μετά τον υπολογισµό της λύσης, 
πραγµατοποιείται και ο υπολογισµός της παραγώγου. 

Η δηµιουργία κατάλληλων συναρτήσεων για την λήψη των τιµών της λύσης 
και της παραγώγου στα σηµεία των διεπαφών (όρια των υποπροβληµάτων), ο 
υπολογισµός των νέων χαλαρωµένων τιµών και το πέρασµά τους πίσω στα 
υποπροβλήµατα σαν ανανεωµένες τιµές για τις διεπαφές ήταν οι κυριότερες 
προκλήσεις της υλοποίησης της GEO.  
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2.5.5. Παράλληλη Υλοποίηση 
Δεδοµένου ότι η µέθοδος GEO είναι εγγενώς παραλληλίσιµη, στην 

παράλληλη υλοποίησή της κάθε κόµβος επιλύει ένα υποπεδίο. Οι υπολογισµένες 
τιµές της λύσης και της παραγώγου στα σηµεία των διεπαφών από κάθε κόµβο (που 
επιλύει ένα υποπεδίο που έχει παραπάνω από ένα γειτονικά υποπεδία) στέλνονται σαν 
ένα RabbiMQ µήνυµα, έτσι ώστε η νέα επανάληψη να ξεκινήσει και στον άλλο 
κόµβο επίσης. Αυτό το σχήµα, που δεν εµπεριέχει ξεχωριστούς κόµβους για να 
διαχειρίζονται τις διεπαφές εξυπηρετεί στη µείωση του αριθµού των µηνυµάτων που 
ανταλλάσσονται, σε µια προσπάθεια να ελαχιστοποιηθεί ο συνολικός χρόνος 
επικοινωνίας. 

Άρα, το µεσαίο πεδίο το επιλύει ένας client και τα άλλα δύο ένας server το 
καθένα. Αυτοί οι servers χειρίζονται και τις διεπαφές.  

 
 

2.6 Ασύγχρονη Μέθοδος Χαλάρωσης Διεπαφών 

2.6.1. Εισαγωγή 
Η επίλυση των σύνθετων µερικών διαφορικών εξισώσεων (PDEs) είναι ένα 

αναπόφευκτο βήµα στις πολυάριθµες επιστηµονικές εφαρµογές. Εντούτοις, αυτό 
είναι µια διαδικασία υπολογιστικά απαιτητική και µε µεγάλες απαιτήσεις µνήµης για 
τις µεγάλης κλίµακας διαφορικές εξισώσεις. Αυτό ισχύει ιδιαίτερα για τα 
προβλήµατα πολλαπλών-περιοχών και πολλαπλής-φυσικής όπου διαφορετικοί 
τελεστές PDE εφαρµόζονται στα διαφορετικά subdomains. Οι τεχνικές αποσύνθεσης 
περιοχών [1], [2] χρησιµοποιήθηκαν πρώτιστα για να αντιµετωπίσουν τέτοια 
προβλήµατα. Περιλαµβάνουν την αποσύνθεση στο γραµµικό επίπεδο άλγεβρας µε 
διακριτοποίηση της περιοχής και της εξίσωσης µε την επιθυµητή µέθοδο. Αν και, το 
κύριο µειονέκτηµά τους είναι η µη ευελιξία στη χρήση της διαφορετικής µεθόδου ανά 
subdomain του αρχικού προβλήµατος. Η µεθοδολογία χαλάρωσης διεπαφών είναι µια 
ενδιαφέρουσα εναλλακτική λύση [3]– [5]. 
Το κύριο πλεονέκτηµα των µεθόδων IR είναι ότι µεταχειρίζονται ένα πρόβληµα 

πολλαπλών-περιοχών /πολλαπλής φυσικής ως αόριστα συνδεµένο σύστηµα των υπο-
προβληµάτων που αποτελούνται από τα πολύ απλούστερα προβλήµατα PDE και 
σχετικά µε τη γεωµετρία και το διαφορικό τελεστή. Πιο συγκεκριµένα, στις µεθόδους 
IR η περιοχή PDE αποσυντίθεται στα subdomains, που παράγονται από την 
ελλοχεύουσα φυσική ή από τις υψηλές υπολογιστικές ανάγκες.  
Σε αυτή τη δράση έγινε µια ασύγχρονη παράλληλη εφαρµογή της µεθόδου 

GEO/IR [6]. Η προτεινόµενη µεθοδολογία κατορθώνει να υπερνικήσει την 
παραδοσιακή δυσχέρεια των παράλληλων µεθόδων IR και να εκµεταλλευτεί τον 
ελλοχεύοντα έµφυτο παραλληλισµό της λύσης των subdomains, που καθιστούν τη 
µέθοδο εξελικτική στη µεγάλη κατανεµηµένη παράλληλη εγκατάσταση. Μια 
προκαταρκτική πειραµατική αξιολόγηση του ασύγχρονου GEO καταδεικνύει την 
εξελιξιµότητα και την αποτελεσµατικότητά της για τη λύση των αρκετά µεγάλων 
προβληµάτων πολλαπλών-περιοχών και πολλαπλής-φυσικής. 

 

2.6.2. Σειριακός αλγόριθµος 
Το πρόβληµα PDE διαιρείται στα υπο-προβλήµατα, κάθε ένα από τα οποία 

διακριτοποιείται µε την κατάλληλη µέθοδο. Οι οριακές συνθήκες πρέπει να 
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διευκρινιστούν και να εφαρµοστούν σε κάθε υπο-πρόβληµα, καθώς επίσης και οι 
αρχικές συνθήκες στις διεπαφές µεταξύ των υποπροβληµάτων. Κατόπιν 
παρουσιάζονται η λύση και η κλίση κάθε υπο-προβλήµατος. Αφότου εκτελείται το 
βήµα λύσης, πρέπει να πάρουµε τις τιµές της λύσης και της κλίσης στα σηµεία 
διεπαφών και να υπολογίσουµε τις νέες χαλαρωµένες τιµές. Με τη µέθοδο GEO / IR 
[6] οι νέες χαλαρωµένες τιµές στα σηµεία διεπαφών λαµβάνονται µε την προσθήκη 
στα παλαιά ενός γεωµετρικά σταθµισµένου µέσου όρου των κανονικών παραγώγων 
ορίου των παρακείµενων subdomains.  

 

2.6.3. Σύγχρονος παράλληλος αλγόριθµος 
Η GEO έχει µια βαθιά στατική παράλληλη εφαρµογή, όπου κάθε κόµβος 

αντιπροσωπεύει έναν υπολογιστικό πυρήνα που λύνει ένα subdomain. Οι 
υπολογισµένες λύσεις PDE και οι κλίσεις στα σηµεία διεπαφών από κάθε κόµβο 
στέλνονται ως µήνυµα στον κόµβο που χειρίζεται το παρακείµενο subdomain. Όταν 
κάθε κόµβος λαµβάνει όλες τις παρακείµενες πληροφορίες σηµείων διεπαφών, 
υπολογίζει τις νέες χαλαρωµένες τιµές σηµείων διεπαφών, που εξυπηρετούν τόσο τις 
νέες εκτιµήσεις για την επόµενη επανάληψη των παρακείµενων subdomains και τις 
στέλνει πίσω σαν µηνύµατα. Όταν οι νέες τιµές διεπαφών σταλούν σε όλα τα 
subdomains, η επόµενη επανάληψη µπορεί να αρχίσει σε όλους τους κόµβους. 

2.6.4. Ασύγχρονος παράλληλος αλγόριθµος 
Η κύρια δυσχέρεια του παράλληλου αλγορίθµου GEO προκύπτει όταν τα υπο-

προβλήµατα έχουν πολλούς γείτονες, τα οποία είναι άνισου µεγέθους, και έτσι άνισου 
υπολογιστικού φόρτου εργασίας. Κατά συνέπεια, κάθε υπο-πρόβληµα πρέπει να 
περιµένει έως ότου τελειώνουν οι όλοι γείτονές του το βήµα λύσης τους και οι νέες 
χαλαρωµένες τιµές έχουν υπολογιστεί για όλες τις διεπαφές. 
Στην ασύγχρονη προσέγγιση παραλληλισµού, το βήµα συγχρονισµού είναι 

χρονικά χαλαρωµένο και κάθε subdomain υπολογίζεται επαναληπτικά βασισµένο στις 
πρόσφατες διαθέσιµες τιµές διεπαφών που παρέχονται από τις γειτονικές υπο-
περιοχές. Το παραπάνω σχήµα δηµιουργεί µια σειρά αναµονής µηνυµάτων για κάθε 
subdomain, µε τη σειρά αναµονής που γεµίζουν µε τα µηνύµατα για τις νέες τιµές 
διεπαφών από τα γειτονικά subdomains. Στην περίπτωση που δεν υπάρχει κανένα νέο 
µήνυµα, ο επιλυτής του subdomain περιµένει. Εάν η σειρά αναµονής δεν είναι κενή, 
όλα τα µηνύµατα καταναλώνονται σε µια διάταξη LIFO για κάθε διεπαφή και τα 
παλαιότερα µηνύµατα απορρίπτονται. Οι νέες τιµές για κάθε διεπαφή υπολογίζονται 
τοπικά και αρχίζει µια νέα επανάληψη των επιλυτών PDE για το αντίστοιχο 
subdomain. Στο τέλος κάθε τοπικής επανάληψης, οι νέες τοπικές υπολογισµένες τιµές 
σε όλες τις διεπαφές στέλνονται ασύγχρονα στους αντίστοιχους γείτονες. Η 
διαδικασία τελειώνει όταν για όλες τις διεπαφές αποτυγχάνουν να βρουν όλα τα 
subdomains τη σηµαντική διαφορά στις νέες τιµές που υπολογίζονται. 

 
 

2.7 Παραλληλοποίηση Alopex 
Στην παρούσα δράση παραλληλοποιήθηκε από την ΚΕΟ 3 η µέθοδος Alopex 

στην εφαρµογή της για το πρόβληµα της υφαλµύρισης υδροφορέων γλυκών υδάτων 
λόγω υπεράντλησης στα πηγάδια στο Βαθύ της Καλύµνου που έχει υλοποιηθεί από 
την ΚΕΟ 1. Στο συγκεκριµένο πρόβληµα η Alopex υπολογίζει επαναληπτικά νέες 
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τιµές αντλήσεων των πηγαδιών σε µια προσπάθεια να βρεθεί εκείνος ο συνδυασµός 
αντλήσεων που δίνει το µέγιστο κέρδος χωρίς ταυτόχρονα να υφαλµυριστεί κάποιο 
πηγάδι. 

Στην παράλληλη υλοποίηση της ΚΕΟ3 ο υπολογισµός νέων τιµών αντλήσεων 
των πηγαδιών διανέµεται σε µεταβλητό αριθµό εικονικών µηχανών που µπορεί να 
ορίζει ο χρήστης ή το σύστηµα ανάλογα µε τους διαθέσιµους πόρους. Αφού 
υπολογιστούν διάφοροι συνδυασµοί αντλήσεων επιλέγεται ένας συνδυασµός µε έναν 
από τους παρακάτω τρόπους είτε βάσει επιλογής του χρήστη είτε τυχαία: 

• η υψηλότερη συνολική άντληση, 
• τυχαία επιλογή όπου ο κάθε συνδυασµός είναι ισοπίθανος 
• τυχαία επιλογή όπου ο κάθε συνδυασµός έχει πιθανότητα επιλογής ανάλογη 
της συνολικής άντλησης 

Επίσης δίνεται η δυνατότητα βάσει επιλογής του χρήστη οι τιµές των 
αντλήσεων στις πρώτες επαναλήψεις να µεταβάλλονται εντονότερα από ότι στις 
επόµενες. 

Τα αποτελέσµατα της εφαρµογής της παράλληλης υλοποίησης της Alopex στο 
πρόβληµα της υφαλµύρισης υδροφορέων γλυκών υδάτων λόγω υπεράντλησης στα 
πηγάδια στο Βαθύ της Καλύµνου είναι ενθαρρυντικά καθώς παρατηρείται σύγκλιση 
σε µικρότερο αριθµό επαναλήψεων. 

 
Συνδυασµός Alopex µε Interface Relaxation µεθόδους 
 
Το πρόβληµα των πηγαδιών στο Βαθύ της Καλύµνου είναι ένα πρόβληµα 

πολλαπλών πεδίων / πολλαπλών φυσικών, οπότε στην παρούσα δράση εξετάζεται η 
δυνατότητα επίλυσής του µε Interface Relaxation µεθόδους σε κάθε Alopex 
επανάληψη. Αρχικά εφαρµόστηκε η GEO IR µέθοδος, η οποία δεν έδωσε καλά 
αποτελέσµατα λόγω της φύσης του προβλήµατος. Οπότε, στη συνέχεια εφαρµόστηκε 
η ROB IR µέθοδος η οποία δίνει ενθαρρυντικά αποτελέσµατα που χρήζουν όµως 
περαιτέρω µελέτης. 
 

3. Αποτελέσµατα Παράλληλης Υλοποίησης Αλγορίθµων 
 

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της παράλληλης 
υλοποίησης των αλγορίθµων που παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο 2. Αρχικά ο έλεγχος 
έγινε µε απλά παραδείγµατα µοντέλων πολλαπλών πεδίων, ακολούθησαν πιο σύνθετα 
προβλήµατα, σε συνεργασία µε µέλη της ΚΕΟ 2. Τέλος, σε συνεργασία µε την ΚΕΟ 
1, η παραπάνω µεθοδολογία εφαρµόστηκε στο πραγµατικό πρόβληµα υφαλµύρισης 
των πηγαδιών στο Βαθύ της Καλύµνου.     

 

3.1. Μέθοδοι χαλάρωσης στη Διεπαφή 
 
Μία σύντοµη µελέτη αξιολόγησης απόδοσης των µεθόδων µπορεί να βρεθεί 

στο [21] (του κεφ. 2.3) όπου παρουσιάζονται και συζητούνται αριθµητικά δεδοµένα 
για µονοδιάστατα προβλήµατα. Τα προβλήµατα αυτά µπορεί να θεωρηθούν πολύ 
απλά για να έχουν πρακτική αξία, αλλά ο πειραµατισµός µαζί τους ανέδειξε διάφορες 
πλευρές της φύσης των µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή. Τα ποιοτικά τους 
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χαρακτηριστικά φαίνονται στον πίνακα 1. Η ταχύτητα σύγκλισης, όπως φαίνεται 
µπορεί να είναι χαµηλή, µέση ή υψηλή. Οι επαναλήψεις µπορούν να προσεγγίζουν 
την πραγµατική λύση µονότονα ή όχι και µπορεί να υπάρχουν µία, δύο ή καµία 
παράµετροι χαλάρωσης για να επιταχύνουν τη σύγκλιση. Κάποιες µέθοδοι είναι ενός 
βήµατος, άλλες όχι και κάποιες χρησιµοποιούν ιστορία (η καινούργια τιµή στη 
διεπαφή ισούται µε την παλιά συν έναν όρο διόρθωσης), ενώ άλλες όχι. 

 
 Ταχύτητα Μονοτ/κότητα 

Σύγκλισης 
Αριθµός 
Παραµέτρων 

Διαθέσιµη 
Θεωρία 

Ιστορία Ενός 
Βήµατος 

A
VE 

Μέση Όχι 2 Λίγη Όχι Όχι 

G
EO 

Μέση Ναι 2 Λίγη Ναι Ναι 

N
EW 

Μέση Όχι Καµία Όχι Ναι Ναι 

R
OB 

Χαµηλή Όχι 1 Λίγη Όχι Ναι 

S
CO 

Μέση Όχι 1 Λίγη Ναι Όχι 

S
HO 

Μέση Ναι Καµία Λίγη Ναι Ναι 

S
PO 

Υψηλή Ναι 1 Όχι Ναι Όχι 

Πίνακας 3: Ιδιότητες των επτά µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή 

Τα βασικά συµπεράσµατα που προκύπτουν από αυτή τη συγκριτική ανάλυση 
είναι ότι υπάρχουν αρκετές µέθοδοι χαλάρωσης στη διεπαφή που δείχνουν ότι έχουν 
τις δυνατότητες να δουλέψουν αποδοτικά και ότι µένουν ακόµα πολλά να µάθουµε 
για τη συµπεριφορά τους και για το πώς να διαλέγουµε ανάµεσά τους την κατάλληλη, 
αλλά και το πώς να διαλέγουµε τις παραµέτρους τους. 

Στην παρούσα µελέτη η µέθοδος που θα υλοποιήσουµε είναι η GEO γιατί 
είναι µία από αυτές που έχουν πολύ καλά χαρακτηριστικά, όπως µονοτονικότητα στη 
σύγκλιση, χρήση ιστορίας (η καινούργια τιµή στη διεπαφή ισούται µε την παλιά συν 
έναν όρο διόρθωσης) και το ότι είναι ενός βήµατος. Επίσης γιατί για τη GEO υπάρχει 
µια πρόσφατη υλοποίηση [18] (κεφ. 2.3) µε την οποία µπορούµε να συγκρίνουµε την 
προτεινόµενη υλοποίηση. Η υλοποίηση βέβαια και των υπόλοιπων έξι µεθόδων στο 
περιβάλλον επίλυσης προβληµάτων πολλαπλών πεδίων/ πολλαπλών φυσικών που 
υλοποιούµε είναι στα άµεσα µελλοντικά µας σχέδια. 

3.1.1. Πειράµατα 
Για την εξέταση της ορθότητας και της απόδοσης της υλοποίησης, 

χρησιµοποιείται το ακόλουθο ελλειπτικό πρόβληµα: 
Lu x, y ≡ ∇u x, y + γ!u x, y = f x, y , (x, y) ∈ Ω

u x, y = u! x, y , (x, y) ∈ Ω  

µε f x, y  και u! x, y  επιλεγµένα έτσι ώστε η πραγµατική λύση να είναι: 
u x, y = e! !!! x x− 1 x− 0.7 y y− 0.5                  (3) 

Πιο συγκεκριµένα µελετώνται δύο διαφορετικά προβλήµατα ΜΔΕ που 
αποτελούνται από την προηγούµενη διαφορική εξίσωση και οριακές συνθήκες και τα 
δύο διαφορετικά πεδία που αποτυπώνονται στην εικόνα 6. 
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Εικόνα 2: Τα πεδία του οµοιόµορφου (αριστερά) και του ανοµοιόµορφου (δεξιά) προβλήµατος 

 
 
Για το οµοιόµορφο πρόβληµα τα σηµεία των διεπαφών είναι στα x! =

!
!
 και 

x! =
!
!
 και για το ανοµοιόµορφο πρόβληµα στα x! =

!
!
 και x! =

!
!
 και το γ! = 2. Τα 

πειράµατα εκτελούνται για διάφορες τιµές της παραµέτρου διακριτοποίησης h, η 
οποία έχει θεωρηθεί ίση τόσο στην κατεύθυνση x όσο και στην κατεύθυνση y. Τα 
προκύπτοντα µεγέθη του πλέγµατος παρουσιάζονται στον πίνακα 4. 

 
 

 
 
Οµοιόµορφο πρόβληµα 
 
Περίπτωση H Αριστερό υποπεδίο Μεσαίο υποπεδίο Δεξί υποπεδίο 
Π1 0.1 4x21 4x6 4x11 
Π2 0.05 8x41 8x11 8x21 
Π3 0.025 14x81 14x21 14x41 
Π4 0.0125 28x161 28x41 28x81 
Π5 0.00625 55x321 55x81 55x161 
Π6 0.003125 108x641 108x161 108x321 
Π7 0.0015625 214x1281 214x321 214x641 
 
Ανοµοιόµορφο πρόβληµα 
 
Περίπτωση H Αριστερό υποπεδίο Μεσαίο υποπεδίο Δεξί υποπεδίο 
Π1 0.1 3x21 4x6 6x11 
Π2 0.05 5x41 7x11 11x21 
Π3 0.025 9x81 13x21 21x41 
Π4 0.0125 17x161 25x41 41x81 
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Π5 0.00625 33x321 49x81 81x161 
Π6 0.003125 65x641 97x161 161x321 
Π7 0.0015625 129x1281 193x321 321x641 

Πίνακας 4: Περιπτώσεις ελέγχου που εξετάστηκαν µαζί µε το βήµα διακριτοποίησης και το µέγεθος 
πλέγµατος για το αριστερό, µεσαίο και δεξί υποπεδίο του οµοιόµορφου και του ανοµοιόµορφου προβλήµατος 

 
Το ιστορικό της σύγκλισης αποτυπώνεται στις επόµενες εικόνες. Πιο 

συγκεκριµένα, στο αριστερό γράφηµα παρουσιάζεται η νόρµα µεγίστου της σχετικής 
διαφοράς διαδοχικών επαναλήψεων για τη διεπαφή x! =

!
!
 του οµοιόµορφου 

προβλήµατος για h = 0.1, 0.05, 0.025. Όπως άλλωστε υπόσχεται η µεθοδολογία 
χαλάρωσης στη διεπαφή, παρατηρούµε ότι ο ρυθµός σύγκλισης είναι ανεξάρτητος 
του τοπικού βήµατος διακριτοποίησης h. Για το οµοιόµορφο πρόβληµα και για τη 
διεπαφή x! =

!
!
 στο δεξί γράφηµα παρουσιάζονται η ακριβής και οι υπολογισµένες 

λύσεις για τις επαναλήψεις 1, 3, 6, 10 για h = 0.05.  
 

 
Εικόνα 3: Η νόρµα µεγίστου της 
σχετικής διαφοράς διαδοχικών 
επαναλήψεων για τη διεπαφή x_1=1/3 
του οµοιόµορφου προβλήµατος για 
h=0.1,0.05,0.025. 
 

 
Εικόνα 4: Η ακριβής και οι 
υπολογισµένες λύσεις για το 
οµοιόµορφο πρόβληµα και για τη 
διεπαφή x_1=1/3 για τις επαναλήψεις 
1, 3, 6, 10 για h=0.05. 
 

 
 
Στον πίνακα 5 παρουσιάζονται οι συνολικοί χρόνοι εκτέλεσης της σειριακής και της 
παράλληλης υλοποίησης.  

 
 
Π1 
 

 
Π2 
 

 
Π3 
 

 
Π4 
 

 
Π5 
 

 
Π6 
 

 
Π7 
 

 
Οµοιόµορφο πρόβληµα 
 
Σειριακή 
Υλοποίηση 

1.900 2.664 5.216 12.883 40.883 178.217 996.348 

Παράλληλη 
Υλοποίηση 

3.495 4.068 6.140 13.595 39.808 154.633 723.731 

 
Ανοµοιόµορφο πρόβληµα 
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Σειριακή 
Υλοποίηση 

2.294 2.854 5.111 13.251 37.266 179.561 1057.644 

Παράλληλη 
Υλοποίηση 

3.720 4.264 5.732 10.633 34.172 126.607 918.838 

Πίνακας 5: Χρόνοι συνολικής εκτέλεσης σειριακής και παράλληλης υλοποίησης 

Για το οµοιόµορφο πρόβληµα η παράλληλη υλοποίηση αρχίζει να γίνεται 
γρηγορότερη από την περίπτωση Π5 και µετά, ενώ για το ανοµοιόµορφο από την 
περίπτωση Π4 και µετά. Αυτό είναι λογικό µιας και στο οµοιόµορφο πρόβληµα ένα 
από τα 3 υποπροβλήµατα είναι σηµαντικά µεγαλύτερο από τα υπόλοιπα και άρα είναι 
το κυρίαρχο στο χρόνο εκτέλεσης και της σειριακής και της παράλληλης υλοποίησης. 

Η σειριακή εκτέλεση πραγµατοποιείται σε έναν κόµβο µε 4 Intel(R) Xeon(R) 
CPU E5-2620, 2.00GHz επεξεργαστές και 2GB RAM και η παράλληλη σε 3 κόµβους 
µε την ίδια διαµόρφωση, στην Cloud Υποδοµή του Εργαστηρίου Αναγνώρισης 
Προτύπων, του τµήµατος Μηχ/κών Η/Υ και Πληροφορικής. 

Ο χρόνος των σειριακών εκτελέσεων περιλαµβάνει το συνολικό χρόνο των 
υπολογισµών για τα τρία πεδία και τις δύο διεπαφές για 16 γενιές. Στις παράλληλες 
εκτελέσεις, ο συνολικός χρόνος αντιστοιχεί στο χρόνο που απαιτείται για την επίλυση 
του µεγαλύτερου από τα τρία υποπεδία µαζί µε τους υπολογισµούς για τις διεπαφές 
και την απαραίτητη επικοινωνία, για 16 γενιές. Οι περιπτώσεις ελέγχου επιλέχτηκαν 
για να διερευνηθεί η συµπεριφορά της παράλληλης υλοποίησης και όχι για λόγους 
ακρίβειας. Όσο τα πλέγµατα γίνονται λεπτότερα, ο φόρτος εργασίας  αυξάνεται 
σηµαντικά, ενώ ο χρόνος επικοινωνίας αυξάνεται µε µια τάξη µεγέθους µικρότερη. 
Αυτός είναι ο κύριος λόγος που κέρδος παρατηρείται για λεπτά πλέγµατα. 

3.2. Εφαρµογή Υβριδικού Παράλληλου Monte Carlo Επιλυτή 
Μ.Δ.Ε. 

3.2.1. Πειραµατικά αποτελέσµατα 
Έχουµε εκτελέσει έναν εκτενή αριθµό πειραµάτων σε ένα εικονικό cluster 8 

µηχανηµάτων που τρέχει σε µια OpenStack Cloud υποδοµή του υπολογιστικού 
κέντρου του Τµήµατος Υπολογιστών και Πληροφορικής του ΤΕΙ Δυτικής Ελλάδας. Η 
cloud υποδοµή χρησιµοποιεί ένα Dell Blade Enclosure µε 16 dual processor Xeon 
servers, µε κάθε επεξεργαστή να έχει 6 hyper-threading πυρήνες και 48 Gbytes κύριας 
µνήµης. Τα blades είναι διασυνδεδεµένα µε 1 GBit Ethernet. Κάθε εικονικό 
µηχάνηµα έχει 4 εικονικές CPUs και 8 GBytes RAM. 

Για όλα τα προβλήµατα έχουµε δηµιουργήσει όλους τους πιθανούς 
συνδυασµούς εκτέλεσης για το µέγιστο αριθµό νηµάτων nt={1, 2, 4, 6, 8} ανά 
διεργασία np={1, 2, 4, 8, 16, 32, 64} και τον αριθµό των τυχαίων περιπάτων που 
πραγµατοποιούνται ανά κόµβο από τον Monte Carlo αλγόριθµο walks = {20K, 40K, 
80K, 160K}, ώστε να µπορέσουµε να καθορίσουµε την επιτάχυνση και την 
κλιµάκωση της προτεινόµενης προσέγγισης. Για το profiling της υβριδικής 
υλοποίησης έχουµε χρησιµοποιήσει τον mpiP profiler [10] που είναι µια ελαφριά 
βιβλιοθήκη profiling για MPI εφαρµογές. Επειδή απλά συλλέγει στατιστική 
πληροφορία για τις MPI συναρτήσεις, το mpiP δηµιουργεί σηµαντικά λιγότερη 
επιβάρυνση και πολύ λιγότερα δεδοµένα από εργαλεία ανίχνευσης. Όλη η 
συλλεγόµενη πληροφορία από το mpiP είναι τοπική ανά διεργασία. 

Οι Πίνακες 3-10 παρουσιάζουν τους χρόνους εκτέλεσης και ο Πίνακας 11 την 
επιτάχυνση που επιτεύχθηκε για όλα τα προβλήµατα εισόδου. 
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Πρόβληµα 1 
Np 1 2 4 8 6 2 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 6 8 6 3 3 4 3 
80K 9 14 11 5 4 6 5 
160K 8 4 19 9 6 6 8 

Πίνακας 4: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 1 

Πρόβληµα 2 
Np 1 2 4 8 6 2 4 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 26 9 7 4 3 3 4 
80K 50 14 10 6 4 5 5 
160K 99 25 19 9 6 7 9 

Πίνακας 5: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 2 

Πρόβληµα 3 
Np 1 2 4 8 6 2 4 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 25 0 5 3 3 2 3 
80K 0 6 10 4 3 4 4 
160K 9 8 8 8 5 6 6 

Πίνακας 6: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 3 

Πρόβληµα 4 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 538 183 120 20 62 68 77 
80K 931 298 170 88 80 86 90 
160K 1777 511 295 124 109 122 129 

Πίνακας 7: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 4 

 
Πρόβληµα 5 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 534 183 120 70 62 68 74 
80K 946 298 170 88 180 86 90 
160K 1757 511 295 124 109 122 129 

Πίνακας 8: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 5 

Πρόβληµα 6 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 494 176 423 78 72 75 77 
80K 847 273 164 97 82 92 94 
160K 1550 464 292 135 106 121 30 

Πίνακας 9: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 6 
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Πρόβληµα 7 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 365 176 109 78 72 75 77 
80K 713 273 164 97 82 92 94 
160K 1416 464 292 135 105 121 130 

Πίνακας 10: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – πρόβληµα 7 

Προβλήµατα εισόδου 
Np 1 2 4 8 16 32 64 
Nt 1 2 4 6 6 8 8 
40K 2008 745 610 306 277 295 312 
80K 3576 1196 699 385 335 371 382 
160K 6796 2037 1230 544 446 505 541 

Πίνακας 11: Υβριδικοί χρόνοι εκτέλεσης – άθροισµα 

Επιτάχυνση προβληµάτων εισόδου 
Np 2 4 8 16 32 64 
Nt 2 4 6 6 8 8 
Min 2.81 2.03 6.33 6.86 6.59 6.42 
Avg 3.08 4.17 8.85 10.60 9.53 9.12 
Max 3.34 5.13 11.48 14.62 12.81 11.92 

Πίνακας 12: Επιτάχυνση 

 
Η λεπτοµερής ανάλυση των εκτελέσεων δείχνει ότι ο αλγόριθµος 

κλιµακώνεται σχεδόν γραµµικά σε σχέση µε τον αριθµό των ενεργών νηµάτων 
επεξεργασίας, δηλαδή τον αριθµό των διεργασιών πολλαπλασιασµένο µε τον αριθµό 
των νηµάτων, έως ότου ο χρόνος εκτέλεσης του Monte Carlo µειωθεί σηµαντικά 
λόγω της παραλληλοποίησης και οι υπόλοιποι πυρήνες τώρα κυριαρχούν στο χρόνο 
εκτέλεσης. 

Οι Εικόνες 21-24 παρουσιάζουν την επιτάχυνση και το χρόνο εκτέλεσης για 
κάποια από τα προβλήµατα εισόδου. 

 
Εικόνα 21: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 2 
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Εικόνα 22: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 4 

 
Εικόνα 23: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 6 

 
Εικόνα 24: Χρόνος εκτέλεσης και επιτάχυνση - Πρόβληµα 7 

3.2.2. Συµπεράσµατα  
Στα προηγούµενα κεφάλαια παρουσιάστηκε η ακολουθιακή απόδοση ενός 

επιλυτή ΜΔΕ που εφαρµόζεται σε ελλειπτικές ΜΔΕ (στη Poisson συγκεκριµένα) σε 
ορθογώνια πολλαπλά πεδία τόσο σε δύο όσο και σε τρεις διαστάσεις. Επίσης 
παρουσιάστηκαν λεπτοµέρειες υλοποίησης και επεκτάσεις στον ακολουθιακό 
αλγόριθµο, ώστε να επιτρέψει την αποδοτική υλοποίηση σε ένα περιβάλλον 
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κατανεµηµένης µνήµης. Τα πειραµατικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται δείχνουν 
ότι µια αποδοτική υλοποίηση του βασικού αλγορίθµου µπορεί να επιτευχθεί σε 
αρχιτεκτονικές κατανεµηµένης µνήµης. Η υβριδική υλοποίηση καταφέρνει να 
επιδείξει σηµαντική επιτάχυνση, ενώ διατηρεί την ποιότητα της λύσης σε δείγµατα 
συνόλων δεδοµένων εισόδου. Τα µελλοντικά µας σχέδια περιλαµβάνουν την 
παραλληλοποίηση του Laplace επιλυτή σε µηχανήµατα κατανεµηµένης µνήµης και 
την ενσωµάτωση του υβριδικού αλγορίθµου στην πλατφόρµα FEniCS. 

Τα αποτελέσµατα αυτής της µελέτης, παρουσιάστηκαν στο διεθνές συνέδριο 
NUMAN 2014 (Chania, Greece 9/2014) στην εργασία: P. Alefragis, K.A. Spirou and 
S. Likothanassis: “Application of a hybrid parallel Monte Carlo PDE Solver on 
rectangular multi-domains”. 

 

3.3. Αποτελέσµατα Ασύγχρονης Υλοποίησης IR 
Μεθόδων    

 
Προκειµένου να αξιολογηθούν τα αποτελέσµατα απόδοσης του προτεινόµενου 

ασύγχρονου αλγορίθµου, έχουµε υιοθετήσει ένα απλουστευµένο πρόβληµα που 
αποτελείται από τρία υπο-προβλήµατα και δύο διεπαφές. 

Περιγράφεται ως εξής: 

(2) 

 

πού  είναι , και  και

 επιλέγεται έτσι ώστε η αληθινή λύση είναι: 

(3) 

Οι διεπαφές είναι ενώ . Επτά διαφορετικές περιπτώσεις 

διαµορφώνονται εξετάζοντας τα διαφορετικά µεγέθη πλέγµατος, σύµφωνα µε επτά 
διαφορετικές τιµές της διακριτοποιηµένης παραµέτρου h, η οποία θεωρείται ίση και 
στh x και την y κατεύθυνση. Κάθε διαφορετικό µέγεθος πλέγµατος αντιστοιχεί σε 
έναν διαφορετικό αριθµό σηµείων διεπαφών, που αυξάνονται από 6 σε 321. Το 
αριστερό υπο-πρόβληµα είναι περίπου τέσσερις φορές µεγαλύτερο από τo µεσαίο, ενώ 
το δεξιό είναι περίπου δύο φορές µεγαλύτερο από το µεσαίο υπο-πρόβληµα. Οι δύο 
διεπαφές έχουν τον ίδιο αριθµό σηµείων και εποµένως είναι ίσου φόρτου εργασίας. 
Τα πειράµατα εκτελούνται σε 3 διαφορετικά προκαθορισµένες εικονικές µηχανές. 

Οι εικονικές µηχανές που χρησιµοποιούνται για τα πειράµατα, έχουν 4 εικονικούς 
πυρήνες και 2GB RAM και τρέχουν σε ένα virtualization XenServer περιβάλλον που 
εγκαθίσταται σε έναν κεντρικό υπολογιστή µε 2 Χ Intel (Ρ) Xeon (Ρ) ΚΜΕ E5-2620, 
2.00GHz. 

Η ασύγχρονη εφαρµογή GEO συγκρίνεται µε µια σύγχρονη παράλληλη εφαρµογή 
GEO που παρουσιάστηκε πρόσφατα στην [7] (κεφ. 2.3), από την άποψη της ταχύτητας 
σύγκλισης και του χρόνου εκτέλεσης. 
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Τα παρακάτω σχήµατα απεικονίζουν την πορεία σύγκλισης της ασύγχρονης 
εφαρµογής GEO στα εσωτερικά σηµεία των διεπαφών. Το ΣΧΗΜΑ 1 (α) απεικονίζει 
τις ακριβείς και υπολογισµένες λύσεις στις επαναλήψεις 1, 3, 6, 8 στη διεπαφή 1 για 
την περίπτωση c1. Το ΣΧΗΜΑ 1 (β) παρουσιάζει πορεία σύγκλισης της διεπαφής 1 
και της περίπτωσης c1 για το σύγχρονο αλγόριθµο. Τα αποτελέσµατα µπορούν να 
συγκριθούν και κάποιος µπορεί να δει την οµοιότητα των υπολογισµένων λύσεων ανά 
επανάληψη IR και για τους σύγχρονους και ασύγχρονους αλγορίθµους. Παρόµοια 
αποτελέσµατα ισχύουν για όλες τις περιπτώσεις δοκιµής και των δύο διεπαφών, 
αποδεικνύοντας τη γρήγορη σύγκλιση GEO. 

  
ΣΧΗΜΑ 1.  Πραγµατική λύση και υπολογισµένες λύσεις στις επαναλήψεις 1, 3, 6, 8 
στη διεπαφή 1 για την περίπτωση c1 σε ασύγχρονη (α) και σύγχρονη (β) GEO. 

Στο ΣΧΗΜΑ 2 παρουσιάζεται η max norm της σχετικής διαφοράς των διαδοχικών 
λύσεων στα σηµεία διεπαφών σαν συνάρτηση του αριθµού επαναλήψεων

. Αφορά τη διεπαφή 1 για την περίπτωση c1 και για το προτεινόµενο 

ασύγχρονο GEO και για το σύγχρονο GEO. Αν και για τους δύο αλγορίθµους οι 
αρχικές τιµές στις διεπαφές ua είναι οι ίδιες, αυτό δεν απεικονίζεται στo σχήµα επειδή 

η πρώτη τιµή είναι .Πάλι, τα παρόµοια αποτελέσµατα ισχύουν και για 

όλα τα προβλήµατα δοκιµής και τις δύο διεπαφές. 

Ο ΠΙΝΑΚΑΣ 1 παρουσιάζει τη σύγκριση των χρόνων εκτέλεσης των δύο 
εφαρµογών GEO. Για τη σύγχρονη εφαρµογή, ο συνολικός χρόνος αντιστοιχεί στο 
χρόνο για τη λύση των τριών subdomains µαζί µε το χρόνο των υπολογισµών 
διεπαφών και την απαραίτητη επικοινωνία, για 15 επαναλήψεις, ενώ στην ασύγχρονη 
εφαρµογή µόνο το µεσαίο subdomain εκτελεί 15 επαναλήψεις. Η σύγκριση των 
χρόνων εκτέλεσης αποδεικνύει την υψηλή σηµασία της ασύγχρονης εφαρµογής, ειδικά 
καθώς τα πλέγµατα γίνονται λεπτότερα και έτσι, τα προβλήµατα γίνονται µεγαλύτερα. 

 
Προκειµένου να µελετηθεί και να διευκρινιστεί η συµβολή του προτεινόµενου 

αλγορίθµου, ως στιγµιαία βήµατα για το υιοθετηµένο πρόβληµα δοκιµής, 
προγραµµατίζουµε να αναλύσουµε τα timestamps κάθε επανάληψης IR, για κάθε 
διεπαφή, µέσω της εκτέλεσης του σφαιρικού προβλήµατος, και για το σύγχρονο και 
ασύγχρονο GEO. Θα θεωρήσουµε το σχετικό κανόνα λάθους στις διεπαφές ανά 
επανάληψη προκειµένου να απεικονιστούν οι διαφορές στη συµπεριφορά των δύο 
GEO. Τέλος, έχουµε την πρόθεση για τη µελέτη πώς ο φόρτος εργασίας κάθε κόµβου 
συνδέεται µε το χρόνο εκτέλεσης του σφαιρικού προβλήµατος, µε το χωρισµό και την 
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ένδειξη του χρόνου για solver PDE, τη µέθοδο IR, το χρόνο επικοινωνίας και το χρόνο 
µη απασχόλησης και για τους σύγχρονους και τους ασύγχρονους αλγορίθµους. 

 
ΣΧΗΜΑ 2. Ο max norm της σχετικής διαφοράς των διαδοχικών λύσεων στη διεπαφή 

1 σαν συνάρτηση του αριθµού επαναλήψεων για την περίπτωση c1 για GEO και 
ασύγχρονο GEO. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1.  ΧΡΟΝΟΙ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ ΑΣΥΓΧΡΟΝΟΥ ΚΑΙ ΣΥΓΧΡΟΝΟΥ GEO 

 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 

ASYNCHRONOUS GEO 12.12 12.361 11.81 7.727 14.805 38.022 256.084 

SYNCHRONOUS GEO 3.495 4.068 6.14 13.595 39.808 154.633 723.731 
 
Τα πειραµατικά αποτελέσµατα δείχνουν ότι η προσωρινή χαλάρωση του βήµατος 

συγχρονισµού µεταξύ των subdomains δεν υποβιβάζει τις ιδιότητες σύγκλισης της 
διαδικασίας λύσεων και µειώνει σηµαντικά το χρόνο εκτέλεσης ρολογιού του 
αλγορίθµου. Κατά τη διάρκεια των πειραµάτων, περισσότερο από 300% 
επιταχύνονται επιτεύχθηκαν έναντι της σύγχρονης παράλληλης εφαρµογής. Η 
µελλοντική εργασία θα περιλάβει την ολοκλήρωση ενός σχήµατος υποκλοπής 
(stealing) φορτίου για την καλύτερη χρησιµοποίηση των υπολογιστικών πόρων για τα 
προβλήµατα όπου τα subdomains είναι αριθµητικά περισσότερα τους υπολογιστικούς 
πυρήνες και τις εκτενείς πειραµατικές δοκιµές µε τα πολλαπλά σενάρια στη 
χρησιµοποίηση των υπολογιστικών πόρων, έναν µεγαλύτερο αριθµό περιοχών που 
ποικίλλουν στο µέγεθος και τη δυσκολία και τα διαφορετικά σενάρια στη σύνθεση του 
αρχικού προβλήµατος πολλαπλών-περιοχών. 

 

4. Παραδοτέα 
 

Σύµφωνα µε το τεχνικό Δελτίο Προτεινόµενης Πράξης, η ΚΕΟ3 για τη Δράση 3.1 
είχε τη συµβατική υποχρέωση για τα παρακάτω παραδοτέα.  

 
• 1 Τεχνική Έκθεση 
• 3 δηµοσιεύσεις 
• Το Software παράλληλης υλοποίησης των αλγορίθµων. 

 
Τελικά. Η ΚΕΟ3 σε συνεργασία µε τις άλλες 2 ΚΕΟ έχει ολοκληρώσει τα παρακάτω 
παραδοτέα. 
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α. Υλοποίηση σε Clusters, Grids και Cloud 
 

1. 3 Ετήσιες Τεχνικές Εκθέσεις (επισυνάπτονται) 
 
2. 1 Τελική Έκθεση Προόδου 

 
3. 3 επιστηµονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων σχετικά µε το 
αντικείµενο του έργου. Παρακάτω δίνονται οι αναφορές των άρθρων (το 
πλήρες κείµενο επισυνάπτεται): 

 
• A. Korfiati, P. Tsompanopoulou, S. Likothnassis, “Serial and Parallel 

Implementation of the Interface Relaxation Method GEO”, Numerical 
Analysis Conference (NumAn 2014), September 2-5, Chania, Greece, 
2014. 

 
• P. Alefragis, A. Spyrou and S. Likothanassis, “Application of a hybrid 

parallel Monte Carlo PDE Solver on rectangular multi-domains” 
Numerical Analysis Conference (NumAn 2014), September 2-5, Chania, 
Greece, 2014. 

 
• A.Korfiati, N. Sfika, K. Daloukas, C. Alexakos, P. Tsompanopoulou and 

S. Likothanassis, “IRaaS: A Cloud Implementation of an Interface 
Relaxation Method for the Solution of PDEs”, Proceedings of the World 
Congress on Engineering 2015 Vol I, pp541-546, 2015 (Awarded with a 
Certificate of Merit) 

  
• A. Korfiati, K. Daloukas, P. Alefragis, P. Tsompanopoulou and S. 

Likothanassis, “An Asynchronous Interface Relaxation Method for 
Multi-domain / Multi-Physics Problems”, International Conference on 
Numerical Analysis Applications and Methods (ICNAAM), Rhodes, 
Greece, Sept. 23-29, 2015 (accepted). 

 
4. Στα πλαίσια του έργου ολοκληρώθηκε µια µεταπτυχιακή διπλωµατική 
εργασία, από την εξωτερική συνεργάτιδα κα Αίγλη Κορφιάτη, µεταπτυχιακής 
φοιτήτριας στο µεταπτυχιακό πρόγραµµα ειδίκευσης “Επιστήµη και 
τεχνολογία Υπολογιστών”, του Τµήµατος Μηχανικών Η/Υ και Πληροφορικής 
του Πανεπιστηµίου Πατρών. Η επίβλεψη της Μ.Δ.Ε. έγινε από τον 
Επιστηµονικό Υπεύθυνο της ΚΕΟ3 καθηγητή Σ. Λυκοθανάση. Το θέµα της 
εργασίας είναι: 

 
«Σχεδιασµός και υλοποίηση προηγµένων µαθηµατικών µεθόδων για την 
επίλυση προβληµάτων πολλαπλών πεδίων σε σύγχρονες υπολογιστικές 
αρχιτεκτονικές». 

   
5. Είναι υπό συγγραφή 1 επιστηµονικό άρθρο για υποβολή σε επιστηµονικό 
περιοδικό. Θα αφορά την παραλληλοποίηση  των 2 µεθόδων της Interface 
Relaxation (GEO, ROB) στην Πλατφόρµα FEniCS. 

 
6. Ο κώδικας των παράλληλων υλοποιήσεων των µεθόδων Interface Relaxation 
και Monte Carlo.  
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5. Συνεργασίες 
 

Κατά τη διάρκεια του έργου η ΚΕΟ 3, ανέπτυξε τις παρακάτω συνεργασίες: 
 

1. Με την ΚΕΟ 2, σε θέµατα υλοποίησης της µεθόδου Interface Relaxation στην 
πλατφόρµα FEniCS (µε την Αν. Καθηγήτρια Γ. Τσοµπανοπούλου) και της 
µεθόδου Monte Carlo σε pThreads (µε τον Καθηγητή Μ. Βάβαλη και τον 
υποψήφιο διδάκτορα Μ. Μαρούδα). 
2. Με την ΚΕΟ 1, σε θέµατα παράλληλης υλοποίησης της µεθόδου ALOPEX, 
για την επίλυση του προβλήµατος Περιβαλλοντικής Μηχανικής (πρόβληµα 
υφαλµύρισης). 

 

6. Μελλοντικές Δράσεις 
 
Παρόλο που το έργο ολοκληρώθηκε η ΚΕΟ3 θα συνεχίσει την συνεργασία 

της µε της άλλες δύο ΚΕΟ. Εκτός από τις δράσεις που αναφέρθηκαν στα 
προηγούµενα (όπως παραλληλοποίηση και άλλων IR µεθόδων και συνδυασµός της 
µεθόδου Alopex, µε IR µεθόδους), στα πλαίσια του έργου είναι σε εξέλιξη η 
διδακτορική διατριβή της εξωτερικής συνεργάτιδας κας Αίγλης Κορφιάτη. Η κα 
Κορφιάτη είναι υποψήφια διδάκτωρ στο Μ.Δ.Ε. “Επιστήµη και Τεχνολογία 
Υπολογιστών”, του Τµήµατος Μηχανικών Η/Υ και Πληροφορικής του 
Πανεπιστηµίου Πατρών. Η διατριβή βρίσκεται στο 2ο έτος, υπό την επίβλεψη του 
Επιστηµονικού Υπεύθυνου της ΚΕΟ 3 καθηγητή Σ. Λυκοθανάση και έχει θέµα:   

«Σχεδιασµός και υλοποίηση ολοκληρωµένου περιβάλλοντος επίλυσης 
προβληµάτων σε αρχιτεκτονικές υψηλής επίδοσης και εφαρµογές» 
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1. Σκοπός 
 

O σκοπός της Δράσης 3.2 είναι η αποδοτική υλοποίηση των αριθµητικών µεθόδων 
για ασυνεχή προβλήµατα πολλαπλών πεδίων σε αρχιτεκτονικές επεξεργασίας 
γραφικών (Graphics Processor Units, GPU) καθώς και σε επαναδιατασσόµενες 
(reconfigurable) αρχιτεκτονικές (πχ. Field Programmable Gate Arrays, FPGAs).  

Στόχος της µελέτης θα είναι να εκτιµηθεί η καταλληλόλητα του κάθε πακέτου 
λογισµικού (συνολικά ή κατά τµήµατά του) για εκτέλεση σε καθεµιά από τις 
πολυπύρηνες πλατφόρµες που θα επιλεγούν ως πειραµατικές πλατφόρµες στο έργο, ή 
εναλλακτικά για επιτάχυνση µε χρήση εξειδικευµένου κατά περίπτωση 
αναδιατασσόµενου υλικού.  
Με βάση τα αποτελέσµατα της µελέτης θα µεταφερθούν και απεικονιστούν τα 

πακέτα λογισµικού – είτε καθολικά, είτε κατά τµήµατα - στα κατάλληλα κατά 
περίπτωση πολυπύρηνα συστήµατα. Επίσης θα κατασκευαστεί εξειδικευµένο υλικό 
για την επιτάχυνση συγκεκριµένων υπολογιστικών πυρήνων των εφαρµογών και το 
απαραίτητο λογισµικό για την επικοινωνία µε τον υπολογιστή ξενιστή (Host 
computer). 
Συγκεκριµένα για την υλοποίηση σε FPGA, ενδέχεται να χρησιµοποιηθεί 

λογισµικό CAD που θα αναπτυχθεί στο Πανεπιστήµιο Θεσσαλίας. Το λογισµικό αυτό 
µετατρέπει εφαρµογές που έχουν αναπτυχθεί σε OpenCL σε επιταχυντές υλικού 
(hardware accelerators). Με αυτόν τον τρόπο επιταχύνει κατά πολύ την ανάπτυξη 
ενός συστήµατος FPGA χωρίς να χρειάζονται γνώσεις της αρχιτεκτονικής του 
συστήµατος. 
Ως ενδεικτικές πολυπύρηνες πλατφόρµες προτείνονται οι επεξεργαστές γενικού 

σκοπού της Intel ή της AMD καθώς και GPUs της NVIDIA ή της ATI. Ως ενδεικτική 
πλατφόρµα αναδιατασσόµενης λογικής προτείνονται συστήµατα τα οποία 
περιλαµβάνουν Xilinx FPGA και µικροεπεξεργαστή σε κάρτα PCI-Express και 
µπορούν να τοποθετηθούν σε σύστηµα αρχιτεκτονικής x86 ή συµβατό.  

2. Εισαγωγή στις αρχιτεκτονικές ετερογενών 
συστηµάτων  
Σε αυτό το κεφάλαιο θα κάνουµε µία ανασκόπηση των βασικών 

επεξεργαστικών µονάδων που θα χρησιµοποιηθούν στην Δράση 3.2 του 
MATENVMED.  

2.1. Τεχνολογία Επεξεργασίας Γραφικών (Graphics 
Processor Unit, GPU) 

 
H GPU είναι ένας σύγχρονος πολυεπεξεργαστής (multicore) µε υψηλό βαθµό 

παραλληλίας [4]. Μία σύγχρονη GPU διαθέτει µία ενοποιηµένη αρχιτεκτονική για 
γραφικά και υπολογιστική που χρησιµοποιείται και ως προγραµµατιζόµενος 
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επεξεργαστής. Οι αρχιτεκτονικές GPU βασίζονται σε παράλληλες διατάξεις πολλών 
και σχετικά απλών προγραµµατιζόµενων επεξεργαστών (Streaming Processors, SPs).  

Σε σύγκριση µε τις πολυπύρηνες CPUs (multicore CPUs), οι GPUs έχουν πολύ 
µεγαλύτερο αριθµό πυρήνων (cores) µε διαφορετικό στυλ αρχιτεκτονικής που 
εστιάζει στην αποδοτική εκτέλεση πολλών νηµάτων (threads). Με την χρήση πολλών 
απλούστερων πυρήνων και µε την βελτιστοποίηση της συµπεριφοράς της 
παραλληλίας δεδοµένων µεταξύ οµάδων νηµάτων, µεγαλύτερο µέρος των τρανζίστορ 
του κάθε chip είναι αφιερωµένο σε υπολογισµούς, και µικρότερο σε µνήµες και σε 

υλικό ελέγχου (Control) όπως φαίνεται στην Εικόνα 1. 
Όπως φαίνεται στην Εικόνα 2, µία σύγχρονη GPU περιέχει πολλούς πυρήνες 

επεξεργαστών. Ο επεξεργαστής της Εικόνα 2 αποτελείται από 112 επεξεργαστές 
συνεχούς ροής (Streaming Processors, SPs) οι οποίοι είναι οργανωµένοι ως 14 
πολυνηµατικοί πολυεπεξεργαστές συνεχούς ροής (Streaming Multiprocessors, SMs). 
Κάθε SP εκτελεί σε κάθε χρονική στιγµή και ένα νήµα (thread) της γλώσσας CUDA 
που θα περιγραφεί στο επόµενο κεφάλαιο. Κάθε SΜ έχει οκτώ πυρήνες SP, δύο 
µονάδες ειδικών µαθηµατικών συναρτήσεων (Special Function Units, SFUs), κρυφές 
µνήµες cache εντολών και σταθερών, µία Multithreaded Μονάδα εντολών και µία 
κοινόχρηστη µνήµη η οποία µπορεί να προσπελασθεί από όλα τα SPs που ανήκουν 
στο δεδοµένο SM. Αυτή είναι η βασική αρχιτεκτονική Tesla που υλοποιείται στην 
GeForce 8800 GPU της NVIDIA. Στην ενοποιηµένη αυτή αρχιτεκτονική 
\εκτελούνται τα παραδοσιακά προγράµµατα γραφικών για σκίαση κορυφών, 
γεωµετρικών σχηµάτων και pixels καθώς και προγράµµατα γενικότερης 
υπολογιστικής µέσω της γλώσσας προγραµµατισµού CUDA αλλά και της OpenCL.  

H Εικόνα 2 δείχνει 7 οµάδες από SMs όπου δύο SMs µοιράζονται µία µονάδα 
επεξεργασίας υφής (texture unit) και µία µνήµη L1 cache για δεδοµένα (data). To 
texture unit παραδίδει φιλτραρισµένα αποτελέσµατα στον SM µε δεδοµένο ένα 
σύνολο συντεταγµένων ενός χάρτη υφής (texture map). H µνήµη L1 cache χρησιµεύει 

 
 

Εικόνα 1. Βασικές αρχές της αρχιτεκτονικής της CPU και της GPU 
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για να µειώσει τον αριθµό των προσπελάσεων από τα SPs στην κύρια µνήµη 
(DRAM). O αριθµός των επεξεργαστών και ο αριθµός των µνηµών µπορούν να 
προσαρµοσθούν ώστε να σχεδιάζονται συστήµατα GPU για διαφορετική απόδοση και 
διαφορετικό κόστος.  
Ένα βασικό χαρακτηριστικό της αρχιτεκτονικής GPU είναι ότι όλα τα SPs ενός 

SM εκτελούν την ίδια εντολή κάθε χρονική στιγµή, πιθανώς µε διαφορετικά 
δεδοµένα. Υλοποιεί δηλ. η GPU ένα σύστηµα Single Instruction Multiple Data 
(SIMD). Αυτός ο περιορισµός βοηθάει στην µείωση του instruction bandwidth και 
ουσιαστικά κάνει δυνατή την ταυτόχρονη εκτέλεση µεγάλου αριθµού νηµάτων 
(threads) σε κάθε κύκλο µηχανής.  
 

2.2. Τεχνολογία Επαναδιατασσόµενης Λογικής 
(Reconfigurable Logic, FPGAs) 
Τα ολοκληρωµένα κυκλώµατα επαναδιατασσόµενης λογικής (reconfigurable 

logic) στα οποία ανήκουν και οι FPGAs (Field Programmable Logic Arrays), 
περιλαµβάνουν συστοιχίες από υπολογιστικά κυκλώµατα (CLBs) η λειτουργικότητα 
των οποίων µπορεί να µεταβληθεί πολλές φορές κατά τον χρόνο ζωής τους [1]. 
Ουσιαστικά αυτά τα υπολογιστικά κυκλώµατα είναι Lookup Tables (LUTs) µε Ν 
εισόδους (συνήθως το Ν είναι µεταξύ 4 και 6) και τα οποία µπορούν να υλοποιήσουν 
οποιαδήποτε συνδυαστική συνάρτηση boole µε N εισόδους. Αυτά τα υπολογιστικά 
κυκλώµατα προγραµµατίζονται µέσω configuration bits και συνδέονται µεταξύ τους 
µέσω πόρων διασύνδεσης (interconnects) που επίσης µπορούν να προγραµµατιστούν 
µέσω configuration bits (Εικόνα 3). Με αυτόν τον τρόπο οποιοσδήποτε αλγόριθµος 
µπορεί να απεικονισθεί στις συστοιχίες λογικών κυκλωµάτων µε το να υπολογίσουµε 
πρώτα την λογική boolean συνάρτηση του αλγορίθµου, να την απεικονίσουµε στο 
λογικό κύκλωµα και µετά να διασυνδέσουµε τα λογικά κυκλώµατα µεταξύ τους.  

 
 

Εικόνα 2. Βασική αρχιτεκτονική της NVIDIA Tesla GPU. 
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Αν και η βασική αρχιτεκτονική της Εικόνα 3 παραµένει σχεδόν αναλλοίωτη 

σε διαδοχικές γενιές κυκλωµάτων επαναδιατασσόµενης λογικής, οι σύγχρονες FPGA 
περιλαµβάνουν επιπλέον διατάξεις που έχουν πολύ πιο συγκεκριµένη 
λειτουργικότητα. Τέτοιες διατάξεις είναι οι εξής: 

• Εσωτερικές µνήµες SRAM. Κάθε FPGA περιέχει έναν µεγάλο αριθµό από µνήµες 
οι οποίες µπορούν να προσπελασθούν σε έναν κύκλο µηχανής. Οι µνήµες 
προσφέρουν πολύ µεγάλο bandwidth στην εφαρµογή γιατί γλυτώνουν το σύστηµα 
από χρονοβόρες και κοστοβόρες προσπελάσεις σε εξωτερικές µνήµες DRAM. 

• Μονάδες για Digital Signal Processing (DSP). Οι µονάδες αυτές αποτελούνται 
από κυκλώµατα πολλαπλασιαστών και προσθετών (multiply-add) που είναι 
αφιερωµένα στο να επιτελούν πολύ γρήγορες πράξεις σε εφαρµογές όπως DSP 
filtering.  

• Ολόκληροι επεξεργαστές και περιφερειακά. Οι σύγχρονες FPGAs έχουν φτάσει 
σε τέτοιο βαθµό ολοκλήρωσης ώστε είναι δυνατόν να περιέχουν ολόκληρα 
συστήµατα όπως επεξεργαστές ARM και ακόµα και GPUs. Για παράδειγµα, η 
Zynq FPGA από την Xilinx και την ARM συνδυάζει σε ένα τσιπ έναν διπύρηνο 
επεξεργαστή ARM Cortex-A9 µε τα παραδοσιακά υπολογιστικά κυκλώµατα 
(CLBs) [2]. Αυτή η FPGA µπορεί να τρέξει οποιοδήποτε λειτουργικό σύστηµα το 
οποίο έχει τρέξει στον ARM (πχ Linux) και χρησιµοποιεί τα CLBs κυρίως για την 
δηµιουργία επιταχυντών υλικού (hardware accelerators).  

 
Εικόνα 3. Η αρχιτεκτονική της FPGA. 
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2.3. Ετερογενή Συστήµατα (Heterogeneous Systems) 
  Στην σύγχρονη υπολογιστική, ο όρος Ετερογενή Συστήµατα (Heterogeneous 

Systems) αναφέρεται σε υπολογιστικές πλατφόρµες οι οποίες αποτελούνται από 
ανόµοιους επεξεργαστές. Για παράδειγµα µπορεί να αποτελούνται από συµβατικές 
πολυπύρηνες CPUs, από GPUs και τώρα τελευταία ακόµα και από FPGAs. Η χρήση 
διαφορετικών αρχιτεκτονικών σε µία ετερογενή πλατφόρµα έχει επεκταθεί τα 
τελευταία χρόνια κυρίως λόγω της ανάγκης για αύξηση της ταχύτητας αλλά και της 
ενεργειακής απόδοσης ενός τέτοιου συστήµατος.  
Με το να χρησιµοποιούµε ακριβώς τον επεξεργαστή που χρειαζόµαστε για να 

επιλύσουµε ένα πρόβληµα µπορούµε να επιτύχουµε µείωση της κατανάλωσης ισχύος 
και ενέργειας στο ποσό που απαιτείται ακριβώς για να επιλυθεί το πρόβληµα. Από 
την άλλη µεριά όµως, η χρήση διαφορετικών αρχιτεκτονικών δυσκολεύει την 
ανάπτυξη λογισµικού για ένα τέτοιο σύστηµα, µιας και η µηχανικοί λογισµικού θα 
πρέπει να αναπτύσσουν εφαρµογές χρησιµοποιώντας διαφορετικά εργαλεία για κάθε 
επεξεργαστή.  
Για να επιλυθεί το πρόβληµα του προγραµµατισµού εφαρµογών σε ετερογενή 

συστήµατα, η βιοµηχανία υπολογιστών δηµιούργησε προγραµµατιστικά µοντέλα τα 
οποία µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον προγραµµατισµό διαφορετικών 
αρχιτεκτονικών. Για παράδειγµα, η OpenCL επεκτείνει την γλώσσα C και ορίζει ένα 
Application Programming Interface (API) το οποίο επιτρέπει σε προγράµµατα να 
τρέχουν σε έναν Host επεξεργαστή (στην CPU) και να δηµιουργούν παράλληλους 
πυρήνες (kernels). Αυτοί οι πυρήνες µπορούν να στέλνονται για εκτέλεση είτε σε µία 
συµβατική CPU, είτε σε GPUs είτε ακόµα και σε FPGAs. Τα προγράµµατα σε 
OpenCL µπορούν να µεταγλωττιστούν κατά την διάρκεια της εκτέλεσης του 
προγράµµατος (run-time compilation) γεγονός που κάνει τις εφαρµογές σε OpenCL 
φορητές (portable) για διαφορετικές αρχιτεκτονικές.  

  

3. Μεθοδολογία ανάπτυξης εφαρµογών σε ετερογενή 
συστήµατα 

3.1. Προγραµµατισµός εφαρµογών σε GPU (CUDA, 
OpenCL) 

 
Το µοντέλο προγραµµατισµού της CUDA (ή OpenCL) επεκτείνει τις γλώσσες 

προγραµµατισµού C και C++ ώστε να εκµεταλλεύονται τους υψηλότερους βαθµούς 
παραλληλίας που υπάρχουν στις GPUs. Από την αρχική κυκλοφορία της CUDA το 
2007, πολλοί προγραµµατιστές ανέπτυξαν προγράµµατα σε CUDA/OpenCL για µια 
ευρεία γκάµα εφαρµογών µεταξύ των οποίων multimedia, επεξεργασία σεισµικών 
δεδοµένων, ταξινόµηση, αναζήτηση, υπολογιστική χηµεία κοκ.  

O προγραµµατιστής CUDA γράφει ένα σειριακό πρόγραµµα που καλεί 
παράλληλους πυρήνες (kernels) οι οποίοι µπορεί να είναι από απλές συναρτήσεις 
µέχρι πλήρη προγράµµατα. Ένας πυρήνας εκτελείται παράλληλα από ένα σύνολο 
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παράλληλων νηµάτων (threads) έτσι ώστε κάθε νήµα να εκτελείται σε ένα SP σε κάθε 
χρονική στιγµή. Ο προγραµµατιστής οργανώνει αυτά τα νήµατα σε µία ιεραρχία 
µπλοκ νηµάτων και πλέγµατα από µπλόκς. Ένα τέτοιο µπλοκ νηµάτων (thread block) 
είναι ένα σύνολο από ταυτόχρονα νήµατα που µπορούν να συνεργαστούν µέσω 
συγχρονισµού barrier και µέσω κοινής πρόσβασης σε ένα χώρο µνήµης ιδιωτικό για 
το µπλοκ. Ένα πλέγµα (grid) είναι ένα σύνολο από µπλοκ νηµάτων που το καθένα 
(µπλοκ) µπορεί να εκτελείται ανεξάρτητα και για αυτόν τον λόγο µπορούν να 
εκτελούνται παράλληλα.  

Όταν καλεί έναν πυρήνα, ο προγραµµατιστής καθορίζει τον αριθµό των νηµάτων 
ανά µπλοκ και των αριθµό των µπλοκ που αποτελούν το πλέγµα. Κάθε νήµα 
λαµβάνει έναν µοναδικό αριθµό ταυτότητας νήµατος (thread ID) threadIdx µέσα στο 
µπλοκ νηµάτων που ανήκει µε αρίθµηση 0, 1, 2, … ,blockDim-1, και κάθε 
µπλοκ νηµάτων λαµβάνει έναν µοναδικό αριθµό ταυτότητας µπλοκ (block ID) 
blockIdx µέσα στο πλέγµα που ανήκει. Για ευκολία, τα µπλοκ νηµάτων µπορούν να 
έχουν µέχρι και 3 διαστάσεις και προσπελαύνονται µέσω των πεδίων .x, .y και .z.  

Όλα τα παραπάνω µπορούν να φανούν µε ένα απλό παράδειγµα στο οποίο θέλουµε 
να προσθέσουµε δύο πίνακες µίας διάστασης (Εικόνα 4). Οι πίνακες είναι κινητής 
υποδιαστολής απλής ακρίβειας.  
Στο δεξί µέρος της Εικόνα 4 ο κώδικας CUDA είναι ο πυρήνας που εκτελεί κάθε 

νήµα (thread). Όταν ο προγραµµατιστής καλεί τον πυρήνα vadd από τον κώδικα του 
Host, το σύστηµα χρόνου εκτέλεσης (run time system) της CUDA δηµιουργεί έναν 
αριθµό νηµάτων και κάθε νήµα εκτελεί την δική του εκδοχή του πυρήνα. Σε κάθε 
νήµα αντιστοιχεί ένα διαφορετικό idx και κάθε νήµα επεξεργάζεται και διαφορετικό 
κοµµάτι των πινάκων a, b, και c. Η εκτέλεση ενός thread ανατίθεται σε ένα 
συγκεκριµένο SP στην GPU. 

3.2. Προγραµµατισµός εφαρµογών σε FPGAs  
Προγραµµατισµός µε HDL 

Η ανάπτυξη κυκλωµάτων σε FPGAs είναι µια επίπονη και χρονοβόρα διαδικασία 
επειδή απαιτεί από τον σχεδιαστή γνώσεις λεπτοµερείς γνώσεις υλικού (hardware) 
και αρχιτεκτονικής. Ο σχεδιαστής θα πρέπει να αναλύσει τις προδιαγραφές του 

void add(int* a,  

     int* b,  

     int* c) { 

for (int idx=0;idx<sizeof(a); 
idx++) 

  c[idx] = a[idx] + b[idx]; 

} 

__kernel void vadd(  

     __global int* a,  

     __global int* b,     

     __global int* c) { 

 idx = threadIDx.x +  

    blockDim.x *blockIdx.x; 

 c[idx] = a[idx] + b[idx]; 

} 

Εικόνα 4. Κώδικας πρόσθεσης δύο διανυσµάτων σε C (αριστερά) και σε CUDA (δεξιά) 
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προβλήµατος που πρέπει να αναλύσει, να χωρίσει το πρόβληµα σε µικρότερα 
προβλήµατα και να υλοποιήσει το κάθε ένα από αυτά µε την χρήση γλωσσών 
περιγραφής υλικού (Hardware Description Languages, HDL) όπως η Verilog και η 
VHDL. Οι γλώσσες αυτές περιγράφουν την αρχιτεκτονική του συστήµατος µε αρκετά 
µεγάλη λεπτοµέρεια σε επίπεδο κύκλων ρολογιού και ως εκ τούτου είναι 
ακατάλληλες για χρήση από προγραµµατιστές λογισµικού που προτιµούν να µην 
εισέρχονται σε τόσο µεγάλες λεπτοµέρειες και σε τόσο χαµηλό επίπεδο κοντά στο 
hardware. Η υλοποίηση ενός αλγορίθµου σε FPGA απαιτεί τόσο αυτόν κάθε αυτό το 
σχεδιασµό του αλγορίθµου σε κάποια γλώσσα περιγραφής υλικού όσο και καλή 
γνώση του τρόπου µε τον οποίο τα δεδοµένα της εφαρµογής προσπελαύνονται. 

Η διαδικασία σχεδίασης ενός αλγορίθµου σε υλικό διαφέρει κατά πολύ από την 
ανάπτυξη εφαρµογών λογισµικού. Κατά την πλειοψηφία θεωρείται πιο δύσκολη και 
περισσότερο στρυφνή εφόσον δεν συγχωρεί πολλές παραβλέψεις που κάνουν οι 
προγραµµατιστές λογισµικού. Μία πολύ σηµαντική διαφορά µεταξύ λογισµικού και 
υλικού είναι πως το δεύτερο είναι εν γένει παράλληλο. Έτσι για να γίνει ακόµα 
καλύτερη εκµετάλλευση των δυνατοτήτων ενός προσαρµοσµένου hardware 
accelerator χρειάζεται η υλοποίηση να χαρακτηρίζεται από παραλληλία πράξεων. 
Η σηµασία της γνώσης σχετικά µε τον τρόπο µε τον οποίο τα δεδοµένα µιας 

εφαρµογής προσπελαύνονται γίνεται εµφανής αν σκεφτεί κανείς πως η µεταφορά και 
διαχείριση τµηµάτων µνήµης παίζει πολύ µεγάλο ρόλο στην απόδοση ενός 
αλγορίθµου. Στην περίπτωση των hardware accelerators υπό την µορφή FPGA το 
πρόβληµα γίνεται µεγαλύτερο επειδή η διαθέσιµη µνήµη είναι προδιαγεγραµµένη και 
σε σύγκριση µε ένα τυπικό υπολογιστή κατά πολύ µικρότερη. Έτσι σε περιπτώσεις 
στις οποίες δεν γίνεται εκµετάλλευση του µοτίβου προσπέλασης δεδοµένων, ένας 
αλγόριθµος µπορεί φαινοµενικά να απαιτεί περισσότερη µνήµη από όση είναι 
διαθέσιµη σε µία δεδοµένη FPGA και έτσι να µην είναι δυνατή η σύνθεσή του. Αν 
όµως αποδειχθεί µε µαθηµατικό τρόπο πως από η πραγµατική απαίτηση µνήµης είναι 
µικρότερη από τη φαινοµενική τότε γίνεται εφικτή η σύνθεση του σε µία FPGA. 

Πέρα από το παραπάνω πρακτικό µέρος η γνώση που σχετίζεται µε το µοτίβο 
προσπέλασης µνήµης µπορεί να χρησιµοποιηθεί για περαιτέρω βελτίωση της 
απόδοσης ενός αλγορίθµου. Εφόσον αναγνωρισθούν τα στοιχεία ενός πίνακας που 
διαβάζονται από κάποιο κοµµάτι κώδικα υλοποιηµένο ως hardware accelerator τότε 
µπορούµε να µειώσουµε το κόστος µεταφοράς µνήµης από τον επεξεργαστή στον 
hardware accelerator µε το να µεταφέρουµε µόνο τα χρήσιµα στοιχεία της µνήµης 
που αντιστοιχεί στον δεδοµένο πίνακα. Αντίστοιχη διαδικασία χρησιµοποιείται για 
την µεταφορά των αποτελεσµάτων από τον hardware accelerator πίσω στον 
επεξεργαστή, µε το να αναγνωρίζονται και να µεταφέρονται µόνο κοµµάτια µνήµης 
που αντιστοιχούν σε αποτελέσµατα που παρήγαγε ο hardware accelerator κατά την 
εκτέλεσή του. 
Προγραµµατισµός µε C/OpenCL – High Level Synthesis tools 

Για να γίνουν οι FPGAs ελκυστικές στο επικρατούσα υπολογιστική (mainstream 
computing) ή και στην υπολογιστική υψηλών επιδόσεων (high performance 
computing) θα πρέπει να χρησιµοποιήσουν για τον προγραµµατισµό τους µοντέλα 
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πλησιέστερα στα µοντέλα ανάπτυξης λογισµικού. Αυτό γίνεται επιτακτική ανάγκη 
λόγω της δυνατότητας των FPGAs να ενσωµατώνονται σε συστήµατα που 
αποτελούνται από CPU και GPUs και να προσφέρουν υψηλότερη απόδοση και 
ενεργειακή αποδοτικότητα.  

Για λόγους αύξησης της αποδοτικότητας των σχεδιαστών αλλά κυρίως λόγω της 
επιθυµίας να επεκταθεί ο αριθµός των σχεδιαστών FPGA και σε προγραµµατιστές 
λογισµικού, έχει δηµιουργηθεί µια µεγάλη ώθηση τα τελευταία χρόνια σε εργαλεία 
σχεδίασης υψηλού επιπέδου (High Level Synthesis Tools). Τα εργαλεία αυτά δίνουν 
την ευκαιρία στον χρήστη να εκφράσει το κύκλωµα που θέλει να υλοποιήσει σε µια 
FPGA σε κάποια γλώσσα προγραµµατισµού υψηλού επιπέδου όπως C, C++, OpenCL 
και να αναλάβουν την µετάφραση του προγράµµατος αυτού σε γλώσσα HDL, Verilog 
ή VHDL. Εκτός από τον ίδιο τον αλγόριθµο σε κάποια γλώσσα σαν την C, ο 
σχεδιαστής θα πρέπει να καθορίσει και διάφορους περιορισµούς στο τελικό του 
κύκλωµα όπως χρόνο απόκρισης (latency), throughput, συχνότητα ρολογιού, αλλά 
και το µέγεθος του τελικού κυκλώµατος σε αριθµό βασικών συστατικών στοιχείων. 
Αυτοί οι περιορισµοί καθοδηγούν ένα High Level Synthesis Tool στο να 
δηµιουργήσει το κατάλληλο τελικό κύκλωµα σε HDL. 
Στην συνέχεια, µια σειρά από εργαλεία CAD µετατρέπουν το HDL κύκλωµα σε 

λογικές πύλες (gate level netlist) και από εκεί το τοποθετούν στα υπάρχοντα 
υπολογιστικά κυκλώµατα (CLBs) αφού το διασυνδέσουν µέσω των διαύλων 
διασύνδεσης (interconnects). To τελικό αποτέλεσµα είναι ένα configuration file το 
οποίο περιέχει όλα τα configuration bits που διαµορφώνουν την λειτουργικότητα των 
CLBs και των διασυνδέσεων. 
Βασιζόµενοι σε όλες τις προηγούµενες παρατηρήσεις, είναι σκοπός µας να 

εξετάσουµε την δυνατότητα χρήσης γλωσσών όπως η OpenCL για την απεικόνιση 
αλγορίθµων σε FPGAs. Πηγαίνοντας ένα βήµα παραπέρα, θα χρησιµοποιήσουµε τον 
ίδιο κώδικα OpenCL ή C για εκτέλεση σε όλες τις υπολογιστικές πλατφόρµες που θα 
χρησιµοποιηθούν για το project. Αυτό θα γίνει δυνατόν µέσω λογισµικού CAD που 
αναπτύσσεται στο Πανεπιστήµιο Θεσσαλίας και που υλοποιεί τεχνικές High Level 
Synthesis για την δηµιουργία επιταχυντών υλικού από προγράµµατα OpenCL [3]. Στα 
πλαίσια του project, το SOpenCL θα βελτιωθεί ώστε να παράγει βέλτιστο υλικό για 
τους συγκεκριµένους αλγόριθµους που θα παραχθούν στα πλαίσια του project.  

Εκτός του SOpenCL θα δοκιµασθούν και εµπορικά εργαλεία High Level Synthesis 
όπως το Vivado HLS το οποίο αποτελεί και το στάνταρντ εργαλείο για Xilinx 
FPGAs. To Vivado HLS δέχεται σαν είσοδο ένα πρόγραµµα γραµµένο σε C ή C++ 
καθώς και οδηγίες από τον προγραµµατιστή µέσω #pragmas που υποδεικνύουν στο 
εργαλείο τις βελτιστοποιήσεις στην απόδοση ή στο µέγεθος του παραγόµενου υλικού 
που θα πρέπει να γίνουν.  
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4. Υλοποίηση PDEs σε ετερογενές σύστηµα CPU/GPU µε την 
χρήση πολυεδρικού µοντέλου 

4.1. Εισαγωγή 
Όπως είδαµε προηγουµένως, τα ετερογενή συστήµατα γίνονται ολοένα και πιο 

δηµοφιλή στην υπολογιστική υψηλών επιδόσεων κυρίως λόγω της δυνατότητας τους 
να συνδυάζουν υψηλή ταχύτητα µε σχετικά χαµηλή κατανάλωση ισχύος. Το 
σηµαντικότερο πρόβληµα τους είναι ότι επιβαρύνουν τον προγραµµατιστή όχι µόνο 
µε την εύρεση και εκµετάλλευση του παραλληλισµού σε µια εφαρµογή αλλά επίσης 
και µε την ευθύνη της µεταφοράς δεδοµένων από τον χώρο διευθύνσεων ενός 
επεξεργαστή (πχ CPU) στον χώρο διευθύνσεων ενός διαφορετικού επεξεργαστή (πχ 
GPU). Ακόµα χειρότερα, η µεγάλη διαφοροποίηση µεταξύ αρχιτεκτονικών και 
µνηµών στα ετερογενή συστήµατα αναγκάζουν πολλές φορές τον προγραµµατιστή να 
δηµιουργήσει πολλές διαφορετικές εκδοχές ενός κώδικα για να µπορέσει να καλύψει 
όλες τις περιπτώσεις.  
Για να υλοποιήσουµε τον αλγόριθµο επίλυσης PDEs µέσω τεχνικών Monte Carlo, 

αποφασίσαµε να χρησιµοποιήσουµε το προγραµµατιστικό µοντέλο OpenCL που 
στοχεύει ακριβώς τα ετερογενή συστήµατα. Επιπλέον δηµιουργούµε ένα πλαίσιο που 
συνδυάζει compile-time στατική ανάλυση µε run-time δυναµική ανάλυση της ροής 
των δεδοµένων µιας εφαρµογής για να αυτοµατοποιήσει την διαχείριση δεδοµένων σε 
ετερογενή συστήµατα CPU και GPU. Πέρα από την αυτόµατη διαχείριση δεδοµένων, 
το πλαίσιο αυτό βοηθάει στην κατανοµή των υπολογισµών στους υπάρχοντες 
επεξεργαστές λαµβάνοντας υπόψιν του την υπολογιστική ισχύ και το ενεργειακό 
αποτύπωµα κάθε επεξεργαστή, βελτιστοποιώντας κατά αυτόν τον τρόπο την χρήση 
της υπολογιστικής ισχύς και των µνηµών του ετερογενούς συστήµατος.  
Η µεθοδολογία µας εισάγει µία αµελητέα επιβάρυνση στον χρόνο εκτέλεσης κατά 

1.24% σε σχέση µε την περίπτωση να γίνει η διαχείριση δεδοµένων µόνο από τον 
επεξεργαστή. Στην συνέχεια, θα εισάγουµε βασικές έννοιες του πολυεδρικού 
µοντέλου στην Παρ. 4.2, θα περιγράψουµε την µεθοδολογία του πλαισίου µας στην 
Παρ. 4.3, και θα παρουσιάσουµε τα τελικά αποτελέσµατα της µεθόδου µας. 

4.2. Πολυεδρικό Μοντέλο 
Το πολυεδρικό µοντέλο είναι µαθηµατικό πλαίσιο που χρησιµοποιείται κυρίως για 

ανάλυση βρόγχων (loops) για βελτιστοποίηση της µεταγλώττισης (compilation) σε 
ένα πρόγραµµα. Η µέθοδος του πολύεδρου θεωρεί ότι κάθε επανάληψη του loop 
(loop iteration) µπορεί να αναπαρασταθεί από ένα σηµείο µέσα σε µαθηµατικά 
αντικείµενα που ονοµάζονται πολύεδρα (ή πολύτοπα). Μετασχηµατισµοί που 
εφαρµόζονται πάνω σε πολύεδρα µεταφράζονται σε µετασχηµατισµούς του πηγαίου 
κώδικα του προγράµµατος µας. Η πολυεδρική ανάλυση αποτελεί ένα πολύτιµο 
εργαλείο για βελτιστοποίηση κώδικα µέσω του compiler λόγω της ευχέρειας να 
αλλάζει την µορφή των loops.  

Ένα Ν-πολύεδρο είναι ένα γεωµετρικό αντικείµενο µε επίπεδες πλευρές στον Ν-
διάστατο χώρο. Το πεδίο ορισµού D του πολυέδρου είναι η τοµή ενός πεπερασµένου 
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συνόλου από κλειστά ηµίσεια διαστήµατα (half spaces). Αυτή η αναπαράσταση 
µπορεί να γραφεί και ως ένα σύστηµα από εξισώσεις και ανισώσεις: 

𝐷: 𝑥 ∈ 𝑄! 𝐴𝑥 = 𝑏,𝐶𝑥 ≥ 𝐷} 
Η ανάλυση µε την µέθοδο του πολυέδρου αναπαριστά τα loops καθώς και τις 

εντολές µέσα στα loops ως πολύεδρα. Χρησιµοποιείται ευρέως σε δηµοφιλής 
compilers όπως ο LLVM και ο GCC. Μέσω της δηµιουργίας πολυέδρων, ένας 
compiler µπορεί να εντοπίσει εξαρτήσεις µεταξύ εντολών (data dependencies), να 
δηµιουργήσει βελτιστοποιηµένους χρονοπρογραµµατισµούς εντολών (instruction 
schedules) και να ανακαλύψει παραλληλισµό µεταξύ εντολών ή επαναλήψεων ενός 
loop. 
Παράδειγµα Ανάλυσης Πολυέδρου. Θα δείξουµε ένα απλό παράδειγµα 

ανάλυσης χρησιµοποιώντας την µέθοδο του πολυέδρου και αναφερόµενοι στον 
κώδικα της Εικόνα 5. 

Η συνθήκη που ελέγχει τον τερµατισµό του loop αντιστοιχεί στον περιορισµό: 

 2 ≤ 𝑖 ≤ min (𝑀,−1+ 𝑁 + 2) ο οποίος µπορεί να γραφεί και ως: 

2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑀, και 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝛮 + 1. 

Ένα πολύεδρο µπορεί να αναπαρασταθεί από έναν πίνακα µε 
(1+Output+Input+Parameters+1) στήλες και τόσες γραµµές όσος και ο αριθµός των 
περιορισµών που δηµιουργούν το πολύεδρο. Η πρώτη στήλη δείχνει εάν η αντίστοιχη 
γραµµή περιγράφει ισότητα ή ανισότητα (τιµή 0 ή 1 , αντίστοιχα). Τα Outputs 
αντιστοιχούν σε δείκτες πινάκων, και στο συγκεκριµένο παράδειγµα δείχνουν ότι το 
εύρος τιµών της µεταβλητής i, που είναι το µοναδικό output είναι η ίδια η τιµή του i. 
Η τρίτη στήλη αντιστοιχεί στον µοναδικό iterator i του loop, ενώ οι επόµενες δύο 
στήλες αντιστοιχούν στις παραµέτρους. Η τελευταία στήλη αποθηκεύει το σταθερό 
κοµµάτι των περιορισµών. Ο πίνακας που αντιπροσωπεύει το πολύεδρο του κώδικά 
µας είναι ο παρακάτω: 

0 −1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 −2
1 0 −1 1 0 0
1 0 −1 0 1 1

 

 

4.3. Πλαίσιο ανάλυσης διαχείρισης δεδοµένων  
Σε αυτήν την παράγραφο θα εξηγήσουµε την µεθοδολογία εύρεσης του µεγέθους 

της µνήµης που απαιτεί ένας συγκεκριµένος υπολογισµός και τον τρόπο µε τον οποίο 

for (i=2; i <= min(M, -1+N+2), i++) { 

   S1(i); 

}  

Εικόνα 5. Απλός κώδικας για το παράδειγµά µας.  
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µπορούµε να αυτοµατοποιήσουµε µεταφορές δεδοµένων σε µία ετερογενή 
πλατφόρµα. Αυτή η τεχνική µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί για την 
παραλληλοποίηση ενός αλγορίθµου πιθανώς σε τµήµατα διαφορετικού βαθµού 
διακριτότητας (granularity) από ότι αρχικά έχει καθορίσει ο προγραµµατιστής.  
Η πρώτη φάση της πολυεδρικής ανάλυσης λαµβάνει χώρα κατά την διάρκεια του 

compilation. Στοχεύει στο να δηµιουργήσει µια σειρά από παραµετρικές εξισώσεις 
που να υπολογίζουν το διάστηµα των θέσεων µνήµης που µπορούν να 
προσπελασθούν από κάθε κοµµάτι του κώδικα. Κατά την διάρκεια εκτέλεσης του 
κώδικα, η δεύτερη φάση διαχωρίζει αυτόµατα τα δεδοµένα και τα µεταφέρει µε έναν 
βέλτιστο τρόπο µεταξύ των επεξεργαστικών στοιχείων. Η Εικόνα 6 δείχνει την ροή 
και των δύο φάσεων του αλγορίθµου µας. 

Στατική φάση (compilation).  
Η ανάπτυξη της στατικής φάσης έγινε µε την βοήθεια εργαλείων όπως το 

Polyhedral Extraction Tool (PET) [7], το ISL [6] και το PolyLib [8]. To PET παίρνει 
σαν είσοδο τον πηγαίο κώδικα και δηµιουργεί το πολυεδρικό µοντέλο για τα loops 
του κώδικα αυτού. Η ISL είναι µία βιβλιοθήκη εργαλείων για καλύτερη 
αναπαράσταση πολυέδρων, ενώ η PolyLib είναι µία βιβλιοθήκη που παρέχει εργαλεία 
για την επεξεργασία πολυέδρων. 

 Το αποτέλεσµα της πρώτης φάσης του αλγόριθµού µας είναι ένα σύνολο 
παραµετροποιηµένων (parameterized) διαστηµάτων για κάθε πίνακα (array) που 
προσπελαύνεται µέσα στο loop. Κάθε τέτοιο διάστηµα περιέχει επίσης πληροφορίες 
για τον τύπο της προσπέλασης (read/write). Τα στάδια της φάσης αυτής που 
φαίνονται και στην Εικόνα 6 είναι τα εξής: 

1. Array index de-linearization. Η ανάλυση µας αφορά κάθε εντολή 
προγράµµατος µέσα σε loops που προσπελαύνει µονοδιάστατους και 
δισδιάστατους πίνακες εφόσον οι προσπελάσεις είναι του τύπου 
array[row*width+column]. Λόγω της παρουσίας της παραµέτρου width, που 
αναπαριστά τον αριθµό των στηλών του πίνακα, το εργαλείο PET δεν µπορεί 
να ολοκληρώσει την ανάλυση επειδή θεωρεί ότι η αντίστοιχη προσπέλαση δεν 
είναι συσχετισµένη (affine). Αντιµετωπίζουµε αυτό το πρόβληµα µε το να 

 
Εικόνα 6. Η ροή του υβριδικού αλγορίθµου µας 
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επεκτείνουµε το εργαλείο PET θεωρώντας τους δείκτες row και column σαν 
ανεξάρτητους δείκτες και το width σαν extra παράµετρο. 

2. Inject initial dimensions and constraints. Ο κώδικας ενός παράλληλου 
πυρήνα (kernels) σε OpenCL ουσιαστικά περικλείεται από 6 loops, τα οποία 
αντιστοιχούν στην εκτέλεση ενός work-item της OpenCL µέσα σε ένα work-
group (τα τρία εσωτερικά loops) και στην εκτέλεση ενός work-group µέσα σε 
ένα πλέγµα (grid) (τα τρία εξωτερικά loops). Σε αυτό το βήµα, εισάγουµε αυτά 
τα extra loops στο πολυεδρικό µας µοντέλο. 

3. Polyhedral minimization. Ελαχιστοποίηση του µεγέθους του 
πολυέδρου µέσω της απαλοιφής περιορισµών που είναι πλεονάζοντες.  

4. Elimination of input dimensions. Το επόµενο βήµα της στατικής 
φάσης είναι η µείωση της διάστασης των εισόδων (inputs) του πολυέδρου. 
Πολλές είσοδοι έχουν σταθερή τιµή κατά την διάρκεια της εκτέλεσης του 
κώδικα (πχ η παράµετρος width) και οι προσπελάσεις της µνήµης λόγω αυτών 
των εισόδων µπορούν να υπολογισθούν κατά την διάρκεια του compilation. 
Μετά το τέλος της φάσης αυτής, όλα τα πολύεδρα αποτελούνται από στήλες 
που αντιστοιχούν σε outputs και παραµέτρους.  
5. Code transformations and generation. Ο τελικός στόχος αυτής της 
φάσης είναι να χωρίσουµε τον αρχικό υπολογισµό σε µικρότερα κοµµάτια και 
να καθορίσουµε για κάθε κοµµάτι επακριβώς τα δεδοµένα εισόδου και εξόδου 
που απαιτούνται για να εκτελεσθεί το κοµµάτι αυτό. Αυτό απαιτεί το να 
ξαναγράψει το εργαλείο σε αυτήν την φάση τον αρχικό πηγαίο µας κώδικα.  

Ο κώδικας της Εικόνας 7 και της Εικόνας 8 δείχνουν τον κώδικα Monte Carlo για την 
επίλυση µερικών διαφορικών εξισώσεων (PDEs) πριν και µετά την εφαρµογή του 
αλγορίθµου µας, αντίστοιχα. Με κόκκινο τονίζουµε τις αλλαγές όπου υπάρχουν. 
Βασισµένος στην ανάλυση πολυέδρου, ο compiler δηµιουργεί επίσης τον κώδικα 

για µία νέα συνάρτηση η οποία υπολογίζει τα διαστήµατα της µνήµης που 
προσπελαύνονται από κάθε προσπέλαση µέσα στα κοµµάτια του κώδικα που 
παράγονται σε αυτήν την φάση. Αυτή η συνάρτηση καλείται από το σύστηµα χρόνου 
εκτέλεσης (RTS) όταν κληθεί ο αντίστοιχος παράλληλος πυρήνας (kernel) προς 
εκτέλεση. 
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kernel void DoRandomWalks2D( 
global float *D, global float *x, global float *result, 
unsigned int num_walks, float btol, unsigned int nodes) 
{ 
 private long me = get_local_id(0), us = get_local_size(0); 
 private long __group_id_x = get_group_id(0); 
 /* Some variable declarations and statements omitted */ 
 if ( __group_id_x < nodes ) { 
  _x[0] = x[__group_id_x*2]; 
  _x[1] = x[__group_id_x*2+1]; 
  for ( i=0; i<num_walks; ++i ) { 
    _x[0] = x[__group_id_x*2]; 
    _x[1] = x[__group_id_x*2+1]; 
    perform_random_walks(num_walks, _x, _D); 
  } 
  barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
  if ( me == 0 ) { 
    d = compose_d(); 
    result[__group_id_x] = d; 
  } 
} 
Εικόνα 7. Ο αρχικός κώδικας OpenCL για την µέθοδο Monte Carlo (MC).  

/* ocl_offsets: Holds the offset values (Dynamic mode) */ 
 kernel void DoRandomWalks2D( constant const int *ocl_offsets, 
 global float *D, global float *x, global float *result, 
 unsigned int num_walks, float btol, unsigned int nodes) 
 { 
 private long me = get_local_id(0), us = get_local_size(0); 
 private long __group_id_x = get_global_id(0)/us; 
 /* Some variable declarations and statements omitted */ 
 if ( __group_id_x < nodes ) { 
   _x[0] = x[(__group_id_x-x0y)*x0w -x0o]; 
   _x[1] = x[(__group_id_x-x1y)*x1w +1 -x1o]; 
   for ( i=0; i<num_walks; ++i ) { 
     _x[0] = x[(__group_id_x-x2y)*x2w -x2o]; 
     _x[1] = x[(__group_id_x-x3y)*x3w +1 -x3o]; 
     perform_random_walks(num_walks, _x, _D); 
   } 
    barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
   if ( me == 0 ) { 
    d = compose_d(); 
     result[__group_id_x -result2o] = d; 
   } 
 } 
} 
Εικόνα 8. Ο κώδικας OpenCL για την µέθοδο Monte Carlo µετά την εφαρµογή του αλγορίθµου µας 

 

Φάση χρόνου εκτέλεσης.  
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4.4. Αποτελέσµατα της µεθόδου για PDEs 
 

Χρήση O αλγόριθµος για υλοποίηση των elliptic PDE solvers είναι ένας 
εναλλακτικός τρόπος επίλυσης προβληµάτων πολλαπλών πεδίων (multi-domain, 
multiphysics). O βασικός παράλληλος πυρήνας (kernel) του αλγορίθµου αυτού 
(Εικόνα 3) πραγµατοποιεί τυχαίους περιπάτους (random walks) από το σύνορο 
(boundary) ενός υπόχωρου (sub-domain) στο σύνορο του µεγαλύτερου χώρου 
(domain). Ο σκοπός του περιπάτου είναι ο υπολογισµός των αρχικών συνθηκών του 
υπόχωρου για την επίλυση των διαφορικών εξισώσεων.  
Μετά από ανάλυση και profiling της εφαρµογής µέσω της σουίτας Intel(TM) 

Vtune αναγνωρίσαµε δύο κρίσιµα σηµεία της εφαρµογής, που καταναλώνουν σχεδόν 
πλήρως το χρόνο εκτέλεσης της εφαρµογής. Η πρώτη µέθοδος ονοµάζεται 
monte_carlo και είναι η συνάρτηση υπεύθυνη για την παραγωγή τυχαίων 
µονοπατιών. Το αµέσως επόµενο πιο χρονοβόρο τµήµα της εφαρµογής είναι η 
επίλυση συστηµάτων µέσω της µεθόδου conjugate gradient η οποία είναι 
υλοποιηµένη στην βιβλιοθήκη deal.II. Αρχικά επιλέξαµε να επικεντρωθούµε στην 
συνάρτηση monte_carlo µιας και αυτή αποτελεί ουσιαστικά την ουσία της 
εφαρµογής.  

Πριν παρουσιάσουµε τον λόγο επιτάχυνσης µέσω της χρήσης OpenCL Kernels 
βρίσκουµε σκόπιµο να αναφέρουµε τα χαρακτηριστικά που έχει η πλατφόρµα πάνω 
στην οποία εκτελέσαµε τις διαφορετικές εκδόσεις της εφαρµογής.  
Για την πειραµατική µελέτη απόδοσης χρησιµοποιήσαµε τα εξής δύο 

υπολογιστικά κυκλώµατα: 

Αυτή η φάση λαµβάνει χώρα κατά την εκτέλεση του κώδικα λίγο πριν το 
compilation του πυρήνα OpenCL που πρόκειται να εκτελεσθεί (σηµ. στην OpenCL, 
οι πυρήνες είναι δυνατόν να γίνονται compile κατά την διάρκεια εκτέλεσης). H 
συνάρτηση που παράγεται στο τέλος της προηγούµενης φάσης εκτελείται σε αυτήν 
την φάση µε σκοπό να δηµιουργήσει τις προσπελάσεις για κάθε συσκευή OpenCL. 
Τα στάδια της φάσης αυτής που φαίνονται και στην Εικόνα 6b είναι τα εξής: 

1. Coalescing of overlapping/adjacent SBs. Επιµέρους περιοχές της µνήµης που 
προσπελαύνονται από κάθε κοµµάτι του πυρήνα OpenCL συνενώνονται για να 
δηµιουργήσουν µία µεγαλύτερη περιοχή µε σκοπό να µειωθεί ο αριθµός των 
µεταφορών δεδοµένων µεταξύ Host και των υπόλοιπων συσκευών (CPU ή 
GPU).  

2. Allocation of memory buffers. Μετά την φάση της συνένωσης των επιµέρους 
τµηµάτων µνήµης, γίνεται δυναµική δέσµευση ανάλογης ποσότητας µνήµης σε 
κάθε επεξεργαστικό στοιχείο (CPU ή GPU) που είναι στο σύστηµα µας. 

3. Memory buffer transfer to devices. Η µεταφορά δεδοµένων µεταξύ του Host 
και των υπόλοιπων συσκευών γίνεται µόνο την πρώτη φορά ή όταν καινούργια 
δεδοµένα έχουν δηµιουργηθεί στις θέσεις µνήµης και θα πρέπει να 
µεταφερθούν και αυτά.  
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● Επεξεργαστής γενικού σκοπού: Intel(R) Core(TM) i7 CPU 870 
(2.93GHz) 
● Κάρτα γραφικών: GeForce GTX 480 (1401MHz) 

Για τα πειράµατα που εκτελούνται στον Intel επεξεργαστή (αρχική έκδοση του 
κώδικα) χρησιµοποιούµε 8 νήµατα ενώ για την εκτέλεση στην κάρτα γραφικών 
χρησιµοποιούµε Ν*768 νήµατα όπου Ν ο αριθµός των σηµείων στα οποία θα 
εφαρµοστεί η µέθοδος monte_carlo. Επειδή η συνολική επιτάχυνση του 
προγράµµατος διαµορφώνεται σε σχέση µε το µέγεθος του προβλήµατος που τίθεται 
για επίλυση παρουσιάζουµε µερικές ενδεικτικές εκτελέσεις στον παρακάτω πίνακα: 

Χρόνος εκτέλεσης 
CPU (Διάσταση 

Χώρου) 

Χρόνος εκτέλεσης 
GPU / 

Χρονοβελτίωση 

Μέσο σφάλµα 
CPU 

Μέσο Σφάλµα 
GPU 

100 secs (2D) 34 secs / 2.94x 0.0002041409246 8.811696406e-
05 

241 secs (3D) 35 secs / 6.89x 0.01288890583 0.01290900319 

761 secs (2D) 85 secs / 8.95x 0.0002024040681 2.788477219e-
05 

2026 secs (3D) 2004 secs / 1x 0.009886439747 0.009778896185 

 
 Επιλέξαµε τυχαία 4 παραδείγµατα για να παρουσιάσουµε την βελτιστοποίηση 

στη µέθοδο µας. Το γεγονός ότι η GPU φαίνεται να παράγει ορθότερες εκτιµήσεις 
είναι τυχαίο, σε γενικές γραµµές οι εκτιµήσεις των δύο υλοποιήσεων έχουν 
παραπλήσιες τιµές. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η αυξοµείωση της 
χρονοβελτίωσης, µε αποκορύφωµα το τελευταίο από τα 4 παραδείγµατα. Αν και δεν 
οδήγησε σε ουσιαστική διαφορά στο συνολικό χρόνο εκτέλεσης, η συνάρτηση που 
επιλέξαµε να επιταχύνουµε είχε χρονοβελτίωση 10.67x όµως η διάρκεια εκτέλεσής 
της ήταν 32 και 3 δευτερόλεπτα σε επεξεργαστή και κάρτα γραφικών, αντίστοιχα. 
Αυτό είναι ένδειξη πως µπορούµε να λάβουµε περαιτέρω χρονοβελτίωση µε την 
βελτιστοποίηση της συνάρτησης που επιλύει τα συστήµατα που προκύπτουν (µέθοδος 
conjugate gradient) µετά τη διαδικασία εκτίµησης (monte_carlo). 

Μέσο σφάλµα 
 Η επιταχυµένη υλοποίηση τείνει να παράγει καλύτερες προσεγγίσεις, δηλαδή 

µε µικρότερο µέσο σφάλµα. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα βάρη των µονοπατιών 
αθροίζονται χρησιµοποιώντας 768 double precision floating point αριθµούς. Η αρχική 
υλοποίηση χρησιµοποιούσε 1 τέτοια µεταβλητή. Λόγω της φύσης των floating point 
αριθµών όταν προστίθενται µεταξύ τους αριθµοί εισάγεται ένα σφάλµα στο τελικό 
αποτέλεσµα, το οποίο µεγαλώνει όσο µεγαλώνει η απόσταση των αριθµών. Επειδή 
πλέον χρησιµοποιούνται πολλές µεταβλητές για την άθροιση των µονοπατιών είναι 
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λιγότερο πιθανό να προστεθούν αριθµοί πολύ διαφορετικοί σε σχέση µε την πρώτη 
υλοποίηση που ήταν “απόλυτα σίγουρο” µιας και υπήρχε µόνο 1 µεταβλητή στην 
οποία γινόταν όλο το άθροισµα για ένα σηµείο. 
Μεθοδολογία 

 Οι αλλαγές που κάναµε έγιναν µε τέτοιο τρόπο ώστε ο τρόπος υπολογισµού 
της µεθόδου monte_carlo να επιλέγεται κατά την εκτέλεση της εφαρµογής. Αυτό µας 
οδήγησε αρχικά στην αλλαγή του τρόπου δέσµευσης µνήµης για την αποθήκευση των 
δεδοµένων εισόδου της συνάρτησης. Από µία λίστα µε λίστες µεταβλητών double 
precision καταλήξαµε πάλι σε µία δισδιάστατη δοµή της οποίας όµως τα στοιχεία 
είναι αποθηκευµένα σε διαδοχικές θέσεις µνήµης. Έτσι δεν χρειάστηκαν να γίνουν 
αλλαγές στον αρχικό κώδικα ενώ η µεταφορά δεδοµένων προς την GPU έγινε στη 
συνέχεια µε πολύ απλό τρόπο. 

Το επόµενο βήµα ήταν να δηµιουργηθεί µία απλή υλοποίηση του πυρήνα της 
monte_carlo, δηλαδή ο υπολογισµός ενός µόνο µονοπατιού, σε γλώσσα C ώστε να 
µην έχουµε τα overheads της C++ και να µπορεί να γίνει απεσφαλµάτωση γρήγορα 
και εύκολα πριν καν γίνει η τελική υλοποίηση στην κάρτα γραφικών. Σε αυτό το 
σηµείο εντοπίσαµε πως υπήρχε µια βοηθητική συνάρτηση η οποία καλείται πολλές 
φορές και έκανε χρήση τεσσάρων if-statements ώστε να υπολογίσει την ελάχιστη τιµή 
τεσσάρων παραστάσεων. Κάναµε µερικές αλλαγές στον κώδικα ώστε να µειώσουµε 
τους ελέγχους έχοντας ως σκοπό να καταλήξουµε σε γρηγορότερη εκτέλεση, 
δυστυχώς όµως η επιτάχυνση λόγω αυτής της βελτιστοποίησης ήταν µηδαµινή και 
στις δύο υπολογιστικές µονάδες. 

Η OpenCL υλοποίηση χρησιµοποιεί πολλαπλά νήµατα για τον υπολογισµό της 
τιµής σε ένα σηµείο. Αυτό γίνεται αναθέτοντας σε καθένα από αυτά ένα κλάσµα του 
συνολικού αριθµού µονοπατιών που πρέπει να “περπατηθούν” ώστε να προκύψει η 
εκτιµώµενη τιµή του σηµείου. Ενδεικτικά αναφέρουµε πως η τρέχουσα υλοποίηση 
όταν εκτελείται σε µία GeForce GTX 480 χρησιµοποιεί 768 τέτοια νήµατα για τον 
υπολογισµό κάθε σηµείου, όταν ο χώρος έχει 2 διαστάσεις. 

Αφού επιβεβαιώσαµε την ορθότητα του κώδικα εκτελώντας πολλαπλά πειράµατα 
και έχοντας τις ίδιες τιµές που προκύπτουν από την αρχική υλοποίηση συνεχίσαµε µε 
το σχεδιασµό του OpenCL Kernel. Αυτή τη φορά όµως λόγω αύξησης στον αριθµό 
των καταχωρητών που χρησιµοποιούνται από τον OpenCL Kernel για τα µονοπάτια 
σε 3D χώρο τα νήµατα που χρησιµοποιούνται για την εκτίµηση ενός σηµείου 
µειώθηκαν στα 576. 

Τέλος και στους 2 kernels χρησιµοποιήσαµε τις native υλοποιήσεις των 
συναρτήσεων cos/log/sin σε σηµεία που δεν επηρεάζουν την ακρίβεια της εκτίµησης, 
µιας και εφαρµόζονται σε δεδοµένα τα οποία παράγονται µε ψευδοτυχαίο τρόπο. 
Έτσι η µείωση της ακρίβειας που υπεισέρχεται λόγω των native υλοποιήσεων 
εµφανίζεται ουσιαστικά ως επιπλέον τυχαιότητα, µάλιστα παρατηρήσαµε ότι σε 
πολλές περιπτώσεις η ακρίβεια των εκτιµήσεων βελτιώνεται. 
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5. Χρήση µοντέλου παράλληλου προγραµµατισµού 
OpenCL για σύνθεση αρχιτεκτονικών (Silicon 
OpenCL) 
Σε αυτήν την έκθεση θα περιγράψουµε το SOpenCL, ένα νέο εργαλείο και 

µεθοδολογία η οποία δηµιουργεί επιταχυντές υλικού (hardware accelerators) που 
είναι τµήµατα ενός ολόκληρου συστήµατος (System On Chip, SoC), όπως φαίνεται 
και στην Εικόνα 9.  

 

L1 $

L2 $

SCP

Interconnect Bus

HW ACC

Inp.Stream 
Units

Out. Stream 
Units

Data Path

Main Memory  
Εικόνα 9. Το τελικό µας σύστηµα που περιλαµβάνει τον επιταχυντή υλικού (HW ACC) που παράγει η 
OpenCL και τον κύριο επεξεργαστή (Scalar Processor, SCP). 

 
Η OpenCL είναι ένα βιοµηχανικό standard για την δηµιουργία παράλληλων 

προγραµµάτων µε σκοπό την εκτέλεση σε ετερογενή συστήµατα (heterogeneous 
systems) [9]. Απαλλάσσει τον προγραµµατιστή από το να γράψει κώδικα για κάθε 
πιθανή ετερογενή πλατφόρµα και µε το να ασχοληθεί µε τεχνικές λεπτοµέρειες 
χαµηλού επιπέδου (low level details) δίδοντάς του την ευκαιρία να εστιάσει στον ίδιο 
τον αλγόριθµο και στο πρόβληµα που καλείται να επιλύσει.  

Υπάρχουν κάποιες σηµαντικές τεχνικές δυσκολίες στον σχεδιασµό και την 
υλοποίηση του SOpenCL [13]. H OpenCL χρησιµοποιεί παράλληλους πυρήνες 
(kernels) για να εκφράσει υπολογισµούς σε πολύ χαµηλό επίπεδο (granularity), που 
είναι το επίπεδο του work-item (ή thread όπως έχουµε δει στην CUDA). Αυτό είναι 
ιδιαίτερα χρήσιµο γιατί φανερώνει τον παραλληλισµό της εφαρµογής στο χαµηλότερο 
επίπεδο και διευκολύνει την εκτέλεση του προγράµµατος από CPU και GPU. Παρόλα 
αυτά, η δηµιουργία επιταχυντών υλικού στο επίπεδο του work-item µπορεί να µην 
είναι ιδανική λύση λόγω του ότι κάθε τέτοιος επιταχυντής θα κάνει πολύ λίγη δουλειά 
κάθε φορά που καλείται.  
Σαν πρώτη φάση, το εργαλείο SOpenCL περιέχει έναν µεταγλωττιστή source-to-

source που µεταφράζει τον κώδικα OpenCL σε κώδικα C σε διαφορετικό όµως 
επίπεδο παραλληλισµού από τον κώδικα OpenCL. Στην συγκεκριµένη περίπτωση ο 
µεταγλωττιστής µετατρέπει τον κώδικα σε επίπεδο work-group (ή block), έτσι ώστε 
κάθε κλήση του επιταχυντή να εκτελεί εργασία που να αντιστοιχεί σε ένα work-
group. 
Η δεύτερη φάση του SOpenCL µετατρέπει τον C κώδικα σε έναν επιταχυντή 

υλικού σε synthesizable Verilog. Ο επιταχυντής ακολουθεί ένα συγκεκριµένο 
πρότυπο αρχιτεκτονικής (architectural template) το οποίο παίρνει συγκεκριµένη 
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µορφή ανάλογα µε τις απαιτήσεις απόδοσης του χρήστη και την συγκεκριµένη 
εφαρµογή που υλοποιείται στην FPGA. H δεύτερη φάση του SOpenCL αποτελείται 
από µία σειρά από βελτιστοποιήσεις του compiler όπως predication, code slicing και 
modulo scheduling που εφαρµόζονται διαδοχικά στον κώδικα C. Στο τελικό στάδιο 
το εργαλείο SOpenCL δηµιουργεί synthesizable Verilog. 

5.1. Πρώτη φάση του SOpenCL 
Για να επιτύχουµε την αποδοτική εκτέλεση παράλληλων πυρήνων OpenCL, 

εφαρµόζουµε µια αλληλουχία από µετατροπές source to source για να ανεβάσουµε το 
επίπεδο του πυρήνα από το work-item στο work-group. Μετά τις µετατροπές αυτές 
στον πηγαίο κώδικα, ο νέος παράλληλος πυρήνας εκφράζει τον υπολογισµό που 
εκτελεί το work-group.  

Η πρώτη φάση του SOpenCL αποτελείται από δύο βήµατα: 
1. Σειριοποίηση των λογικών νηµάτων (Logical Thread Serialization). Αυτό το 
βήµα περικλείει τον κώδικα του πυρήνα µε ένα τριπλό loop και µε αυτόν τον 
τρόπο µετατρέπει τον υπολογισµό ενός work-item σε υπολογισµό ενός work-
group.  

2. Απαλοιφή εντολών συγχρονισµού (barriers). H OpenCL δίνει την δυνατότητα 
στον προγραµµατιστή να συγχρονίσει την εκτέλεση των work-items που 
εκτελούν έναν κώδικα OpenCL µέσω των εντολών barrier. Μία εντολή barrier 
αναγκάζει όλα τα work-items ενός work-group να εκτελέσουν την εντολή αυτή 
πριν µπορέσει οποιοδήποτε work-item να συνεχίσει µε την εκτέλεση των 
εντολών µετά την barrier. Αντίστοιχα, η εντολή barrier µέσα σε ένα loop 
αναγκάζει όλα τα work-items να περιµένουν στην εντολή αυτή πριν µπορέσουν 
να συνεχίσουν µε την επόµενη επανάληψη του loop.  

Για να εξασφαλίσουµε σωστή λειτουργικότητα κατά την µετατροπή του 
κώδικα από OpenCL σε C σε περίπτωση που υπάρχουν εντολές barrier, 
χωρίζουµε τον κώδικα σε δύο µπλόκς, ένα πριν την barrier και ένα µετά έτσι 
ώστε αυτά τα µπλόκς να µην περιέχουν την εντολή barrier. Μετά εφαρµόζουµε 
την τεχνική loop fission για να χωρίσουµε το αρχικό τριπλό loop σε δύο 
επιµέρους τριπλά loops για να εξασφαλίσουµε την σωστή µετατροπή του 
κώδικα σε C (Εικόνα 10).  

Περισσότερες λεπτοµέρειες για τον µετατροπές που εφαρµόζει ο compiler υπάρχουν 
στο [13]. 
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5.2. Δεύτερη φάση του SOpenCL 
Μετά την πρώτη φάση, το SOpenCL µεταφράζει τον κώδικα σε Verilog σύµφωνα 

µε την σειρά των βηµάτων που φαίνονται στην Εικόνα 11. Ο αλγόριθµος αυτός 
χρησιµοποιεί και επεκτείνει τον LLVM compiler [11]. Ένα σηµαντικό 
χαρακτηριστικό του SOpenCL είναι ότι χρησιµοποιεί ένα καλά σχεδιασµένο 
αρχιτεκτονικό πρότυπο (template) για να δηµιουργήσει υλικό όπως φαίνεται στην 
Εικόνα 12.  
Πρότυπο αρχιτεκτονικής 

H µονάδα δεδοµένων της Εικόνα 12 αποτελείται από ένα δίκτυο από λειτουργικές 
µονάδες (Functional Units, FUs) που αναλαµβάνουν το κυρίως έργο της επεξεργασίας 
δεδοµένων. Οι µονάδες αυτές λαµβάνουν δεδοµένα από τις µονάδες Εισόδου/Εξόδου 
Ροής σε µορφή FIFO και παράγουν τα δεδοµένα εξόδου πάλι σε µορφή FIFO. Η 
διασύνδεση µεταξύ των λειτουργικών µονάδων γίνεται µέσω κυκλωµάτων ουρών 
FIFO που αποτελούνται από πολυπλέκτες και buffers για να κατευθύνουν δεδοµένα 
από τις µονάδες που παράγουν στις µονάδες που καταναλώνουν ενδιάµεσα 
αποτελέσµατα.  

 
To SOpenCL διαµορφώνει τον τελικό επιταχυντή υλικού µεταβάλλοντας τον τύπο 

του µίγµατος των FUs (δηλ. πόσους multipliers, adders, shifters, κοκ), την 
συγκεκριµένη λειτουργία που επιτελούν, την διασύνδεση µεταξύ των FUs καθώς και 
το bandwidth µεταξύ της µονάδας δεδοµένων και της µονάδας Εισόδου/Εξόδου.  
Η µονάδα Εισόδου/Εξόδου Ροής αναλαµβάνει όλες τις αρµοδιότητες που έχουν να 

κάνουν µε την µεταφορά δεδοµένων µεταξύ της κύριας µνήµης και του επιταχυντή. 

S1;
barrier;
S2;

loops	{
					S1;
}

loops	{
					S2;
}  

Εικόνα 10. Απαλοιφή εντολών barriers µε την χρήση loop fission.  

 
Εικόνα 11. Ο αλγόριθµος δηµιουργίας επιταχυντή υλικού από κώδικα C.  
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Αυτές οι αρµοδιότητες είναι η δηµιουργία των διευθύνσεων µνήµης, ευθυγράµµιση 
και ταξινόµηση δεδοµένων από και προς τον επιταχυντή καθώς και προσαρµογή 
µεταξύ του επιταχυντή και του διαύλου του συστήµατος (system bus). Η µονάδα 
Εισόδου/Εξόδου Ροής αποτελείται από µία ή περισσότερες µονάδες Εισόδου και 
Εξόδου. Όπως και για την µονάδα Δεδοµένων, έτσι και εδώ το SOpenCL συνθέτει το 
κύκλωµα έτσι ώστε να ταιριάζει στα χαρακτηριστικά της εφαρµογής και στις 
απαιτήσεις του υπόλοιπου συστήµατος.  

Ροή του αλγορίθµου SOpenCL 
Αναφερόµενος στην Εικόνα 11, βλέπουµε ότι το εργαλείο SOpenCL ακολουθεί µια 

σειρά από βήµατα στον µεταγλωττιστή LLVM για να παράγει το τελικό κύκλωµα του 
επιταχυντή σε Verilog. Εν συντοµία, τα πιο σηµαντικά βήµατα είναι τα εξής: 

a) Compiler optimizations and Predication. Το πρώτο βήµα είναι να 
µετατρέψουµε τον κώδικα C σε εσωτερική µορφή του LLVM. Ο ίδιος ο 
LLVM εφαρµόζει µια σειρά από στάνταρντ βελτιστοποιήσεις του κώδικα όπως 
constant propagation, dead code elimination, strength reduction, κοκ. To 
predication είναι µία τεχνική του µεταγλωττιστή η οποία µετατρέπει 
εξαρτήσεις ελέγχου (control dependencies) σε εξαρτήσεις δεδοµένων (data 
dependencies). Το predication εξαλείφει όλες τις εντολές διακλάδωσης 
(branches) στον κώδικα C µε την χρήση επιπλέον µεταβλητών του 1-bit οι 
οποίες ονοµάζονται Boolean guards. O βασικός σκοπός του predication είναι η 
εξάλειψη όλων των διακλαδώσεων που προέρχονται από εντολές if-then-else, 
και η προετοιµασία του κώδικα για την επόµενη φάση του modulo scheduling. 

b) Code slicing. O κώδικας C µετά το πρώτο βήµα εµπεριέχει εντολές 
Εισόδου/Εξόδου δηλ. εντολές φορτώµατος και αποθήκευσης στην µνήµη 
καθώς και εντολές υπολογισµού. Το βήµα του code slicing διαχωρίζει τον 
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V Data
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V Data

TerminateTerminate

Sin0Sin0 Sin1Sin1 Sin2Sin2 Sin3Sin3 Sout0Sout0

Data	
Path
Data	
Path

Named	Register

Named	Register

Memory	Mapped	RegistersMemory	Mapped	Registers

Bus Bridge

Arbiter

Sin Align Unit Sout Align Unit

Sin Requests 
Generator

Cache 
Unit Sout AGU

Sin AGU

Request

Status

Local	requestLocal	request
Data_lineData_line

Sin	
Addresses

Sin	
Addresses

AddressAddress Data_inData_in

Data_outData_out

AddressAddress

AddressAddress

Data_outData_outAck_OAck_OAddressAddressAck_AAck_AAck_IAck_IData_in

Sin0Sin0 Sin1Sin1 Sin2Sin2 Sin3Sin3 Sout0Sout0

Streaming	
Unit

Streaming	
Unit

System	InterconnectSystem	Interconnect

Multiplexer	Tree

Tunnel
Tunnel

 
Εικόνα 12. Το πρότυπο αρχιτεκτονικής που χρησιµοποιούµε περιλαµβάνει την µονάδα Dεδοµένων 
(Data Path) και την µονάδα Εισόδου/Εξόδου Ροής (Streaming Unit) 
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κώδικα σε 3 κοµµάτια: (i) το κοµµάτι κώδικα που κάνει µόνο υπολογισµούς, 
(ii) το κοµµάτι κώδικα που περιέχει όλες τις εντολές φορτώµατος (load) από 
την µνήµη και τις εντολές υπολογισµού της διεύθυνσης φορτώµατος, και (iii) 
το κοµµάτι κώδικα που περιέχει όλες τις εντολές αποθήκευσης (store) από την 
µνήµη και τις εντολές υπολογισµού της διεύθυνσης αποθήκευσης.  
Ο λόγος που εκτελούµε αυτό το βήµα είναι επειδή κάθε ένα από τα 3 

κοµµάτια του κώδικα αντιστοιχεί και σε διαφορετικό κοµµάτι της 
αρχιτεκτονικής: το υπολογιστικό κοµµάτι αντιστοιχεί στην µονάδα 
επεξεργασίας δεδοµένων, ενώ τα κοµµάτια για load και store αντιστοιχούν 
στην µονάδα Εισόδου/Εξόδου Ροής. Με το να ξεχωρίσουµε τον κώδικα σε 3 
διακριτά µέρη, µπορούµε να διαµορφώσουµε κάθε ένα τµήµα του επιταχυντή 
ανεξάρτητα χρησιµοποιώντας πληροφορία από το αντίστοιχο τµήµα του 
κώδικα. 

c) Swing Modulo Scheduling (SMS). Η τεχνική SMS είναι µια τεχνική 
χρονοπρογραµµατισµού εντολών (instruction scheduling) η οποία 
εκµεταλλεύεται τον παραλληλισµό µεταξύ εντολών που ανήκουν σε 
διαφορετικές επαναλήψεις ενός loop και τις προγραµµατίζει να εκτελεσθούν 
παράλληλα [SMS]. O αλγόριθµος SMS χρησιµοποιεί ευριστικές µεθόδους για 
να ελαχιστοποιήσει το Iteration Interval (II), που είναι το σταθερό διάστηµα 
αριθµού κύκλων µηχανής στο οποίο ξεκινάµε διαδοχικές επαναλήψεις του 
loop. Το SMS εφαρµόζεται σε κάθε loop και χωριστά σε κάθε ένα από τα τρία 
τµήµατα του κώδικα όπως αυτά έχουν παραχθεί από το code slicing.  

d) Δηµιουργία υλικού. Το τελικό βήµα της δεύτερης φάσης του SOpenCL 
είναι η δηµιουργία του επιταχυντή υλικού σε Verilog χρησιµοποιώντας την 
έξοδο που δηµιουργεί το SMS και το αρχιτεκτονικό πρότυπο που 
περιεγράφηκε προηγουµένως. Εκτός από το υλικό του επιταχυντή, το 
SOpenCL δηµιουργεί ακόµα και ένα αρχείο ελέγχου (testbench) το οποίο 
χρησιµοποιείται για την αυτοµατοποίηση της διαδικασίας ελέγχου του 
παραχθέντος κυκλώµατος.  
H Εικόνα 5 δείχνει το διάγραµµα του επιταχυντή που υλοποιεί τον αλγόριθµο 

για LU Decomposition. O συγκεκριµένος αλγόριθµος αποτελείται από πολλαπλά 
loops τα οποία δηµιουργούν και παραπάνω του ενός επιταχυντές.  
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5.3. Instruction clustering 
Μία επιπλέον βελτιστοποίηση του SOpenCL είναι η οµαδοποίηση (clustering) 

εντολών για την δηµιουργία Macro Functional Units (MFUs), δηλ. λειτουργικών 
µονάδες που συνδυάζουν παραπάνω από µια απλούστερες λειτουργικότητες [6]. Ο 
λόγος που δηµιουργούµε τέτοια MFUs είναι για να µειώσουµε τον αριθµό των 
διασυνδέσεων µεταξύ µικρών λειτουργικών µονάδων. Με άλλα λόγια, θέλουµε να 
µειώσουµε την επιβάρυνση των διασυνδέσεων σε σχέση µε τις λειτουργικές µονάδες. 
Είναι γνωστό µάλιστα ότι τις περισσότερες φορές, ή έλλειψη επαρκούς αριθµού 
καναλιών διασύνδεσης είναι και ο κυριότερος λόγος για το ότι ένα κύκλωµα δεν 
µπορεί να υλοποιηθεί σε µια FPGA. 

Χρησιµοποιούµε µία µέθοδο που βασίζεται σε grammar-induction τεχνικές για να 
οµαδοποιήσουµε βασικές εντολές σε µακρο-εντολές (macroinstructions) οι οποίες µε 
την σειρά τους υλοποιούνται σαν MFUs µε µικρότερες απαιτήσεις σε πολυπλοκότητα 
διασυνδέσεων.  

Η Εικόνα 14 δείχνει ένα παράδειγµα για το πώς δύο διαδοχικές προσθέσεις (µέσα 
στα κόκκινα κουτιά) µπορούν να συγχωνευθούν για εκτέλεση σε ένα MFU αντί να 
εκτελεσθούν σε ένα FU που κάνει πρόσθεση. Η βασική ιδέα είναι ότι µία µεγαλύτερη 
λειτουργική µονάδα µειώνει την ανάγκη για πολλές διασυνδέσεις µεταξύ µικρότερων 
µονάδων και συνεπώς αυξάνει την πιθανότητα να έχουµε ένα κύκλωµα το οποίο να 
µπορεί να πραγµατοποιηθεί σε µία FPGA.  
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Εικόνα 13. Το αρχιτεκτονικό διάγραµµα ενός επιταχυντή που υλοποιεί τµήµα ενός αλγορίθµου LU 
Decomposition. 
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5.1. Αποτελέσµατα του SOpenCL στα 
µετροπρογράµµατα OpenDwarfs 

Το εργαλείο SOpenCL χρησιµοποιήθηκε για την υλοποίηση επιταχυντών υλικού 
για εφαρµογές που ανήκουν στα Dwarfs. Τα 13 Dwarfs είναι σύνολα εφαρµογών που 
κάθε ένα από αυτά τα σύνολα µπορούν να χαρακτηρισθούν από ένα κοινό πρότυπο 
(pattern) υπολογισµών και επικοινωνίας. Για παράδειγµα, ένα από τα 13 Dwarfs είναι 
to Dense Linear Algebra το οποίο περιλαµβάνει αλγορίθµους που επεξεργάζονται 
πυκνούς πίνακες (dense arrays). Ένας τέτοιος αλγόριθµος που έχουµε χρησιµοποιήσει 
για να αναπτύξουµε επιταχυντές υλικού είναι ο LU Decomposition [14]. Για να 
είµαστε πιο ακριβείς, χρησιµοποιούµε ένα σύνολο από µετροπρογράµµατα, τα 
OpenDwarfs, που είναι open-source υλοποιήσεις σε OpenCL των Dwarfs.  

Χωρίς να µπούµε σε λεπτοµέρειες σχετικά µε την υλοποίηση των OpenDwarfs µε 
την χρήση του SOpenCL, τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι οι FPGAs είναι 
ανταγωνιστικές µε τις GPUs όσον αφορά την ταχύτητα εκτέλεσης τέτοιων 
αλγορίθµων. Εάν λάβουµε υπόψιν µας και την κατανάλωση ενέργειας, στις οποίες οι 
FPGA υπερτερούν εµφανώς των GPUs, µπορούµε να βγάλουµε το συµπέρασµα ότι η 
χρήση εργαλείων σαν το SOpenCL έχουν την δυνατότητα να κάνουν τις FPGA πολύ 
ελκυστικές για την υλοποίηση παρόµοιων εφαρµογών. Περισσότερες πληροφορίες 
σχετικά µε το SOpenCL και τις FPGAs µπορείτε να βρείτε στο [14]. 

6. Υλοποίηση PDEs µε τεχνικές Monte Carlo σε 
τεχνολογία FPGA 
Οι πρόσφατες εξελίξεις στην τεχνολογία των FPGA και στις µεθοδολογίες 

σύνθεσης υψηλού επιπέδου (High Level Synthesis - HLS) έχουν θέσει τα 
επαναδιατασσόµενη συστήµατα στο δρόµο προς την επιστήµη ετερογενών 
συστηµάτων υψηλών επιδόσεων (High Performance Computing - HPC). Οι FPGA 
επιταχυντές προσφέρουν καλύτερα χαρακτηριστικά στις επιδόσεις, στην ενέργεια και 
στο κόστος από ότι µία οµογενή CPU πλατφόρµα και είναι πιο αποδοτικοί 
ενεργειακά από ότι µια GPU πλατφόρµα. 
Ωστόσο, το µεγαλύτερο εµπόδιο στην υιοθέτηση της FPGA τεχνολογίας σε HPC 

πλατφόρµες είναι το ότι ο προγραµµατισµός των FPGA απαιτεί βαθιά γνώση 
χαµηλού επιπέδου σχεδίασης υλικού και µακρόχρονους στάδια ανάπτυξης. Αυτά τα 
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Εικόνα 14.  Χρονοδροµολόγηση εντολών σε ένα Data Flow Graph (DFG) µε a) βασικές και απλές 
εντολές και b) µε µακροεντολές. Η µακροεντολή K υλοποιείται µε το MFU Κ που είναι ένας 3-bit 
προσθετής µε αρχιτεκτονική διοχέτευσης (pipelined).  
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χαρακτηριστικά καθιστούν τις γλώσσες περιγραφής υλικού (Hardware Description 
Languages - HDLs) µία ακατάλληλη τεχνολογία για την δηµιουργία HPC εφαρµογών 
στις FPGA. 
Αντιθέτως, εργαλεία HLS επιτρέπουν στους σχεδιαστές να χρησιµοποιήσουν 

υψηλού επιπέδου γλώσσες προγραµµατισµού και προγραµµατιστικά µοντέλα όπως 
οι C/C++ και OpenCL [2][4]. Ανεβάζοντας τη διαδικασία σχεδίασης υλικού στο 
επίπεδο ανάπτυξης λογισµικού, η HLS επιτρέπει όχι µόνο την γρήγορη πρωτοτυπία, 
αλλά και την εξερεύνηση αρχιτεκτονικών. Η πλειοψηφία των εργαλείων HLS 
προσφέρει ένα σύνολο οδηγιών βελτιστοποίησης που στοχεύουν στην ενηµέρωση 
του µηχανισµού HLS σύνθεσης για την επιθυµητή βελτιστοποίηση κοµµατιών του 
πηγαίου κώδικα. Ο µηχανισµός σύνθεσης δηµιουργεί επιταχυντές υλικού 
στοχεύοντας στις επιδόσεις ή στην ελαχιστοποίηση του χώρου που καταλαµβάνει η 
σχεδίαση, λαµβάνοντας υπόψη τις παραπάνω οδηγίες. 
Αυτή η προσέγγιση δεν εκµεταλλεύεται στο έπακρο τις δυνατότητες των 

µοντέρνων FPGA να ενσωµατώνουν αρχιτεκτονικές που µπορεί να περιέχουν 
πολλαπλούς επιταχυντές υλικού, ιεραρχίες µνήµης, δοµές διαύλων επικοινωνίας και 
διεπαφές. Αυτό που είναι πραγµατικά απαραίτητο, είναι µία µεθοδολογία για τον 
αυτόµατο εντοπισµό και αξιολόγηση αρχιτεκτονικών πολλαπλών επιταχυντών, που 
υλοποιούν σύνθετες εφαρµογές λογισµικού. Η πολυπλοκότητα µίας τέτοιας 
µεθοδολογίας έγκειται στο γεγονός ότι οι επαναδιατασσόµενες πλατφόρµες 
προσφέρουν πολλαπλούς βαθµούς σχεδιαστικής ελευθερίας και ενδεχοµένως ένα 
τεράστιο αριθµό pareto-βέλτιστων υλοποιήσεων. 

Στην εργασία αυτή εισάγουµε µία συστηµατική αρχιτεκτονική αξιολόγηση της 
τοποθέτησης εφαρµογών σε FPGAs υψηλών επιδόσεων που λειτουργούν ως 
επιταχυντές σε ένα περιβάλλον Linux. Ο στόχος είναι να αξιοποιηθούν όλα τα 
ενδιαφέροντα, επιπέδου συστήµατος, αρχιτεκτονικά σενάρια, ώστε να χτιστεί ένας 
µηχανισµός που θα µπορεί να επιλέξει αυτόµατα την καταλληλότερη αρχιτεκτονική 
για κάθε εφαρµογή. Βασιζόµενοι σε πειραµατικές αναλύσεις, θέλουµε να λάβουµε 
γνώση για τις βέλτιστη αντιστοίχιση εφαρµογών – αρχιτεκτονικών, ώστε αργότερα 
να αυτοµατοποιήσουµε αυτή τη διαδικασία. Συνεπώς, συγκρίνουµε τις επιδόσεις 
όλων των δυνατών λύσεων σε hardware µε την επίδοση ενός software κώδικα που 
εκτελείται σε CPU υψηλών επιδόσεων (τη µονάδα υποδοχής – Host Unit). 

Ποικίλες ερευνητικές προσπάθειες µελέτησαν το πρόβληµα δηµιουργίας µίας 
Host-FPGA διεπαφής και on-chip καναλιών επικοινωνίας. Ο Vipin et al [14], 
ανέπτυξε ένα πλαίσιο λειτουργίας για την χρήση PCIe επικοινωνίας µεταξύ CPU 
υποδοχής και FPGA. Επίσης, χρησιµοποίησε πρότυπες HLS διεπαφές διαύλου για τις 
on-chip επικοινωνίες. Ωστόσο, παρέλειψε την παραµετροποίηση της λειτουργίας των 
διαύλων, καθώς και τις διαφορετικές ιεραρχίες µνήµης. Άλλες πρόσφατες έρευνες 
εξέτασαν την δηµιουργία καναλιών ανεπηρέαστων από την καθυστέρηση δεδοµένων 
[15], και µνηµών κοινών µεταξύ πολλαπλών FPGA επιταχυντών. Σε αυτή την έρευνα 
επιδιώκουµε βαθύτερα επίπεδα παραµετροποίησης του συστήµατος. 
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6.1. Εξερεύνηση του Χώρου Λύσεων της Σχεδίασης 
Η καταχώριση 1 δείχνει τον ψευδοκώδικα του Blur φίλτρου, µία από τις 

εφαρµογές υπό εξέταση. Ο αλγόριθµος πρώτα εφαρµόζει ένα οριζόντιο και µετά ένα 
κάθετο 3-όρων βαθυπερατό φίλτρο µίας εικόνας εισόδου, αποθηκεύοντας προσωρινά 
το αποτέλεσµα του οριζόντιου φίλτρου στη µνήµη. Αυτός ο ψευδοκώδικας είναι 
βέλτιστος για µία CPU εκτέλεση, όχι για ένα σχεδιασµό στο υλικό, κάτι που επιφέρει 
µειονεκτήµατα όταν επεξεργάζεται από HLS εργαλεία. Αυτός ο κώδικας καταλήγει 
σε δύο ξεχωριστούς hardware επιταχυντές, που πρέπει να επικοινωνούν µέσω µίας 
µεγάλης µνήµης που υλοποιείται είτε ως εξωτερική DRAM είτε ως πάνω στο chip 
BRAM (αν υπάρχει αρκετή BRAM στην FPGA). Με σκοπό να ενσωµατωθούν οι 
FPGAs ως µέρος των µοντέρνων ετερογενών συστηµάτων, εκµεταλλευτήκαµε τους 
τυποποιηµένους αφαιρετικούς τρόπους επικοινωνίας που παρέχονται από υψηλού 
επιπέδου εργαλεία σύνθεσης όπως το Vivado HLS, ώστε να δηµιουργήσουµε το 
προσαρµοζόµενο σύστηµά µας. 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

blur_hor:  

for (i = 0; i < Height; i++) 

 for (j = 0; j < Width; j++) 

 tmp(i,j)=(inp(i,j-1)+inp(i,j)+inp(i,j+1)/3 

 

blur_ver:  

for (i = 0; i < Height; i++) 

 for (j = 0; j < Width; j++) 

 out(i,j)=(tmp(i-1,j)+tmp(i,j)+tmp(i+1,j)/3 

Εικόνα 15. O κώδικας για το οριζόντιο και το κάθετο φίλτρο Blur. 
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Η 
λογική της 
Εικόνα 15 

παράγεται από το εργαλείο Vivado HLS, µε βάση τις οδηγίες του προγραµµατιστή 
του συστήµατος. Δύο επιταχυντές υλοποιούνται και συνδέονται µε την BRAM 
µνήµη µέσω µιας AXI4-master διασύνδεσης. Η αρχική αρχιτεκτονική επεκτείνεται 
εξερευνώντας αυτόµατα τον αριθµό και τον τύπο των διαφόρων στοιχείων. Τέτοια 
στοιχεία αποτελούν οι επιταχυντές από άποψη απόδοσης, µεγέθους, καθυστέρησης 
και αριθµού. Επίσης, περιλαµβάνονται οι δοµές και ο αριθµός των διαύλων 
επικοινωνίας, ο αριθµός και ο τύπος των µνηµών, καθώς και η διεπαφή µε τη µονάδα 
υποδοχής. 

Επιπροσθέτως του προσαρµοζόµενου µέρους της αρχιτεκτονικής, έξτρα στοιχεία 
επικοινωνίας µε τη µονάδα υποδοχής είναι απαραίτητα. Προς διευκόλυνση µας 
χρησιµοποιούµε ένα πλαίσιο επικοινωνίας ανοιχτού κώδικα, το RIFFA, που 
προσφέρει αφαιρετικά τη δυνατότητα στους προγραµµατιστές λογισµικού να έχουν 
πρόσβαση στην FPGA ως µία µονάδα επιτάχυνσης συνδεδεµένη στο PCIe [20]. 
Το RIFFA υλοποιεί στο υλικό το πρωτόκολλο του PCIe άκρου, ώστε ο χρήστης 

να µην χρειάζεται να ασχοληθεί µε τις λεπτοµέρειες επικοινωνίας του επιταχυντή. 
Από την µεριά του τελευταίου συγκεκριµένα, το RIFFA προσφέρει ένα σύνολο 
καναλιών επικοινωνίας συνεχούς ροής που στέλνουν και λαµβάνουν δεδοµένα 
µεταξύ της κύριας µνήµης της CPU και µίας προσαρµοσµένης FPGA λογικής. Στη 
µονάδα υποδοχής, η αρχιτεκτονική του RIFFA 2.0 είναι συνδυασµός ενός πυρήνα 
οδήγησης συσκευής και ενός συνόλου γλωσσικών δεσµεύσεων. Το RIFFA παρέχει 
στο χρήστη µία απλοϊκή διεπαφή προγραµµατισµού εφαρµογών (API), που του 
επιτρέπει ξεχωριστά την πρόσβαση στα κανάλια για την µεταφορά δεδοµένων στη 
λογική του επιταχυντή. 
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Στην Εικόνα 17 παρουσιάζονται δύο ενδεικτικά αρχιτεκτονικά σενάρια, που 
επεκτείνουν την αρχιτεκτονική αναφορά της Εικόνα 16. Μπορούµε αποτελεσµατικά 
να διπλασιάσουµε την προσαρµόσιµη λογική χρησιµοποιώντας ένα επιπλέον RIFFA 
κανάλι επικοινωνίας (Εικόνα 17i). Ακόµα καλύτερα, η φύση της Blur εφαρµογής ως 
ένα συνεχής ροής µονοπάτι δεδοµένων από σηµείο σε σηµείο, µας επιτρέπει να 
χρησιµοποιήσουµε το πρωτόκολλο AXI4-Stream για να µεταδώσουµε τα δεδοµένα 
µεταξύ παραγωγού και καταναλωτή (Εικόνα 17ii). Κάποιες υλοποιήσεις µπορεί να 
κάνουν χρήση εξωτερικής DDR3 µνήµης (περιλαµβάνοντας έναν FPGA DDR3 
ελεγκτή µνήµης), ώστε να µπορούν να φιλοξενήσουν µεγαλύτερες εικόνες µε κόστος 
την αύξηση καθυστέρησης και χειρότερες επιδόσεις. Για να περιηγηθούµε έξυπνα 
στον απέραντο χώρο όλων των δυνατών σχεδιαστικών λύσεων, επινοήσαµε ένα 
σύνολο ευριστικών κανόνων για τη λήψη αποφάσεων: 

1. Διατήρησε τα δεδοµένα τοπικά και όσο το δυνατόν πιο κοντά στον επιταχυντή. Ο 
στόχος εδώ είναι να ελαχιστοποιηθεί η καθυστέρηση των αναγνώσεων/εγγραφών 
µεταξύ επιταχυντή και µνήµης δεδοµένων. 

2. Ελαχιστοποίησε τους κοινούς πόρους µεταξύ ανεξάρτητων επιταχυντών. Αυτή η 
οδηγία βοηθά στην εξάλειψη των συγκρούσεων ανάµεσα σε πολλαπλούς 
επιταχυντές κατά την απόκτηση πρόσβασης σε κανάλια επικοινωνίας ή θύρες 
προσπέλασης µνήµης. 

Εικόνα 16. Βασική αρχιτεκτονική πλατφόρµα για πειραµατική αξιολόγηση. Η 
σκιαγραφηµένη περιοχή δείχνει την παραµετροποιήσιµη λογική.  
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3. Επικάλυψε τις µεταφορές δεδοµένων µε το χρόνο λειτουργίας των επιταχυντών. Ο 
στόχος εδώ είναι να ελαχιστοποιηθεί ο χρόνος αναµονής για τη διαθεσιµότητα 
των δεδοµένων στους επιταχυντές. 
Η προσέγγιση του χώρου λύσεων της σχεδίασης ξεκινά από την βασική 

αρχιτεκτονική αναφοράς της Εικόνα 16. Στη συνέχεια, παίρνουµε σταδιακά κάποιες 
σχεδιαστικές επιλογές λαµβάνοντας υπόψη τους προαναφερθείς ευριστικούς κανόνες 
και αξιολογώντας την επίδραση των αποφάσεων στην επίδοση του συνολικού 
συστήµατος. 

 

6.2. Αριθµητικά αποτελέσµατα - Πειράµατα 
 

6.2.1. Μεθοδολογία 
Σε αυτό το τµήµα, θα παρουσιάσουµε την έρευνα µας πάνω στην αρχιτεκτονική 

εξερεύνηση δύο εφαρµογών που φαίνονται στον Πίνακα 1. Για κάθε εφαρµογή, 
έχουµε ορίσει ένα πλήθος αρχιτεκτονικών σεναρίων που εκτείνεται σε ποικίλα 
σηµεία του χώρου «µέγεθος εναντίον επίδοση». Ο software κώδικας βελτιστοποιείται 
µε τη χρήση HLS οδηγιών (π.χ. διοχέτευση) µε ελάχιστες αλλαγές του. 
Χρησιµοποιούµε το εργαλείο Vivado HLS 2014.4 για τις hardware υλοποιήσεις µας 
πάνω σε µία πλακέτα VC707 evaluation board (XC7VX485T FPGA). Όλα τα 
αποτελέσµατα καταγράφονται µετά τη διαδικασία τοποθέτησης και διασύνδεσης των 

 

 
 (i) 

 

 

(ii) 

Εικόνα 17. Δύο ενδιαφέροντα αρχιτεκτονικά σενάρια. (i) Διπλασιασµός της βασικής αρχιτεκτονικής 
χρησιµοποιώντας δύο RIFFA κανάλια. (ii) Χρήση AXI streaming διεπαφής µεταξύ των RIFFA 
καναλιών, των δύο επιταχυντών και της DRAM.  
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θεµελιωδών στοιχείων του σχεδίου στην FPGA. Ο ίδιος κώδικας σε γλώσσα C 
εκτελείται σε έναν τετραπύρηνο επεξεργαστή E5520 Intel Xeon σε συχνότητα 
λειτουργίας 2.27 GHz και όλα τα αποτελέσµατα των επιδόσεων συγκρίνονται. Πέραν 
του Blur φίλτρου που περιγράψαµε παραπάνω, έχουµε αναλύσει και µία εφαρµογή 
Monte Carlo προσοµοίωσης. 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

Η µέθοδος Monte Carlo (MC) αναπτύχθηκε ως ένας εναλλακτικός τρόπος 
προσέγγισης πολυδιάστατων επιστηµονικών προβληµάτων. Διασπά ένα µοναδικό 
πρόβληµα Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων (Partial Differential Equation - PDE) σε 
ένα σύνολο ενδιάµεσων προβληµάτων. Ο κύριος πυρήνας τις εφαρµογής εκτελεί 
τυχαίες διαδροµές από κάποια αρχικά σηµεία ενός 2D πλέγµατος, ώστε να εκτιµήσει 
τις οριακές περιπτώσεις των ενδιάµεσων προβληµάτων. Ο MC είναι ένας 
υπολογιστικά βαρύς αλγόριθµος µε πολλές αριθµητικές πράξεις διπλής ακρίβειας και 
κλήσεις σε µαθηµατικές βιβλιοθήκες για τους αριθµητικούς, τριγωνοµετρικούς και 
λογαριθµικούς υπολογισµούς αριθµών κινητής υποδιαστολής (Floating Point - FP). 
Ωστόσο, έχει ελάχιστες απαιτήσεις επικοινωνίας. 

6.2.2. Αποτελέσµατα 
Η Εικόνα 18 παρουσιάζει τα αποτελέσµατα επίδοσης των δύο περιπτώσεων υπό 

εξέταση σε διάφορα σενάρια υλοποίησης. Ο Πίνακας 2 δείχνει τις απαιτήσεις σε 
χώρο στην FPGA της κάθε πλατφόρµας. 

Blur. Έξι σενάρια υλοποίησης µελετήθηκαν για την εφαρµογή Blur. Το πρώτο 
σενάριο απεικονίζει την βασική αρχιτεκτονική αναφοράς της Εικόνα 16 
(bram_naive_1_chnl). Η CPU υποδοχής στέλνει µία µοναδική γραµµή στον πυρήνα 
του οριζόντιου φίλτρου blur για επεξεργασία και περιµένει την έξοδο του επιταχυντή 
πριν στείλει την επόµενη γραµµή, έως ότου προσπελαστεί ολόκληρη η εικόνα. Η ίδια 
διαδικασία ακολουθείται και για το κάθετο blur φίλτρο, µε τη διαφορά ότι 
χρειάζονται 3 γραµµές πριν ξεκινήσει η επεξεργασία. Το σενάριο αυτό έχει 
εφαρµογή και είναι επιθυµητό όταν δεν υπάρχει αρκετή εσωτερική ή εξωτερική του 
chip µνήµη για να αποθηκευτεί ολόκληρη η εικόνα, µε αποτέλεσµα να τη 
διαµερίζουµε σε µικρότερα κοµµάτια ώστε να χωρέσει στους διαθέσιµους πόρους 
µνήµης. Μία άλλη εκδοχή αυτού του σεναρίου (bram_naive_2_chnl) αναπαράγει το 

Πίνακας 1. Εφαρµογές που χρησιµοποιήθηκαν για 
εξερεύνηση του χώρου αρχιτεκτονικών λύσεων 

App. Description Input Set 

Monte 
Carlo 

Monte Carlo 
simulations in a 2D space 

120 Points, 5000 Walks 
per point 

Blur Blur 2D filter 4096×4096 image 
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υλικό του ενός RIFFA καναλιού σε 2 κανάλια, για να εκµεταλλευτεί τον 
παραλληλισµό της Blur εφαρµογής. Παρόλο που το δεύτερο σενάριο βελτιώνει την 
επίδοση της απλοϊκής υλοποίησης µε BRAM, παραµένει χειρότερη από τη 
βελτιστοποιηµένη υλοποίηση σε CPU. Η αποστολή µικρών πακέτων δεδοµένων 
µέσω του PCIe δεν είναι αποδοτική, καθώς πληρώνουµε συχνά το κόστος εκκίνησης 
των µεταφορών ανάγνωσης και εγγραφής. Ως αποτέλεσµα, οι µεταφορές πάνω στο 
PCIe καταλαµβάνουν τα 2/3 του συνολικού χρόνου εκτέλεσης. 

 

 
 

 
 

 

1.0X	

0.2X	

0.55X	
1.24X	

1.7X	 3.04X	 4.42X	

0	
2.5	
5	

7.5	
10	

12.5	
15	

17.5	
20	

22.5	
25	

m
s	
/	
1	
M
	p
ix
el
	

Blur	FPGA	Implementation	Performance		



Τελική Τεχνική Έκθεση 2015                                                                Δ3.2/ 

 

33 

 
Εικόνα 18. Πειραµατικά αποτελέσµατα επίδοσης των εφαρµογών Blur και Monte-Carlo. Οι 

αριθµοί πάνω από τις στήλες υποδεικνύουν την σύγκριση σε σχέση µε την βέλτιστη CPU υλοποίηση. 

 

 
Το τρίτο σενάριο του Blur (ddr_naive_1_chnl) χρησιµοποιεί την off-chip DDR 

µνήµη για να αποθηκεύσει το σύνολο της εικόνας αντί να την διαµερίζει σε 
πολλαπλά τµήµατα. Η χρήση της DDR προσφέρει κάποια οφέλη· Οι PCIe µεταφορές 
ανάγνωσης/εγγραφής καταναλώνουν λιγότερο χρόνο σε σύγκριση µε τα πρώτα 
σενάρια, καθώς εξαλείφουµε το κόστος εκκίνησής τους. Το δεύτερο προνόµιο της 
DDR είναι ότι δεν χρειάζεται να στείλουµε την ενδιάµεση έξοδο, του οριζόντιου 
φίλτρου, πίσω στη CPU, αλλά την κρατάµε στη DDR για να την επεξεργαστεί το 
κάθετο blur φίλτρο και στη συνέχεια να γράψουµε το αποτέλεσµα πίσω στη CPU 
υποδοχής. Με αυτό τον τρόπο, το τρίτο σενάριο πετυχαίνει µία βελτίωση ως προς το 
βέλτιστο χρόνο της CPU. 
Για να βελτιώσουµε ακόµα περισσότερο την επίδοση του σεναρίου #3, 

επιτρέπουµε το οριζόντιο blur να ξεκινήσει αµέσως µόλις η πρώτη γραµµή της 
εικόνας αποθηκευτεί στη DDR αντί να περιµένουµε τη φόρτωση ολόκληρης της 
εικόνας. Επίσης, επιτρέπουµε την εγγραφή των δεδοµένων πίσω στην CPU πριν ο 
επιταχυντής του κάθετου blur ολοκληρώσει την εκτέλεση του. Τα παραπάνω 
παρουσιάζονται στο τέταρτο σενάριο (ddr_overlapped_1_chnl). Η επικάλυψη της 
εκτέλεσης των επιταχυντών µε τις µεταφορές δεδοµένων µεταξύ FPGA και Host 
είναι δυνατή λόγο του σταθερού τρόπου προσπέλασης δεδοµένων που παρουσιάζουν 
οι πυρήνες του blur. Παρότι αυτή η υλοποίηση εξαλείφει το κόστος των 
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περισσότερων µεταφορών, η µετακίνηση δεδοµένων µεταξύ DDR και επιταχυντών 
εισάγει ένα µη αµελητέο κόστος. 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

Με σκοπό την περαιτέρω βελτίωση του σχεδίου και την ελαχιστοποίηση του 
κόστους επικοινωνίας DDR και επιταχυντή, χρησιµοποιούµε συνεχούς ροής AXI-
stream διεπαφές για την ανάγνωση δεδοµένων από τις FIFOs των καναλιών και για 
την εγγραφή του αποτελέσµατος στην DDR. Το κάθετο blur φίλτρο θα διαβάσει 
δεδοµένα από την DDR, θα τα επεξεργαστεί και θα στείλει την έξοδο κατευθείαν στο 
κανάλι του RIFFA µέσω µίας συνεχούς ροής AXI-stream διεπαφής. Σε αυτό το 
σενάριο, εξαλείφουµε το 60% των µετακινήσεων δεδοµένων µεταξύ DDR και 
επιταχυντή. Αυτό είναι εφικτό λόγο της streaming φύσης των πυρήνων του blur. 
Αυτή η αρχιτεκτονική πετυχαίνει την καλύτερη επίδοση σε σύγκριση µε την CPU 
υλοποίηση. Επιπλέον, καταλαµβάνει µικρότερη περιοχή (βλ. Πίνακα 3) από την 
απλοϊκή DDR και τις επικαλυπτόµενες υλοποιήσεις, κάτι που επιτρέπει την 
αναπαραγωγή περισσότερων αντιγράφων του επιταχυντή, για την εκµετάλλευση του 
παραλληλισµού και την βελτιστοποίηση των επιδόσεων όπως στην περίπτωση του 
ddr_streaming_2_chnl. 

 

Πίνακας 3. Αποτελέσµατα χωρικών απαιτήσεων για το σύνολο 
των διαφορετικών υλοποιήσεων µε βάση τη χρήση των υλικών 
πόρων της XC7VX485T FPGA 

Benchmark LUT FF BRAM DSP48 

BLUR 

bram_naive_1_chnl 15% 10% 5% 11% 

bram_naive_2_chnl 28% 20% 10% 23% 

ddr_naive_1_chnl 20% 15% 6% 5% 

ddr_overlapped_1_chnl 20% 15% 6% 5% 

ddr_streaming_1_chnl 13% 9% 4% 3% 

ddr_streaming_2_chnl 21% 14% 6% 6% 

Monte-Carlo (MC) 

MC_1_walk_1_point_1_chnl 8% 5% 2% 5% 

MC_1_walk_1_point_2_chnl 13% 9% 3% 9% 

MC_all_walks_1_point_1_ch
nl 9% 7% 2% 5% 

MC_all_walks_1_point_2_ch
nl 16% 12% 3% 9% 
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Monte-Carlo προσοµοίωση. Ο πυρήνας του MC αλγορίθµου είναι υπολογιστικά 
απιτητικός και µε ελάχιστες προσπελάσεις µνήµης. Για αυτό το λόγο, τα διάφορα 
σενάρια υλοποίησης προκύπτουν από ποικίλες παραµετροποιήσεις των ίδιων των 
επιταχυντών και από πολλαπλές αναπαραγωγές της εµφάνισης τους. Στο βασικό 
αρχιτεκτονικό σενάριο, ο επιταχυντής είναι κατασκευασµένος να πραγµατοποιεί ένα 
µοναδικό µονοπάτι από ένα σηµείο του πλέγµατος σε κάθε χρήση του και µόνο ένας 
µοναδικός επιταχυντής έχει υλοποιηθεί στην FPGA (MC_1_walk_1_point_1_chnl). 
Αυτό το σενάριο αποδίδει πολύ χειρότερα από την CPU υλοποίηση. Οι πράξεις 
διπλής ακρίβειας έχουν µεγαλύτερη καθυστέρηση στις FPGA από ότι σε µία CPU. 
Επίσης, οι βιβλιοθήκες του Vivado HLS για τριγωνοµετρικές πράξεις (sin, cos) δεν 
έχουν τη δυνατότητα διοχέτευσης και είναι λιγότερο αποδοτικές από τις αντίστοιχες 
της CPU. Η υπεροχή των FPGA βασίζεται στην εκτέλεση πολλών παράλληλων 
υπολογισµών. Δυστυχώς, οι υπολογισµοί του πυρήνα του MC, πάνω σε ένα µοναδικό 
µονοπάτι είναι ακολουθιακοί και δεν µπορούν να παραλληλοποιηθούν. Για αυτό το 
λόγο το βασικό αρχιτεκτονικό σενάριο αποδίδει ανεπαρκώς πάνω στην FPGA. Για 
να βελτιώσουµε την απόδοση πρέπει να εκµεταλλευτούµε υψηλότερου επιπέδου 
παραλληλισµό ανάµεσα στα πολλαπλά σηµεία και µονοπάτια που εκτελούνται. Το 
δεύτερο σενάριο περιλαµβάνει δύο εµφανίσεις του επιταχυντή, ώστε να 
παραλληλοποιήσει τους υπολογισµούς των διαδροµών από ένα µοναδικό µονοπάτι 
(MC_1_walk_1_point_2_chnl). Αποτέλεσµα αυτού είναι να µειωθεί ο χρόνος 
εκτέλεσης στο µισό, παραµένοντας όµως χειρότερος από τη CPU. Για να πετύχουµε 
παρόµοιες επιδόσεις µε τη CPU πρέπει να αναπαράγουµε γύρω στα 40 αντίγραφα 
αυτού του επιταχυντή. 
Ένα άλλο χαρακτηριστικό προς βελτιστοποίηση είναι η ελαχιστοποίηση του 

χρονικού κόστους λόγο κλήσεων/χρήσεων του επιταχυντή, αυξάνοντας το επίπεδο 
υπολογισµών για κάθε µοναδικό επιταχυντή. Αυτό επιτρέπει την διοχέτευση 
υπολογισµών για πολλαπλά µονοπάτια, κάτι που θα έχει ισχυρή επίδραση στις 
επιδόσεις. Το τρίτο σενάριο λοιπόν, ελαχιστοποιεί τις κλήσεις του επιταχυντή και το 
κόστος τους, ρυθµίζοντας τον επιταχυντή να πραγµατοποιεί όλα τα µονοπάτια από 
ένα σηµείο ανά κλήση (MC_all_walks_1_point_1_chnl). Το τέταρτο σενάριο 
αναπαράγει πέντε επιταχυντές για να παραλληλοποιήσει τους υπολογισµούς 
πολλαπλών σηµείων (MC_all_walks_1_point_5_chnl). Η τελευταία υλοποίηση 
επιφέρει κορεσµό των πόρων της FPGA και σχεδόν πετυχαίνει την επίδοση της CPU. 
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1 Σκοπός
Τα τελευταία χρόνια αποτελεί κοινή διαπίστωση των εμπλεκομένων με την

σχεδίαση και ανάπτυξη λογισμικού για ευρείας κλίμακας επιστημονικούς υπολο-
γισμούς η αναγκαιότητα για την ανάπτυξη:

• Ενός λειτουργικού περιβάλλοντος επίλυσης προβλημάτων (ProblemSolving
Environment - PSE) το οποίο, εστιαζόμενο στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά
της κλάσης των υπό μελέτη προβλημάτων, διευκολύνει την αποδοτική χρήση
(και επανάχρηση) των λογισμικών μονάδων που είτε προϋπάρχουν είτε
αναπτύσσονται.

• Μιας καινοτόμου πρακτικής ανάπτυξης λογισμικού η οποία θα μας επιτρέ-
ψει να εκμεταλλευτούμε τις δυνατότητες των σύγχρονων υπολογιστικών
μηχανών.

Η διαπίστωση της αναγκαιότητας αυτής, η οποία αποκτά ιδιαίτερη σημασία
για σύνθετα προβλήματα όπως αυτά με τα οποία ασχολείται το MATENVMED,
αποτέλεσε την κινητήρια δύναμη για αρκετές προηγούμενες ερευνητικές προ-
σπάθειες (όπως για παράδειγμα οι [13, 15, 18, 25, 37, 17]). Όμως, ελάχιστες
από τις προσπάθειες αυτές πρότειναν λύσεις και πρακτικές με τον απαραίτητο
βαθμό καινοτομίας για να ανταποκριθούν στις απαιτήσεις των προβλημάτων
μας.

Η φυσική πραγματικών και μεγάλων προβλημάτων επιβάλλει αυτά να αντι-
μετωπιστούν με πολλά και διαφορετικά μοντέλα, ώστε το αρχικό πρόβλημα να
προσομοιωθεί και να λυθεί με το βέλτιστο δυνατό τρόπο. Η μεθοδολογία χα-
λάρωσης της διεπαφής αντιμετωπίζει σύνθετα προβλήματα και ορίζεται σε ένα
αρκετά υψηλό επίπεδο με αποτέλεσμα να υποστηρίζει την ετερογένεια σε όλα τα
επίπεδα υλοποίησης του προβλήματος. Τα Περιβάλλοντα Επίλυσης Προβλημά-
των (Problem Solving Environments, PSEs) σχεδιάζονται και υλοποιούνται εδώ
και αρκετά χρόνια και υποστηρίζουν υψηλό επίπεδο αφαίρεσης και ετερογένειας
τόσο στο επίπεδο φυσικής και μαθηματικών όσο και στο επίπεδο υλοποίησης,
προγραμματισμού, μηχανών εκτέλεσης, υπολογισμού και οπτικοποίησης της λύ-
σης.

Τα σύγχρονα PSEs αποτελούνται από πολλές και διαφορετικές υπομονά-
δες λογισμικού (modules). Ο ορισμός, η συσχέτιση και επικοινωνία μεταξύ τους
πραγματοποιούνται σε υψηλό επίπεδο. Τα σύγχρονα PSEs οφείλουν να στοχεύ-
ουν στην αποδοτική τους εκτέλεση, με όσο το δυνατό περισσότερο διάφανο στον
τελικό χρήστη τρόπο, σε συστήματα τελευταίας τεχνολογίας (για παράδειγμα ετε-
ρογενή συστήματα με GPUs και FPGAs), όπως επίσης και Clusters ή ακόμα και
στο Cloud. Επίσης οφείλουν να εκμεταλλεύονται οποιαδήποτε επιπλέον δυνα-
τότητα παρέχεται από το υλικό, όπως για παράδειγμα γρήγορα μέσα μόνιμης
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Εικόνα 1: Συνολική αρχιτεκτονική MATENVMED

αποθήκευσης (flash storage). Έχουν πολλές επιπλέον ιδιότητες σε σχέση με τα
παλαιότερα PSEs όπως ευκαμψία, αποδοτικότητα, συνέπεια, ασφάλεια, δυνα-
μικότητα στη δημιουργία νέων υπομονάδων και στην χρήση των πλέον αποδο-
τικών αλλά και ισχυρών υπολογιστικών πόρων, τόσο τοπικά όσο και απομακρυ-
σμένα.

H παρούσα δράση σχεδιάζει με σαφήνεια μια αρχιτεκτονική αναφοράς, η
οποία φιλοδοξεί να θέσει τις βάσεις για μια ενοποιημένη προσέγγιση αντιμε-
τώπισης των σύνθετων προβλημάτων που απασχολούν το έργο MATENVMED,
καλύπτοντας τις δύο προαναφερθείσες αναγκαιότητες. Όπως φαίνεται στην Ει-
κόνα 1, η πλατφόρμα επίλυσης προβλημάτων αποτελεί κεντρικό σημείο του έρ-
γου, καθώς καλείται να ενοποιήσει και να συγκεράσει τις ερευνητικές προσπά-
θειες που αναπτύσσονται στις υπόλοιπες δράσεις του έργου.

Πιο συγκεκριμένα, οι σημαντικότεροι στόχοι της παρούσας δράσης είναι οι
ακόλουθοι:

• Επιλογή βασικού Περιβάλλοντος Επίλυσης Προβλημάτων (ΠΕΠ).

• Επέκταση του ΠΕΠ για την υποστήριξη της κλάσης προβλημάτων ενδια-
φέροντος του έργου.

• Επέκταση του ΠΕΠ για την αξιοποίηση σύγχρονων υπολογιστικών συστη-
μάτων και πιο συγκεκριμένα ετερογενών συστημάτων, υποδομής cloud,
αλλά και σύγχρονου υλικού αποθήκευσης (flash storage).

Το υπόλοιπο της παρούσης Τεχνικής Έκθεσης είναι οργανωμένο ως εξής:
Στην παράγραφο 2 παρουσιάζουμε τα βασικά στοιχεία της μεθοδολογίας που
ακολουθήσαμε και στην παράγραφο 3 τα σημαντικότερα πειραματικά αποτε-
λέσματα. Στην παράγραφο 4 αναφερόμαστε στα παραδοτέα που παρήχθησαν
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στα πλαίσια της δράσης. Στην παράγραφο 5 περιγράφουμε τις συνεργασίες που
αναπτύχθηκαν, ενώ η παράγραφος 6 ολοκληρώνει την έκθεση με τη συζήτηση
πιθανών επεκτάσεων της υποδομής που παράχθηκε στα πλαίσια της δράσης.

2 Μεθοδολογία

2.1 Επιλογή βασικού Περιβάλλοντος Επίλυσης Προβλημά-
των (ΠΕΠ)

Βασική επιλογή της ομάδας του έργου αποτέλεσε η απόφαση να εξαντληθεί
κάθε περιθώριο αξιολόγησης και αξιοποίησης υπαρχόντων περιβαλλόντων επί-
λυσης προβλημάτων (ΠΕΠ). Με τον τρόπο αυτό, θα ήταν εφικτό να επικεντρω-
θεί η προσπάθεια της ομάδας στο ερευνητικό αντικείμενο του έργου, δηλαδή την
υποστήριξη εφαρμογών MDMP (Multi-Domain, Multi-Physics), έναντι της εξαρ-
χής υλοποίησης ενός νέου ΠΕΠ. Βασικά κριτήρια κατά τη φάση αξιολόγησης των
υπαρχόντων ΠΕΠ ήταν τα ακόλουθα:

• Υποστήριξη επίλυσης διαφορικών εξισώσεων.

• Ανοιχτού κώδικα, ώστε να είναι δυνατή η ανάπτυξη της απαιτούμενης υπο-
στήριξης για τις εφαρμογές και τις πλατφόρμες ενδιαφέροντος του έργου.
Με άδεια χρήσης που δε θα απαγορεύει τις απαιτούμενες από το έργο
δραστηριότητες.

• Ευρεία και ενεργή κοινότητα ανάπτυξης και υποστήριξης.

• Δυνατότητα χρήσης τεχνολογίας (βιβλιοθηκών) αιχμής στο επίπεδο της
γραμμικής άλγεβρας.

• Απλή διεπαφή χρήστη.

• Δυνατότητα χρήσης ως ανεξάρτητο τμήμα λογισμικού στα πλαίσια μεγαλύ-
τερων εφαρμογών.

Το πακέτο FEniCS [21] βρέθηκε να ικανοποιεί κατά τον καλύτερο τρόπο όλα
τα παραπάνω κριτήρια. Αποτελεί συλλογή ελεύθερων εργαλείων λογισμικού εξει-
δικευμένων στην αυτόματη και αποδοτική επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Η
παράγραφος αυτή προσφέρει μια σύντομη επισκόπηση των τμημάτων του FEniCS
που έχουν ενδιαφέρον στα πλαίσια του έργου. Λεπτομερέστερη περιγραφή μπο-
ρεί να βρεθεί στο βιβλίο του FEniCS [21] το οποίο είναι διαθέσιμο ελεύθερα στο
βασικό ιστότοπο1 του FEniCS.

1http://fenicsproject.org/book/index.html#book
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Τα σημαντικότερα χαρακτηριστικά του FEniCS, τα οποία αυτοματοποιούν τις
φάσεις δημιουργίας και επίλυσης των συστημάτων που απαιτούνται για την επί-
λυση διαφορικών εξισώσεων, είναι τα ακόλουθα:

Dolfin [22]: Η βασική διεπαφή χρήστη. Αποκρύπτει τις λεπτομέρειες υλοποί-
ησης των επιμέρους στοιχείων του FEniCS και προσφέρει ένα πλήρες
API στον χρήστη, επιτρέποντάς του να αξιοποιήσει όλες τις υπηρεσίες της
πλατφόρμας.

UFL [3]: Η Unified Form Language είναι η σημειογραφία έκφρασης των PDEs
που προσφέρει η διεπαφή χρήστη. Η σημειογραφία αυτή βρίσκεται πολύ
κοντά στη μαθηματική σημειογραφία (περισσότερες λεπτομέρειες για τη
UFL θα συζητηθούν στην παράγραφο 2.1.3).

Πλήθος χώρων πεπερασμένων στοιχείων ώστε ο χρήστης να επιλέξει το κα-
τάλληλο για το εκάστοτε πρόβλημα, τόσο για 2D, όσο και για 3D χωρία.

Πλήθος πακέτων γραμμικής άλγεβρας που υποστηρίζουν διαφορετικές οικο-
γένειες επιλυτών. Τα περισσότερα είναι παραμετροποιήσιμα από το χρή-
στη.

Επιπλέον, το FEniCS αποτελεί ένα πλήρες και καλά ελεγμένο (τόσο ατομικά
όσο και σε επίπεδο διαλειτουργικότητας) σύνολο εργαλείων που διευκολύνει την
ανάπτυξη νέων μεθόδων. Η Εικόνα 2 απεικονίζει τη δομή του FEniCS. Η ανά-
πτυξη στα πλαίσια του MATENVMED επικεντρώνεται κυρίως στη διεπαφή Dolfin
του FEniCS και την ικανότητα υποστήριξης νέων βιβλιοθηκών στα κατώτερα επί-
πεδα με διάφανο τρόπο.

2.1.1 Η βιβλιοθήκη Dolfin

Το Dolfin [22] είναι βιβλιοθήκη C++/Python που λειτουργεί ως η βασική διε-
παφή χρήστη του FEniCS. Υλοποιεί μεγάλο μέρος της λειτουργικότητας του
FEniCS, συμπεριλαμβανομένων δομών δεδομένων και αλγορίθμων για την πα-
ραγωγή πλεγμάτων (meshes) και τη συγκρότηση συστημάτων πεπερασμένων
στοιχείων. Τελικά παρέχει ένα ΠΕΠ για μοντέλα βασισμένα σε PDEs. Προκει-
μένου να παρέχει μια απλή και συνεπή διεπαφή χρήστη, το Dolfin λειτουργεί
ως περιτύλιγμα (wrapper) της λειτουργικότητας άλλων τμημάτων του FEniCS
καθώς και εξωτερικού λογισμικού και είναι υπεύθυνο για τη σωστή επικοινωνία
μεταξύ τους.
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Εικόνα 2: Η δομή του FEniCS [21, σελ. 172]

2.1.2 Πεπερασμένα Στοιχεία και Πλέγματα

Το FEniCSπροσφέρει εκτεταμένη βιβλιοθήκη πεπερασμένων στοιχείων. Επι-
πλέον παρέχει πλήρως κατανεμημένα πλέγματα σε 1 (διαστήματα), 2 (τρίγωνα)
και 3 (τετράεδρα) διαστάσεις. Τα πλέγματα είναι δυνατό να γίνονται λεπτομερέ-
στερα με προσαρμοστικό τρόπο. Επιπλέον, προσφέρεται υποστήριξη για πα-
ράλληλο υπολογισμό μέσω διαίρεσης του πλέγματος σε υποπλέγματα. Ένα πα-
ράδειγμα φαίνεται στην Εικόνα 3.

Εικόνα 3: Πλέγματα 3D & 2D [21, σελ. 214, 205]

2.1.3 Η Unified Form Language (UFL)

Η UFL [3] είναι ένα από τα κεντρικά συστατικά στοιχεία του FEniCS. Πρό-
κειται για γλώσσα πεδίου για την έκφραση διακριτοποιήσεων πεπερασμένων
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στοιχείων, την έκφραση μη γραμμικών PDEs και την αυτόματη διαφόριση εκ-
φράσεων και φορμών. Πιο συγκεκριμένα, η γλώσσα ορίζει μια ευέλικτη διεπαφή
χρήστη για τη μοντελοποίηση χώρων πεπερασμένων στοιχείων και την έκφραση
ασθενών διατυπώσεων (weak formulations) σε σημειογραφία που προσεγγίζει
τη μαθηματική. Μπορεί να χειριστεί περίπλοκα προβλήματα με εύκολο, κομψό
και αποδοτικό τρόπο.

Οι ασθενείς διατυπώσεις αποτελούν σημαντικό εργαλείο για την ανάλυση εξι-
σώσεων. Επιτρέπουν τη μεταφορά αρχών και μεθόδων γραμμικής άλγεβρας
στην επίλυση προβλημάτων σε άλλα πεδία, όπως στις μερικές διαφορικές εξι-
σώσεις. Σε μία ασθενή διατύπωση η εξίσωση δεν απαιτείται πλέον να ικανοποιεί-
ται σε κάθε σημείο, αλλά αντίθετα έχει ασθενείς λύσεις ως προς διανύσματα ή
συναρτήσεις ελέγχου [32, p. 24]. Αυτή η προσέγγιση είναι, για παράδειγμα, ισο-
δύναμη με τη διατύπωση ενός προβλήματος ώστε να απαιτεί λύση στη μορφή
μιας κατανομής.

Η φιλική προς το χρήστη σημειογραφία και η υποστήριξη για ταχεία ανάπτυξη
αποτελούν κεντρικές αξίες της σχεδίασης της UFL. Η χρήση σημειογραφίας κο-
ντά στη μαθηματική επιτρέπει την εύκολη έκφραση ιδεών, μειώνοντας σημαντικά
την πιθανότητα εισαγωγής σφαλμάτων στον κώδικα.

Παρακάτω ακολουθεί παράδειγμα έκφρασης της εξίσωσης Poisson σε UFL [21,
p. 3]: ∫

Ω
∇u · ∇v dx︸ ︷︷ ︸

a(u,v)

=
∫
Ω
fv dx︸ ︷︷ ︸
L(v)

∀v ∈ V.

Ο Κώδικας 1 αντιστοιχεί στην έκφραση της εξίσωσης στη σημειογραφία του
FEniCS:

Κώδικας 1: Ορισμός PDE σε σημειογραφία FEniCS UFL
1 u = T r i a l Func t i on (V)
2 v = TestFunct ion (V)
3
4 a = dot ( grad ( u ) , grad ( v ) ) * dx
5 L = f * v * dx

Ο Κώδικας 2 αντιστοιχεί στις εντολές που απαιτούνται για την επίλυση του
προβλήματος:

Κώδικας 2: Επίλυση PDE σε FEniCS UFL
1 u = Funct ion (V)
2 solve ( a == L , u , bc )
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2.1.4 Αξιοποίηση Λογισμικού Αιχμής στο Επίπεδο της Γραμμικής Άλγε-
βρας

To FEniCS ενσωματώνει και παρέχει ενιαίο τρόπο αξιοποίησης πλήθους βι-
βλιοθηκών γραμμικής άλγεβρας υψηλής επίδοσης, μέσω ενός κοινού για όλες
περιτυλίγματος (wrapper). Ενσωματώνεται υποστήριξη για τις βιβλιοθήκες PETSc
[9], Trilinos/Epetra [14], uBLAS [1] και MTL4 [2]. Ορισμένες από τις βιβλιοθήκες
μπορούν εγγενώς να εκμεταλλευτούν παράλληλα συστήματα (PETSc, Epetra).

Ο χρήστης μπορεί εύκολα να εναλλαχθεί μεταξύ βιβλιοθηκών γραμμικής άλ-
γεβρας στο χαμηλότερο επίπεδο, αλλάζοντας απλά την τιμή μιας παραμέτρου
στον κώδικά του στο επίπεδο του Dolphin.

2.1.5 Εγκατάσταση FEniCS σε Cluster & Cloud

Αφού ολοκληρώθηκε η εγκατάσταση της πλατφόρμας FEniCS, έγινε δοκι-
μαστική λειτουργία και έτρεξαν ενδεικτικά προβλήματα, που έχει έτοιμα η πλατ-
φόρμα, αφενός να γίνει εξοικείωση με τη χρήση της και αφετέρου να εξεταστούν
οι δυνατότητες και ελλείψεις της. Πραγματοποιήθηκε η εγκατάσταση εξολοκλή-
ρου της πλατφόρμας σε cluster περιβάλλον (στο Τμήμα Τηλεπικοινωνιακών Συ-
στημάτων και Δικτύων του ΤΕΙ Δ. Ελλάδας), και σε μικρής κλίμακας υποδομή
cloud (στο Εργαστήριο Αναγνώρισης Προτύπων του Τμήματος Μηχανικών Ηλε-
κτρονικών Υπολογιστών και Πληροφορικής του Πανεπιστημίου Πατρών).

Το cluster, στο οποίο εγκαταστάθηκε η FEniCS, αποτελείται από 14 blades,
από τα οποία χρησιμοποιήθηκαν τα 2. Τα blades μεταξύ τους επικοινωνούν με
infiniband δίκτυο. Το κάθε blade έχει 4 πυρήνες (Intel(R) Xeon(R) CPU E5530
@ 2.40GHz), 6GB RAM, και 256GB σκληρό δίσκο. Το λειτουργικό το οποίο τρέ-
χει πάνω στο cluster είναι το SL5 (Scientific Linux 5) το οποίο είναι ουσιαστικά
κλώνος του RH6. Η εγκατάσταση έγινε σε VM του Ubuntu Server και από εκεί
και πέρα συνεχίστηκε η παραμετροποίηση και εγκατάσταση της FEniCS.

Ακολούθησε η εγκατάσταση της FEniCS στην cloud υποδομή του Εργαστη-
ρίου Αναγνώρισης Προτύπων, του Τμήματος Μηχανικών Ηλεκτρονικών Υπο-
λογιστών και Πληροφορικής του Πανεπιστημίου Πατρών το οποίο αποτελείται
από Intel(R) Xeon(R) CPU E3-1220@3.10GHz με 4 cores και 16GB RAM. Το
λειτουργικό το οποίο τρέχει στους κόμβους του cloud είναι το Ubuntu Server
Edition. Η διαδικασία η οποία και χρησιμοποιήθηκε για την δημιουργία των cloud
VM αναφέρεται στις εργασίες [19, 31].
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2.2 Επέκταση του ΠΕΠ για την Υποστήριξη της Κλάσης Προ-
βλημάτων Ενδιαφέροντος του Έργου

Ο βασικός στόχος των επεκτάσεών μας είναι η σχεδίαση και υλοποίηση ενός
ανοιχτού, βελτιωμένου περιβάλλοντος μετα-υπολογισμού το οποίο θα υποστη-
ρίζει προβλήματα πολλαπλών χωρίων / πολλαπλών τελεστών (Multi-Domain /
Multi-Physics – MDMP), χωρίς να απαιτούνται αλλαγές στα χαμηλά επίπεδα του
FEniCS (δημιουργία συστημάτων, γραμμική επίλυση συστημάτων κλπ). Η πλατ-
φόρμα μας αξιοποιεί και επεκτείνει το Python API του Dolphin, καθώς η σύνταξη
της Python είναι πλησιέστερη στη UFL, ενώ ταυτόχρονα είναι καταλληλότερη και
για ταχεία ανάπτυξη κώδικα. Η υποστήριξη για προβλήματα MDMP υλοποιείται
πάνω από την προυπάρχουσα λειτουργικότητα, είτε ως Python modules αξιο-
ποιώντας υπάρχουσες δομές δεδομένων και κλάσεις, είτε ως εξωτερικές, δυ-
ναμικά διασυνδεόμενες βιβλιοθήκες C++, οι οποίες παρουσιάζονται ως Python
modules με χρήση του SWIG [10].

Η πλατφόρμα στοχεύει στην υποστήριξη μεγάλου εύρους προβλημάτων με
τον ίδιο γενικό σχεδιασμό. Πιο συγκεκριμένα, υποστηρίζονται περίπλοκα σχή-
ματα για τα υποχωρία και τις διεπαφές μεταξύ τους. Επίσης υποστηρίζονται 2-
διάστατες και 3-διάστατες γεωμετρίες.

Βασική προϋπόθεση για την υποστήριξη MDMP προβλημάτων είναι η δυνα-
τότητα χρήσης διαφορετικών διαφορικών τελεστών, διαφορετικής διακριτοποίη-
σης και ενδεχομένως και διαφορετικών επιλυτών σε κάθε υποχωρίο. Το FEniCS
υποστηρίζει ήδη τον ορισμό ανεξάρτητων υποχωρίων. Η πλατφόρμα μας αξιο-
ποιεί την υπάρχουσα υποδομή και χτίζει επάνω της.

2.2.1 Μέθοδος Schwarz για Προβλήματα με Επικαλυπτώμενα Υποχωρία

Υλοποιήθηκε η επαναληπτική μέθοδος additive Schwartz [11, chapter 2.1]
για προσαρμογή των διεπαφών σε προβλήματα με μερικώς επικαλυπτόμενα
χωρία και χρησιμοποιήθηκε στα πλαίσια του FEniCS για την υποστήριξη των
αντίστοιχων MDMP προβλημάτων.

Η γεωμετρία, οι διεπαφές, η διακριτοποίηση, οι συνοριακές τιμές και οι εξισώ-
σεις που ισχύουν σε κάθε υποχωρίο περιγράφονται με χρήση UFL και Dolphin
σε ένα ξεχωριστό αρχείο για κάθε υποχωρίο. Αυτή η οργάνωση αντιμετωπίζει
τα υποχωρία ως διακριτές μονάδες κώδικα, διευκολύνοντας την παράλληλη ή
κατανεμημένη επίλυση των υποπροβλημάτων που αφορούν διαφορετικά υπο-
χωρία.

Όλοι οι τύποι δεδομένουν που χρησιμοποιούνται είναι αντικείμενα είτε της
Python είτε του FEniCS. Δεν υπάρχουν εξαρτήσεις από εξωτερικό λογισμικό.

Κάθε αντικείμενο που αντιπροσωπεύει ένα υποχωρίο πρέπει να επαναορίσει
(override) έναν αριθμό μεθόδων που καλούνται εμμέσως πριν από κάθε εκτέ-
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λεση του επιλυτή.

init() Η μέθοδος αυτή διατηρεί τον ορισμό UFL του υποχωρίου. Θέτει ως
attributes του αντικειμένου που αντιστοιχεί στο υποχωρίο το χώρο συναρ-
τήσεων του υποχωρίου καθώς και τη γραμμική και δι-γραμμική μορφή της
μερικής διαφορικής εξίσωσης.

neighbors() Παρέχει πληροφορία στον επιλυτή σχετικά με τα άλλα υποχωρία
που επικαλύπτονται με το τρέχον, έτσι ώστε ο επιλυτής να ανανεώνει αυ-
τόματα τις τιμές στις διεπαφές μετά από κάθε επανάληψη.

boundaries() Παρέχει πληροφορία στον επιλυτή σχετικά με τα τυχόν εξωτερικά
σύνορα του υποχωρίου.

Το αρχικό σημείο εισόδου στον επαναληπτικό επιλυτή είναι η μέθοδος solve().
Λαμβάνει ως παραμέτρους ένα αντικείμενο που περιγράφει την επιθυμητή δια-
μόρφωση του περιβάλλοντος επίλυσης (μέγιστες επαναλήψεις, επιθυμητή ακρί-
βεια κλπ) και μια λίστα Python με τα υποχωρία που έχει ορίσει ο χρήστης.

Μετά από κάθε επανάληψη, για κάθε ανεξάρτητη επίλυση υποχωρίου, το
σύστημα υπολογίζει έναν interpolant ο οποίος προσεγγίζει την περιγραφή της
λύσης στις διεπαφές με γειτονικά υποχωρία. Ο εκάστοτε interpolant αξιοποιεί-
ται ώστε τα γειτονικά subdomains να προσαρμόσουν τις εκτιμήσεις των λύσεων
στις διεπαφές πριν την επόμενη επανάληψη. Οι interpolants αποτελούν και το
μοναδικό τρόπο με τον οποίο ανταλλάσσεται (ελάχιστη) πληροφορία ανάμεσα
στα κατά τα άλλα ανεξάρτητα υποπροβλήματα επίλυσης στα υποχωρία.

Τέλος, μετά από κάθε επανάληψη και για κάθε ανεξάρτητη επίλυση υποχω-
ρίου, ο αλγόριθμος ελέγχει ένα σύνολο από κριτήρια τερματισμού (σύγκλιση
ή/και μέγιστος αριθμός επαναλήψεων).

Στην παράγραφο 3.1.1 παρουσιάζεται η χρήση της υποδομής Schwarz στο
FEniCS για την επαναληπτική επίλυση προβλήματος μοντέλου που αποτελεί-
ται από δύο υποχωρία τριών διαστάσεων, αλλά και πραγματικού προβλήματος
περιβαλλοντικής μηχανικής σε 2 διαστάσεις.

2.2.2 Υβριδική Αιτιοκρατική/Στοχαστική Μέθοδος για Προβλήματα MDMP

Εισάγαμε επεκτάσεις στο FEniCS για την υποστήριξη υβριδικής αιτιοκρατική-
ς/στοχαστικής μεθόδου επίλυσης προβλημάτων MDMP. Πιο συγκεκριμένα, ένα
στοχαστικό βήμα [40] εκτελείται για την εκτίμηση των τιμών στις διεπαφές υπο-
χωρίων, ενώ αξιοποιείται η υπάρχουσα υποστήριξη του FEniCS στο επίπεδο
των μεθόδων παρεμβολής και επίλυσης. Αυτή η αρχιτεκτονική απομονώνει το
στοχαστικό βήμα της εκτίμησης των τιμών στις διεπαφές από την επίλυση αυτή
καθεαυτή, και επιτρέπει την υλοποίηση του στοχαστικού βήματος σε οποιαδή-
ποτε υπολογιστική συσκευή (συμπεριλαμβανομένων CPUs, GPUs ή ακόμα και
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FPGAs), έτσι ώστε να αξιοποιηθεί ο ευρείας κλίμακας παραλληλισμός που εί-
ναι διαθέσιμος στις μεθόδους Monte-Carlo. Η υλοποίησή μας περιλαμβάνει μια
έκδοση PosixThreads για CPUs, καθώς και μια έκδοση OpencL [33] για οποια-
δήποτε συσκευή υποστηρίζει OpenCL (CPUs, GPUs και FPGAs).

Η λειτουργικότητα υλοποιείται σε C/C++ και προσφέρεται, με χρήση SWIG,
στο Dolphin με τη μορφή μιας κλάσης Python MC, η οποία παρέχει τη μέθοδο
MC::montecarlo(). Η τελευταία δέχεται ως παράμετρο την περιγραφή της διε-
παφής και επιστρέφει εκτιμήσεις για τις τιμές επάνω στη διεπαφή. Υποστηρίζο-
νται προβλήματα έως και 3 διαστάσεων.

Πιο συγκεκριμένα, η μέθοδος montecarlo() δέχεται της ίδιες παραμέτρους
με την κλάση DirichletBC του FEniCS και επιπλέον μια περιγραφή του αρχικού
χωρίου και του υποχωρίου ενδιαφέροντος. Με χρήση των μεθόδων της κλάσης
DirichletBC λαμβάνουμε τα σημεία στη διεπαφή και καλούμε τη νέα μέθοδο
montecarlo() για αυτά. Η κλήση επιστρέφει τις εκτιμώμενες τιμές όλων των ση-
μείων (κόμβων) στη διεπαφή, με τη μορφή ενός νέου αντικειμένου DirichletBC,
το οποίο μπορεί να χρησιμοποιηθεί οπουδήποτε στον υπόλοιπο κώδικα.

Στην παράγραφο 3.1.2 παρουσιάζεται η χρήση της υποδομής υποστήριξης
υβριδικής αιτιοκρατικής/στοχαστικής μεθόδου στο FEniCS για την επίλυση υπο-
προβλήματος PDE με αρχική στοχαστική εκτίμηση των τιμών στη διεπαφή.

2.2.3 Μέθοδος Geometric Contraction (GEO)

ΑκολουθιακήΥλοποίηση τηςGEO Ημέθοδος geometric (GEO) contraction [39]
υλοποιείται σαν ένα πρόγραμμα FEniCS γραμμένο στη γλώσσα UML. Αξιοποιεί-
ται η υποστήριξη του Dolfin για την εισαγωγή κλάσεων χρήσιμων για τη δη-
μιουργία των υπο-πεδίων του προβλήματος και τη δημιουργία πλεγμάτων (τρι-
γωνικά στοιχεία) σε αυτά τα υπο-πεδία. Στη συνέχεια δηλώνουμε και εφαρμό-
ζουμε τις οριακές συνθήκες, καθώς επίσης και τις αρχικές μαντεψιές στις διεπα-
φές των υπο-πεδίων. Το πρόβλημα PDE πρέπει να εκφραστεί σαν ένα παραμε-
τρικό (variational) πρόβλημα και στη συνέχεια να οριστεί στο πρόγραμμα. Μετά
τον υπολογισμό της λύσης, πραγματοποιείται και ο υπολογισμός της παραγώ-
γου. Η δημιουργία κατάλληλων συναρτήσεων για την λήψη των τιμών της λύσης
και της παραγώγου στα σημεία των διεπαφών (όρια των υπο-προβλημάτων),
ο υπολογισμός των νέων χαλαρωμένων τιμών και το πέρασμά τους πίσω στα
υπο-προβλήματα σαν ανανεωμένες τιμές για τις διεπαφές ήταν οι κυριότερες
προκλήσεις της υλοποίησης της GEO.

Παράλληλη Υλοποίηση της GEO Η μέθοδος GEO είναι εγγενώς παραλλη-
λίσιμη. Στην παράλληλη υλοποίησή της κάθε κόμβος (π.χ. εικονική μηχανή σε
περιβάλλον cloud) επιλύει ένα υπο-πεδίο. Οι υπολογισμένες τιμές της λύσης και
της παραγώγου στα σημεία των διεπαφών από κάθε κόμβο (που επιλύει ένα
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υπο-πεδίο που έχει παραπάνω από ένα γειτονικά υπο-πεδία) στέλνονται σαν
ένα μήνυμα RabbitMQ στους κόμβους που επιλύουν τα γειτονικά υπο-πεδία. Μια
νέα επανάληψη ξεκινά μόλις οι κόμβοι που διαχειρίζονται τα γειτονικά υπο-πεδία
τελειώσουν το βήμα της επικοινωνίας σχετικά με την υπολογιζόμενη λύση. Αυτή
η αρχιτεκτονική, για ένα πρόβλημα μοντέλο με τρία υπο-πεδία, απεικονίζεται στο
Σχήμα 4. Δεν εμπεριέχει ξεχωριστούς κόμβους για να διαχειρίζονται τις διεπα-
φές εξυπηρετεί στη μείωση του αριθμού των μηνυμάτων που ανταλλάσσονται,
σε μια προσπάθεια να ελαχιστοποιηθεί ο συνολικός χρόνος επικοινωνίας.

(αʹ) Τοπολογία υποχωρίων (βʹ) Κατανεμημένη υλοποίηση GEO

Εικόνα 4: Αρχιτεκτονική κατανεμημένης επίλυσης για τη μέθοδο GEO σε
πρόβλημα-μοντέλο με 3 υποχωρία

Στην παράγραφο 3.1.3 δίνεται ενδεικτικός κώδικας ακολουθιακής και παράλ-
ληλης (cloud) υλοποίησης της GEO.

2.2.4 Μέθοδος ROB

Ακολουθιακή Υλοποίηση της ROB Η μέθοδος ROB [39] βασίζεται σε Robin
συνθήκες στις διεπαφές ώστε να δώσει πληροφορία από τη διεπαφή του ενός
υπο-πεδίου στο άλλο. Υλοποιείται με τρόπο παρόμοιο με αυτόν που περιγρά-
φηκε για τη GEO. Η τοπική ΜΔΕ στα υποπεδία λύνεται χρησιμοποιώντας Robin
συνθήκες στις διεπαφές, αντιστοιχίζοντας ένα συνδυασμό απόDirichlet και Neumann
δεδομένα από τα γειτονικά υποπεδία

Παράλληλη Υλοποίηση της ROB Η επίλυση του κάθε υποπεδίου είναι ανε-
ξάρτητη από των υπολοίπων, οπότε η μέθοδος ROB προσφέρεται για παραλ-
ληλοποίηση. Παρόμοια και με την παράλληλη υλοποίηση της GEO, οι υπολο-
γισμένες τιμές της λύσης και της παραγώγου στα σημεία των διεπαφών από



Τεχνική Έκθεση 2015 Δ4.1/15

κάθε κόμβο (που επιλύει ένα υπο-πεδίο που έχει παραπάνω από ένα γειτονικά
υπο-πεδία) στέλνονται σαν ένα μήνυμα RabbitMQ, έτσι ώστε η νέα επανάληψη
να ξεκινήσει και στον άλλο κόμβο. Και πάλι το σχήμα δεν εμπεριέχει ξεχωρι-
στούς κόμβους για να διαχειρίζονται τις διεπαφές και εξυπηρετεί στη μείωση του
αριθμού των μηνυμάτων που ανταλλάσσονται, σε μια προσπάθεια να ελαχιστο-
ποιηθεί ο συνολικός χρόνος επικοινωνίας.

2.3 Επέκταση του ΠΕΠ για την Αξιοποίηση Σύγχρονων Υπο-
λογιστικών Συστημάτων (Ετερογενών, Υποδομής Cloud
και Σύγχρονων Μέσων Αποθήκευσης)

2.3.1 Αξιοποίηση Ετερογενών Συστημάτων και Σύγχρονων Μέσων Απο-
θήκευσης

Στόχος του έργου MATENVMED είναι η επέκταση του FEniCS για την αξιο-
ποίηση επιλυτών υλοποιημένων σε επιταχυντές, επιλυτών που εκμεταλλεύονται
μέσα αποθήκευσης flash, καθώς και για την υποστήριξη επιλυτών εξειδικευμέ-
νων σε συγκεκριμένες κατηγορίες προβλημάτων. Επίσης, θα πρέπει να υπο-
στηρίζονται αντίστοιχες υλοποιήσεις των αλγόριθμων χαλάρωσης στις διεπαφές
(για προβλήματα MDMP) και μάλιστα με φυσικό – για την κοινότητα χρηστών του
FEniCS – τρόπο. Για το σκοπό αυτό, η εσωτερική διεπαφή προγραμματισμού
του FEniCS έχει επεκταθεί με γενικό και αφαιρετικό τρόπο ως προς τον τελικό
χρήστη.

Συγκεκριμένα, η σχεδίαση ορίζει μία νέα πρότυπη υλοποίηση (Whale) της
υψηλού επιπέδου διεπαφής γραμμικής άλγεβρας, η οποία έχει τη δυνατότητα
να συνδυάζει διαφορετικές υποστηριζόμενες βιβλιοθήκες γραμμικής άλγεβρας
(ενδεχομένως με μετατροπή της μορφής δεδομένων από την μία στην άλλη),
καθώς επίσης να ενσωματώνει νέους πειραματικούς επιλυτές στο ήδη υπάρχον
μαθηματικό περιβάλλον.

Η συγκεκριμένη προσέγγιση προσφέρει λύση στην ανάγκη για επαλήθευση
νέων μεθόδων και επιλυτών επάνω σε μια πλήρη, αποδοτική και παραμετροποι-
ήσιμη πλατφόρμα όπως η πλατφόρμα FEniCS. Με αυτόν τον τρόπο μειώνεται ο
χρόνος επαλήθευσης μιας νέας μεθόδου, γνωρίζοντας ότι τα υπόλοιπα συστα-
τικά στοιχεία λειτουργούν και έχουν επαληθευθεί ανεξάρτητα. Επίσης η συγκε-
κριμένη προσέγγιση προσφέρει τη δυνατότητα εκτέλεσης μεθόδων και επιλυτών
σε διαφορετικές μονάδες επεξεργασίας και σε επιταχυντές σε ένα ετερογενές σύ-
στημα, εκμεταλλευόμενη το στοιχείο της παράλληλης επεξεργασίας όπου αυτό
είναι δυνατόν, μειώνοντας επιπλέον τον χρόνο υπολογισμού για πολύ μεγάλα
προβλήματα. Αντίστοιχα, επιτρέπει την εκτέλεση επιλυτών που αξιοποιούν τυ-
χόν υπάρχουσες γρήγορες μονάδες μόνιμης αποθήκευσης.

Η προσθήκη Whale, πέραν των πλεονεκτημάτων προς τον τελικό χρήστη,



Τεχνική Έκθεση 2015 Δ4.1/16

επιτρέπει στον σχεδιαστή επιλυτών να επικεντρωθεί στην εσωτερική βελτίωση
της εκάστοτε αναπτυσσόμενης βιβλιοθήκης γραμμικής άλγεβρας και τον ορισμό
της διεπαφής με το υπόλοιπο περιβάλλον του FEniCS, δίχως να απαιτείται αλ-
λαγή στα υπόλοιπα λειτουργικά μέρη που το απαρτίζουν.

Η προσθήκη Whale αναπτύχθηκε επάνω στον πηγαίο κώδικα της έκδοσης
1.6 του FEniCS. Η ενοποίηση γίνεται εισάγοντας τον κώδικα της προσθήκης με
την τεχνική ’μπαλώματος’ (patching) στον πηγαίο κώδικα.

Ο χρήστης ελέγχει την ενεργοποίηση και απενεργοποίηση της προσθήκης
μέσω των επιλογών ρύθμισης που προσφέρονται. Οι ρυθμίσεις ακολουθούν τη
μορφή των υπολοίπων επιμέρους συστατικών του FEniCS και είναι προσβάσι-
μες από το περιβάλλον Dolphin μέσω της διεπαφής. Η προσθήκη Whale μπορεί
να χρησιμοποιηθεί και από τις δυο γλώσσες που υποστηρίζονται από το Dolphin,
δηλαδή την C++ και την Python.

Οι κλάσεις της διεπαφής γραμμικής άλγεβρας του FEniCS (GenericVector,
GenericMatrix, GenericLUSolver, GenericKrylovSolver, κα.) έχουν επεκτα-
θεί για να υποστηρίξουν την προσθήκη Whale, η οποία υλοποιεί την συγκεκρι-
μένη διεπαφή. Η υλοποίηση όπως είναι αναμενόμενο ακολουθεί το παράδειγμα
των ήδη υποστηριζόμενων βιβλιοθηκών γραμμικής άλγεβρας (PETSc, Trilinos
κα.).

Η προσθήκη Whale είναι απενεργοποιημένη από προεπιλογή και ο χρήστης
πρέπει να την ενεργοποιήσει ρητά μέσω κατάλληλης επιλογής ρύθμισης. Για
παρά-δειγμα, χρησιμοποιώντας τη διεπαφή Python, ο τελικός χρήστης μπορεί
εύκολα να ενεργοποιήσει την προσθήκη Whale σε οποιοδήποτε υπάρχον αρ-
χείο πηγαίου κώδικα, απλά προσθέτοντας την παρακάτω εντολή ενεργοποίησης
(Κώδικας 3):

Κώδικας 3: Επιλογή ρύθμισης για την ενεργοποίηση της προσθήκης Whale μέσω
της διεπαφής Python.
from do l f i n impor t *

parameters [ ” use_whale_backend ” ] = True

# res t o f the code

Με την ενεργοποίηση, η προσθήκη χρησιμοποιεί την προσαρμοσμένη βι-
βλιοθήκη γραμμικής άλγεβρας που έχει ενσωματώσει ο σχεδιαστής, για την επί-
λυση των γραμμικών συστημάτων που προκύπτουν από τον ορισμό του προ-
βλήματος. Εάν δεν υπάρχει διαθέσιμη μία τέτοια προσαρμοσμένη βιβλιοθήκη, η
προσθήκη χρησιμοποιεί την προεπιλεγμένη βιβλιοθήκη του FEniCS, έτσι ώστε
ο τελικός χρήστης να είναι σε θέση να χρησιμοποιήσει το περιβάλλον με τον συ-
νηθισμένο τρόπο, παρακάμπτοντας εξ ολοκλήρου τον μηχανισμό πρόσβασης
σε προσαρμοσμένες βιβλιοθήκες γραμμικής άλγεβρας που προσφέρεται.
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2.4 Χρήση ΣύγχρονουΥλικού για την ΕπίλυσηΜεγάλωνΑραιών
Γραμμικών Συστημάτων

Η αποδοτική επίλυση συστημάτων γραμμικών εξισώσεων με αραιούς πίνα-
κες είναι θεμελιώδους σημασίας για τις υπολογιστικές επιστήμες, αφού τέτοιου
είδους συστήματα απαντώνται κατά την επίλυση προβλημάτων του πραγματι-
κού κόσμου (real world problems). Πιο συγκεκριμένα, στα προβλήματα πολλα-
πλών πεδίων (multidomain/multiphysics problems) αραιοί πίνακες προκύπτουν
κατά την διακριτοποίηση μερικών διαφορικών εξισώσεων (ανεξάρτητα της μεθό-
δου διακριτοποίησης). Έτσι, τα λογισμικά για την προσομοίωση προβλημάτων
πολλαπλών μοντέλων φυσικής (π.χ. COMSOL, ANSYS, Code_Aster, FEniCS)
ενσωματώνουν και μεθόδους για την επίλυση αραιών συστημάτων.

2.4.1 Τεχνολογίες Δευτερεύουσας Μνήμης και Αλγοριθμοι Out-of-Core

Για την αντιμετώπιση των αυξημένων απαιτήσεων σε μνήμη στις άμεσες με-
θόδους, έχουν προταθεί αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν δευτερεύουσα μνήμη
(αλγόριθμοι out-of-core). Οι περισσότερες βιβλιοθήκες λογισμικού για την επί-
λυση αραιών συστημάτων με άμεσες μεθόδους (π.χ. INTEL MKL PARDISO,
MUMPS, PASTIX, TAUCS) περιλαμβάνουν και τέτοιους αλγορίθμους.

Τα τελευταία χρόνια οι μνήμες flash χρησιμοποιούνται ως αποθηκευτικό μέσο
σε ενσωματωμένα συστήματα, κινητά τηλέφωνα, φορητούς υπολογιστές και εξυ-
πηρετητές, έχοντας σαφή πλεονεκτήματα έναντι των παραδοσιακών μαγνητικών
δίσκων. Οι εξαιρετικές επιδόσεις τους μας έδωσαν κίνητρο να ερευνήσουμε την
δυνατότητα αξιοποίησής τους από αλγορίθμους που χρησιμοποιούν εξωτερική
μνήμη για την επίλυση αραιών γραμμικών συστημάτων.

Μελετήσαμε την επίλυση αραιών συστημάτων με τα πακέτα: MUMPS [4] [5],
την έκδοση του PARDISO [29] [30] που περιλαμβάνεται στην INTEL MKL και
το WSMP [8] της ΙΒΜ. Το PARDISO και το MUMPS υποστηρίζουν την επίλυση
συμμετρικών και μη συμμετρικών συστημάτων, ενώ τοWSMP υποστηρίζει μόνο
συμμετρικά συστήματα. Πραγματοποιήσαμε πειράματα σε μαγνητικό σκληρό δί-
σκο και σε οδηγό στερεάς κατάστασης (flash SSD) και τα αποτελέσματα παρου-
σιάζονται στην Παράγραφο 3.2.1.

2.4.2 Σύγχρονες Πλατφόρμες Υλικού και Αραιά Γραμμικά Συστημάτα

Η επίλυση αραιών συστημάτων μπορεί να πραγματοποιηθεί είτε με άμεσες
είτε με επαναληπτικές μεθόδους. Οι άμεσες μέθοδοι εγγυώνται την επίλυση του
συστήματος, εφόσον αυτό έχει λύση, αλλά δεν κλιμακώνουν εύκολα καθώς έχουν
σημαντικές απαιτήσεις σε κύρια μνήμη. Από την άλλη, οι επαναληπτικές μέθοδοι
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είναι ταχύτερες, δεν έχουν μεγάλες απαιτήσεις σε μνήμη και παραλληλοποιού-
νται εύκολα, αλλά δεν εγγυώνται πάντοτε σύγκλιση.

Η απόδοση κάθε μεθόδου επίλυσης είναι συνυφασμένη με την υποκείμενη
υπολογιστική πλατφόρμα. Έτσι, η ανάπτυξη νέων αλγορίθμων, που εκμεταλλεύ-
ονται τα πλεονεκτήματα της διαθέσιμης κάθε φορά αρχιτεκτονικής υλικού, έχει
σημαντικό ερευνητικό ενδιαφέρον. Με βάση τις παρατηρήσεις αυτές, πραγματο-
ποιήθηκε μια συγκριτική μελέτη άμεσων και έμμεσων μεθόδων για την επίλυση
αραιών γραμμικών συστημάτων σε διαφορετικές, σύγχρονες, πλατφόρμες υλι-
κού. Σκοπό της μελέτης αποτέλεσε η ανίχνευση των ορίων και των δυνατοτήτων
κάθε μεθόδου και τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στην παράγραφο 3.2.2.

2.4.3 Αλγόριθμοι Εξωτερικής Μνήμης για Μνήμες Τύπου Flash

Οι αλγόριθμοι εξωτερικής μνήμης που αφορούν την διαχείριση δεδομένων
σε μνήμες flash έχουν αποτελέσει αντικείμενο πρόσφατης έρευνας στο πεδίο
των Βάσεων Δεδομένων και κυρίως στις δομές ευρετηρίου (B+tree, R-tree, κτλ).
Η έρευνα έχει καταδείξει ότι απαιτείται η περαιτέρω εξέλιξή τους, ώστε να εκ-
μεταλλεύονται αποδοτικότερα τις δυνατότητες της flash. Μερικές από τις τεχνι-
κές που έχουν προταθεί είναι: α) η μετατροπή των «ακριβών» εγγραφών σε
τυχαίες θέσεις (random writes), σε εγγραφές σε συνεχόμενες θέσεις (sequential
writes) με χρήση log records, β) η αξιοποίηση του «εσωτερικού» παραλληλι-
σμού των δίσκων SSD, με την αύξηση του μεγέθους της εισόδου/εξόδου (Ι/Ο)
και του αριθμού των εξερχόμενων αιτημάτων ανάγνωσης/εγγραφής (outstanding
I/O requests).

Μελετήσαμε την υλοποίηση της μεθόδουCholesky στην βιβλιοθήκη TAUCS [38,
28] και αναζητήσαμε τεχνικές για την αποδοτικότερη υλοποίησή της για δίσκους
στερεάς κατάστασης (flash SSDs). Διερευνήσαμε την χρήση ενδιάμεσων buffers
για την πραγματοποίηση μαζικών (batch) εγγραφών και αναγνώσεων των στοι-
χείων πλήρωσης και των βοηθητικών δομών (π.χ. δέντρο απαλοιφής), καθώς
και τις δυνατότητες προ-ανάκτησής τους (pre-fetching) στα διάφορα στάδια της
παραγοντοποίησης (factorization) και της επίλυσης (forward elimination, backward
substitution). Tα αποτελέσματα της μελέτης παρουσιάζονται στην παράγραφο 3.2.3.

2.4.4 Αξιοποίηση Υποδομής Cloud - Web Services

Το έργο MATENVMED οραματίστηκε ένα ριζικά διαφορετικό τρόπο υλοποίη-
σης, δημοσίευσης, διαμοίρασης, αναζήτησης και επαναχρησιμοποίησης πόρων
σχετικών με τον επιστημονικό υπολογισμό στην καθημερινή πρακτική. Για το
λόγο αυτό είναι αναγκαίο ένα ανοιχτό, ισορροπημένο και διαρκώς εξελισσόμενο
οικοσύστημα υπηρεσιών ιστού (web services). Στα πλαίσια του έργου διερευ-
νήσαμε την ιδέα της ανάπτυξης, προσφοράς και χρήσης στα πλαίσια της πλατ-
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φόρμας του έργου υπολογιστικών πακέτων σχετικών με προβλήματα MDMP με
διάφανο και αφηρημένο τρόπο, μέσω του παγκόσμιου ιστού. Για το σκοπό αυτό
επεκτείναμε την πλατφόρμα με ένα επίπεδο που αξιοποιεί web services και υπα-
κούει σε πρότυπα βασισμένα στην XML [26]:

SOAP: (Simple Object Access Protocol) για την ανταλλαγή δομημένης πληρο-
φορίας μεταξύ web services πάνω από το δίκτυο. Βασίζεται σε άλλα πρω-
τόκολλα επιπέδου εφαρμογής, όπως το HTTP για τη διαπραγμάτευση και
τη μετάδοση μηνυμάτων.

WSDL: (Web Services Description Language) που χρησιμοποιείται για την πε-
ριγραφή της λειτουργικότητας που προσφέρει ένα web service, πως μπο-
ρεί να κληθεί, τις παραμέτρους που αναμένει και τις δομές δεδομένων που
επιστρέφει.

ebXML: (e-business XML) που επιτρέπει σε παρόχους web services να δημο-
σιεύσουν τις υπηρεσίες τους και σε καταναλωτές να υποβάλλουν ερωτή-
ματα σχετικά με τη διαθεσιμότητα και την περιγραφή των services.

Ο βασικός τρόπος για την ανάπτυξη ενός επιλυτή MDMP με web services
είναι η ακόλουθη. Αρχικά υλοποιούμε τα τμήματα λογισμικού που περιγράφη-
καν στην παράγραφο 2.2, η οποιονδήποτε άλλο κώδικα όπως για παράδειγμα
επιλυτές γραμμικής άλγεβρας, ως web services και τα δημοσιοποιούμε στον κα-
τάλογο ebXML που διατηρούμε, χρησιμοποιώντας ένα από τα διαθέσιμα για το
σκοπό αυτό περιβάλλοντα ανάπτυξης ή πλατφόρμες. Έχουμε υλοποιήσει web
services χρησιμοποιώντας WSO2, .Net, Eclipse, ή Spyne [23], ακολουθώντας
ένα συστηματικό τρόπο που οδηγεί σε μια διαδικασία ρουτίνας χωρίς ιδιαίτε-
ρες προκλήσεις. Ακολούθως, οποιοσδήποτε προγραμματιστής ή ακόμα και λο-
γισμικό μπορεί να υποβάλλει ερωτήματα στο ebXML για συγκεκριμένα services,
να λάβει τη λίστα των διαθεσίμων, να επιλέξει το καταλληλότερο και να συνδε-
θεί μαζί του αξιοποιώντας την πληροφορία στο αντίστοιχο αρχείο WSDL. Αυτή η
διαδικασία είναι δυνατό να πραγματοποιηθεί ακόμα και κατά το χρόνο εκτέλεσης.

2.4.5 Αξιοποίηση Υποδομής Cloud - Πλατφόρμα IRaaS

Σε αυτή την παράγραφο περιγράφεται μία διαφορετική φιλοσοφία σε σχέση
με την παράγραφο 3.3.1. Πιο συγκεκριμένα, περιγράφουμε τη σχεδίαση και υλο-
ποίηση μιας προσαρμοσμένης αρχιτεκτονικής cloud για επίλυση προβλημάτων
πολλαπλών πεδίων / πολλαπλών φυσικών που υλοποιεί τη μεθοδολογία χαλά-
ρωσης στη διεπαφή. Ο χρήστης δίνει ένα πρόβλημα σαν είσοδο, επιλέγει την IR
μέθοδο που ταιριάζει καλύτερα με το συγκεκριμένο πρόβλημα και έχει πρόσβαση
στη λύση σε έναν κοντά στo βέλτιστο χρόνο εκτέλεσης, από οποιοδήποτε μέρος
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και οποιαδήποτε συσκευή. Συγχρόνως, η εφαρμογή δεσμεύει τους ελάχιστους
δυνατούς πόρους αυτόματα, στο παρασκήνιο, χωρίς παρέμβαση του χρήστη.

Για την επίτευξη των παραπάνω στόχων, εγκαταστάθηκε στις υποδομές του
εργαστηρίου Αναγνώρισης Προτύπων μια συγκεκριμένη πλατφόρμα λογισμικού
για την παροχή υπηρεσιών Cloud, το CloudStack. Το CloudStack αποτελεί ένα
εργαλείο που ελέγχει τη δεξαμενή των υπολογιστικών πόρων καθώς επίσης δια-
χειρίζεται το δίκτυο και τον αποθηκευτικό χώρο. Η αρχιτεκτονική του συστήμα-
τος είναι βασισμένη στο μοντέλο IaaS και SaaS της τεχνολογίας Cloud και ταυ-
τόχρονα στη διαχείριση της κατανομής των υπολογιστικών πόρων του Cloud
έτσι ώστε να δημιουργηθούν ομάδες εικονικών μηχανών για παράλληλη και κα-
τανεμημένη επεξεργασία. Υποστηρίζει ένα περιβάλλον για την επίλυση διαφό-
ρων ειδών προβλημάτων και ανάλυσης δεδομένων, παρέχοντας μία απλή και
φιλική προς τον χρήστη διεπαφή, αυτόματη διανομή του προβλήματος στους
κατάλληλους υπολογιστικούς πόρους, τον απαραίτητο αποθηκευτικό χώρο για
τα δεδομένα εισόδου και των αποτελεσμάτων ενός προβλήματος καθώς και την
απαιτούμενη επικοινωνία μεταξύ των συστατικών στοιχείων του συστήματος.

Εικόνα 5: Αρχιτεκτονική IRaaS

Το Σχήμα 5 παρουσιάζει μια επισκόπηση της αρχιτεκτονικής του συστήμα-
τος με όλα τα συστατικά στοιχεία του συστήματος και τις αλληλεπιδράσεις τους.
Επίσης απεικονίζονται τρεις διαφορετικοί τύποι προβλημάτων έτσι ώστε να γίνει
αντιληπτή η δυνατότητα του συστήματος να επιλύει διαφορετικού τύπου προ-
βλήματα. Είναι σημαντικό επίσης να αναφερθεί ότι τόσο η επικοινωνία μεταξύ
του Task Monitor με τις διάφορες εικονικές μηχανές κάθε προβλήματος, όσο και
η επικοινωνία που έχουν οι εικονικές μηχανές κάθε προβλήματος μεταξύ τους
γίνεται μέσω του Advanced Message Queuing Protocol (AMQP) για την ανταλ-
λαγή των μηνυμάτων.

Τα σημαντικότερα συστατικά στοιχεία της αρχιτεκτονικής είναι τα εξής: Η γρα-
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(αʹ) Διάγραμμα ροής workflow manager (βʹ) Διάγραμμα
ροής task monitor

Εικόνα 6: Διαγράμματα ροής workflow manager και task monitor.

φική διεπαφή χρήστη (User Portal), όπου κάθε χρήστης έχει τη δυνατότητα εγ-
γραφής ή σύνδεσης στο λογαριασμό του. Ο Task Μonitor εμπεριέχει έναν εξυ-
πηρετητή Advanced Message Queuing Protocol (AMQP) που χειρίζεται την επι-
κοινωνία μεταξύ των οντοτήτων του συστήματος. Ο εξυπηρετητής AMQP είναι
βασισμένος στο Message Queuing Protocol (AMQP) το οποίο συνδέει συστή-
ματα και διαχειρίζεται την ανταλλαγή πληροφοριών και μηνυμάτων μεταξύ αυ-
τών. Ο Workflow Manager είναι υπεύθυνος για την ενορχήστρωση και την εκτέ-
λεση ολόκληρης της διαδικασίας στην υποδομή Cloud. To Datastore ουσιαστικά
είναι ένα αποθετήριο όπου αποθηκεύονται όλες οι πληροφορίες όπως τα δεδο-
μένα εισόδου, τα αποτελέσματα και οι ενδιάμεσες πληροφορίες για το πρόβλημα
ενός χρήστη. Σε αυτό έχουν πρόσβαση όλα τα στοιχεία του συστήματος και εί-
ναι ουσιαστικά η βάση δεδομένων του συστήματος. Τέλος, οι ομάδες εικονικών
μηχανών είναι υπεύθυνες για την εκτέλεση της εκάστοτε διαδικασίας επίλυσης
ενός προβλήματος.
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O Workflow Manager παρέχει μια σειρά από λειτουργίες που φαίνονται ανα-
λυτικά στο Σχήμα 6(αʹ).

Για την απαραίτητη ανταλλαγή μηνυμάτων μεταξύ τόσο του Task Monitor με
τις εικονικές μηχανές όσο και αυτών μεταξύ τους, χρησιμοποιήθηκε το RabbitMQ.
Το RabbitMQ είναι ένας ελαφρύς, αξιόπιστος, επεκτάσιμος και φορητός μεσο-
λαβητής μηνυμάτων. O Task Monitor παρέχει μια σειρά από λειτουργίες που
φαίνονται αναλυτικά στο Σχήμα 6(βʹ).

(αʹ) Σελίδα sign in IRaaS (βʹ) Σελίδα IRaaS
(από κινητό) με τα
προβλήματα του
χρήστη

Εικόνα 7: Σελίδες authentication & προβλημάτων IRaaS.

Στην Εικόνα 7(αʹ) φαίνεται η οθόνη μέσω της οποίας εισάγεται στο σύστημα
ο χρήστης. Αξίζει να σημειωθεί ότι το όνομα που δόθηκε στην υποδομή είναι:
“IRaaS: Interface Relaxation as a Service” διότι παρέχεται ένα SaaS μοντέλο
για την επίλυση προβλημάτων πολλαπλών πεδίων / πολλαπλών φυσικών με τη
χρήση μεθόδων χαλάρωσης στις διεπαφές (Interface Relaxation Methods).

Μετά το authentication ο χρήστης μπορεί να δει μια λίστα που περιλαμβάνει
όλα τα προβλήματα που έχει καταθέσει, τις λεπτομέρειες αυτών καθώς και να
θέσει προς εκτέλεση ένα νέο πρόβλημα. H σχετική οθόνη, όπως φαίνεται όταν
χρησιμοποιείται από κινητό, απεικονίζεται στην Εικόνα 7(βʹ). Στην πρώτη στήλη
της οθόνης (“Title”) φαίνεται το όνομα του προβλήματος, στην δεύτερη στήλη
(“Submission Datetime”) η ημερομηνία και ώρα κατάθεσής του, στην τρίτη στήλη
(“Progress”) η πρόοδος του προβλήματος δηλαδή ποιο είναι το ποσοστό ολο-
κλήρωσής του και στην τέταρτη στήλη (“Actions”) υπάρχει ένα κουμπί που μόλις
πατηθεί ο χρήστης μεταβαίνει σε μία νέα οθόνη που υπάρχουν όλες οι πληρο-
φορίες του προβλήματος καθώς και τα αρχεία αποτελεσμάτων αν έχει ολοκλη-



Τεχνική Έκθεση 2015 Δ4.1/23

ρωθεί η εκτέλεσή του. Στο κάτω μέρος της οθόνης υπάρχει ένα κουμπί με όνομα
“Create new problem” το οποίο, μόλις πατηθεί, μεταβιβάζει το χρήστη σε μία
νέα οθόνη, που του παρέχει μια φόρμα ώστε να καταθέσει όλα τα απαραίτητα
δεδομένα εισόδου του νέου προς εκτέλεση προβλήματος.

Εικόνα 8: Σελίδα εισαγωγής νέου προβλήματος IRaaS

Στην Eικόνα 8 παρουσιάζεται η οθόνη της εφαρμογής που εμφανίζεται μόλις
ο χρήστης πατήσει το κουμπί “Create new problem”. Για την ακρίβεια εμφανίζεται
μια φόρμα στην οποία ο χρήστης πρέπει να συμπληρώσει τα στοιχεία του νέου
προβλήματος που θέλει να εκτελέσει. Στη φόρμα αυτή δίνει ένα όνομα και μια
περιγραφή του νέου προβλήματος, τις τιμές των τριών subdomains καθώς και
διάφορες περαιτέρω πληροφορίες που είναι απαραίτητες για την επίλυση του
προβλήματος. Επίσης στη φόρμα αυτή επιλέγει από μια drop-down λίστα την
επιθυμητή μέθοδο χαλάρωσης με την οποία θέλει να γίνει η ανάλυση (GEO ή
ROB) και μόλις συμπληρωθούν όλα τα κελιά, για να αποσταλούν στο σύστημα
όλα τα δεδομένα που εισήγαγε και να ξεκινήσει η εκτέλεση, αρκεί να πατήσει το
κουμπί “Start solution process” που βρίσκεται το κάτω μέρος της οθόνης. Μόλις
αυτό το κουμπί πατηθεί, επιστρέφεται ένα μήνυμα επιτυχίας για την σωστή κατα-
χώρηση των δεδομένων και ο χρήστης μεταβαίνει αυτόματα στην προηγούμενη
οθόνη προκειμένου να παρακολουθήσει την πρόοδο του νέου προβλήματος. Αν
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δεν έχει γίνει σωστή καταχώρηση των δεδομένων, τότε στην ίδια φόρμα υποδει-
κνύεται ποιο πεδίο περιέχει λανθασμένη τιμή ή είναι κενό.

Εικόνα 9: Σελίδα προβλήματος IRaaS

Εάν ένας χρήστης πατήσει το κουμπί “Action”, τότε ο χρήστης μεταβαίνει αυ-
τόματα σε μία νέα οθόνη (Εικόνα 9) όπου υπάρχουν όλες οι πληροφορίες του
προβλήματος καθώς και τα αρχεία αποτελεσμάτων αν έχει ολοκληρωθεί η εκτέ-
λεσή του. Η συγκεκριμένη οθόνη περιέχει όλα τα δεδομένα εισόδου του προβλή-
ματος, την κατάστασή του (αν έχει ξεκινήσει να εκτελείται ή ποιο είναι το ποσοστό
που έχει πραγματοποιηθεί από τη συνολική διαδικασία επίλυσης ή αν έχει ολο-
κληρωθεί), και αν το πρόβλημα έχει ολοκληρωθεί, περιέχει επίσης την ημέρα και
ώρα ολοκλήρωσης του και, πατώντας το κουμπί της στήλης “Download” κάτω
δεξιά, τα αρχεία με τα τελικά αποτελέσματα του προβλήματος.

Τέλος, εάν ο χρήστης επιθυμεί να εξέλθει από την εφαρμογή, αρκεί να πατή-
σει το κουμπί με την ένδειξη “Logout” που υπάρχει στο βασικό μενού, στο πάνω
μέρος της κάθε οθόνης της εφαρμογής.
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3 Πειραματικά Αποτελέσματα

3.1 Επέκταση του ΠΕΠ για την Υποστήριξη της Κλάσης Προ-
βλημάτων Ενδιαφέροντος του Έργου

3.1.1 Μέθοδος Schwarz για Προβλήματα με Επικαλυπτώμενα Υποχωρία

(αʹ) Τοπολογία
υποχωρίων

(βʹ) Ρυθμός σύγκλισης για τα
δύο υποπροβλήματα

(γʹ) Η λύση για το
υποχωρίο σφαίρα

(δʹ) Η λύση για το υπο-
χωρίο παραλληλεπίπεδο

Εικόνα 10: Ένα μοντέλο 3-διάστατο πρόβλημα με μερικώς επικαλυπτόμενα υπο-
χωρία

Χρήση σε 3D πρόβλημα-μοντέλο Ας θεωρήσουμε ένα μοντέλο 3-διάστατο
πρόβλημα με 2 υποχωρία: μία σφαίρα και ένα παραλληλεπίπεδο, τα οποία επι-
καλύπτονται μερικώς όπωςφαίνεται στην Εικόνα 10(αʹ). Οι Εικόνες 10(γʹ) και 10(δʹ)
απεικονίζουν τη λύση για τα δύο υποχωρία με χρήση του επαναληπτικού επι-
λυτή Schwarz που υλοποιήθηκε στο FEniCS. Στην Εικόνα 10(βʹ) παρουσιάζεται
ο ρυθμός σύγκλισης για τα 2 υποπροβλήματα, έως την επίτευξη της επιθυμητής
από το χρήστη ακρίβειας.

Κώδικας 4: Ορισμός του παραλληλεπίπεδου υποχωρίου αξιοποιώντας ένα
αρχείο-σκελετό.

1 # user def ined methods
2 def OveralappingWithOther(): pass
3 def userDefinedUFL(): pass
4 def userDefinedBoundaryCondition(): pass
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5
6 # ske le ton example
7 def ExtBC ( x , on_boundary ) :
8 re t u rn on_boundary and not OveralappingWithOther ( )
9
10 def Ex t I f ace ( x , on_boundary ) :
11 re t u rn on_boundary and OveralappingWithOther ( )
12
13 c lass Problem (ConfigCommonProblem ) :
14 # Overr ide the API methods i n i t ( ) , neighbours ( )
15 # and boundaries ( )
16 def i n i t ( se l f , * args , * * kwargs ) :
17 s e l f . domain_name = ’box’
18 mesh = Mesh(Box(-2,-1,-.5,2,1,.5),128)
19 s e l f .V = FunctionSpace(mesh,’Lagrange’,1)
20 s e l f . a , s e l f . L = userDefinedUFL(V)
21
22 # re tu rn a d i c t i o na r y w i th i n t e r f a ces f o r each neighbour
23 def neighbours ( s e l f ) :
24 interface = {}
25 interface[self.domain_name] = ExtIface
26 return interface
27
28 # re tu rn a l i s t w i th a l l the ex te rna l boundaries
29 def boundaries ( s e l f ) :
30 bc = DirichletBC(self.V, userDefinedBoundaryCondition(), ExtBC)
31 return [ bc ]

Ο Κώδικας 4 αντιστοιχεί στον ορισμό του παραλληλεπίπεδου υποχωρίου
(box3D_1.py), ξεκινώντας από έναν κοινό (ανεξάρτητο του υποχωρίου) σκε-
λετό. Παρόμοιος είναι και ο ορισμός του υποχωρίου που αντιστοιχεί στη σφαίρα
(sphere3D_1.py).

Κώδικας 5: Επίλυση 3D προβλήματος με 2 μερικώς αλληλεπικαλυπτόμενα υπο-
χωρία.

1 from do l f i n impor t *
2 impor t so l ve r con f i g
3 impor t so l ve r
4
5 # c l i e n t = hmc . RemoteClient ( wsd l_ur l )
6 # c l i e n t . se t_op t ions ( t imeout=t imeout_in_seconds )
7 c l i e n t = hmc . Loca lC l i en t ( )
8
9 import sphere3D_1 as sphere
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(αʹ) Επανάληψη 1 (βʹ) Επανάληψη 2 (γʹ) Επανάληψη 3 (δʹ) Επανάληψη
38

Εικόνα 11: Στιγμιότυπα οριζόντιας τομής του παραλληλεπιπέδου σε διαφορετικές
επαναλήψεις του επιλυτή

10 import box3D_1 as box
11
12 sp = sphere.Problem(client=client)
13 bp = box.Problem(client=client)
14 subdomains=[ sp, bp ]
15
16 config = solverconfig.Config3D()
17 so l ve r . so lve ( subdomains=subdomains , con f i g=con f i g )

ΟΚώδικας 5 οδηγεί τον επαναληπτικό επιλυτή, δεδομένων των ορισμών των
υποχωρίων. Η απαιτούμενες αλλαγές από το χρήστη στους 2 σκελετούς απει-
κονίζονται με έντονους χαρακτήρες. Τα υποχωρία μπορούν να διαθέτουν – και
διαθέτουν στο συγκεκριμένο παράδειγμα – διαφορετικά πλέγματα, διακριτοποι-
ήσεις και PDEs. Ο αναγνώστης ας παρατηρήσει επίσης ότι η χρήση ενός απο-
μακρυσμένου επιλυτή είναι εξαιρετικά απλή, αντικαθιστώντας τη γραμμή 7 με τις
σχολιασμένες γραμμές 5-6.

Στην Εικόνα 11 απεικονίζεται οριζόντια τομή του παραλληλεπιπέδου σε δια-
φορετικές επαναλήψεις (1, 2, 3 και 38) του επαναληπτικού επιλυτή. Μπορεί εύ-
κολα κανείς να παρατηρήσει την αρχική έντονη ασυνέχεια στο τόξο τομής με τη
σφαίρα, η οποία εξομαλύνεται στις μετέπειτα επαναλήψεις.

Χρήση σε 2D πρόβλημα περιβαλλοντικής μηχανικής Ας θεωρήσουμε την
PDE η οποία περιγράφει τη σταθερή κατάσταση του προβλήματος υφαλμύρισης
σε παράκτιους υδατοφορείς. Η εξίσωση πρέπει να λυθεί σε κάθε επαναληπτικό
βήμα ενός στοχαστικού αλγορίθμου βελτιστοποίησης [36, 35, 34], ο οποίος αξιο-
ποιείται ώστε να ελέγξει με βέλτιστο τρόπο την άντληση από όλες της ενεργές
πηγές άντλησης (πηγάδια) ενός παράκτιου υδατοφορέα και να τις προστατεύ-
σει από την υφαλμήριση. Η λύση του (δυναμικό ροής) χρησιμοποιείται ώστε να
εντοπιστεί το όριο μεταξύ αλμηρού και γλυκού νερού. Ο υδατοφορέας που απει-
κονίζεται στην Εικόνα 12 προσωμοιώνει πραγματικό παράκτιο υδατοφορέα στο
Βαθύ της Καλύμνου [24].
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Εικόνα 12: Υδατοφορέας Καλύμνου.

Πιο συγκεκριμένα, ας θεωρήσουμε την ελλειπτική PDE

∂

∂x
(K

∂ϕ

∂x
) +

∂

∂y
(K

∂ϕ

∂y
) +N −Q = 0 , (x, y) ∈ R, (1)

όπου ϕ (m2) αντιστοιχεί στο δυναμικό ροής του Struck, N (m/day) δηλώνει τη
συνολική ημερήσια επαναφόρτιση του υδατοφορέα, ομοιόμορφα κατανεμημένη
στην επιφάνειά του, K (m/day) αντιστοιχεί στην υδραυλική διαπερατότητα και
Q (m/day) στην συνολική ημερήσια αποφόρτιση του υδατοφορέα. Ο παραλ-
ληλόγραμμος υδατοφορέας R εκτείνεται σε επιφάνεια 7×3 Km, είναι ετερογε-
νής ως προς την υδραυλική του διαπερατότητα και περιλαμβάνει M πηγάδια
wi (i = 1, . . . ,M) τα οποία αντλούν με ρυθμούς Qi (m

3/day). Στο πρόβλημά μας
οι παραπάνω φυσικές παράμετροι τίθενται στις τιμές N = 0.03 m/year, M = 5
and Q1 = 252 m3/day, Q2 = 450 m3/day, Q3 = 749 m3/day, Q4 = 1045 m3/day
and Q5 = 1270 m3/day, ενώ η υδραυλική διαπερατότητα K λαμβάνει τιμές K1 =
25 m/day, K2 = 35 m/day, K3 = 50 m/day and K4 = 75 m/day στις 4 υπο-
περιοχές του R (Εικόνα 12). Επιπλέον, ο συνολικός ρυθμός αποφόρτισης Q
λαμβάνει την τιμή

Q =
5∑

i=1

Q̃iδ(x− xi, y − yi)

όπου Q̃i αντιστοιχεί στο ρυθμό άντλησης Qi κανονικοποιημένο σε σχέση με κά-
ποια στοιχειώδη επιφάνεια και δ(x − xi, y − yi) δηλώνει τη συνάρτηση Delta.
Τέλος, θεωρούμε συνοριακή συνθήκη Dirichlet (ϕ(0, y) = 0) στο αριστερό (παρά-
κτιο) σύνορο, ενώσε όλα τα άλλα σύνορα τίθενται συνοριακές συνθήκες Neumann
όπως φαίνεται στην Eικόνα 12.

Το δυναμικό ροής που υπολογίσθηκε για το παραπάνω πρόβλημα με χρήση
της υλοποίησης του αλγορίθμου Schwarz στο FEniCS απεικονίζεται στην Ει-
κόνα 13(αʹ). Ακολούθως, καθορίστηκε αλγοριθμικά το όριο μεταξύ αλμυρού και
γλυκού νερού όπως φαίνεται στην Εικονα 13(βʹ).

Το πρόβλημα χωρίζεται φυσιολογικά σε 4 υποπροβλήματα, λόγω του δια-
φορετικού τελεστή PDE (διαφορετικά Q και K στην εξίσωση PDE equation 1).
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(αʹ) Υπολογισθέν δυναμικό ροής. (βʹ) Όριο μεταξύ γλυκού και αλμυρού
νερού.

Εικόνα 13: Υπολογισθείσες λύσεις για τον υδατοφορέα Καλύμνου.

Τα υποπροβλήματα διακρίνονται στην Εικόνα 12. Χωρίζουμε επιπλέον το κάτω
δεξιά χωρίο σε 2 υποχωρία για λόγους γεωμετρικής ευκολίας (ώστε να αντιμετω-
πίζουμε μόνο παραλληλόγραμμα υποχωρία). Έτσι, αντιμετωπίζουμε ένα σύνολο
5 υποπροβλημάτων.

Προκειμένου να είναι δυνατή η χρήση της μεθόδου Schwarz, θεωρούμε επι-
κάλυψη του 2ου υποχωρίου (με υδραυλική διαπερατότητα K2) με τα γειτονικά
του. Η επιφάνειά του εκτείνεται οριζόντια κατά 400 μ μέσα στα γειτονικά υπο-
χωρία. Επιπλέον, θεωρούμε επικαλυπτόμενη περιοχή του 4ου υποχωρίου μέσα
στο 3ο βάθους 400 μ. Η ζώνη 1400 μ που περιλαμβάνει το πηγάδι 3 στο 2ο υπο-
χωρίο επιλέγεται ως περιοχή επικάλυψης με το 3ο υποχωρίο. Ως αποτέλεσμα
υπάρχουν 14 διεπαφές μεταξύ των 5 υποχωρίων.

Όπως φαίνεται καθαρά από τις Εικόνες 14(βʹ) και 14(αʹ) η μέθοδος συγκλίνει
μάλλον γρήγορα, παρά την ύπαρξη 5 υποχωρίων και 14 διεπαφών μεταξύ τους.

(αʹ) Ρυθμός σύγκλισης μεταξύ διαδοχικών
επαναλήψεων για τα υποπροβλήματα.

(βʹ) Ρυθμός σύγκλισης μεταξύ διαδοχικών
επαναλήψεων για τις 14 διεπαφές.

Εικόνα 14: Ρυθμός σύγκλισης μεταξύ διαδοχικών επαναλήψεων της μεθόδου.

Η φύση της σύγκλισης απεικονίζεται και στην Εικόνα 15. Οι όροι σφάλματος
υψηλής συχνότητας εξαλείφονται σύντομα (κατά τη διάρκεια των πρώτων λίγων
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επαναλήψεων) και η λύση εξομαλύνεται επιπλέον στις μετέπειτα επαναλήψεις.

(αʹ) 1η επανάληψη. (βʹ) 5η επανάληψη.

(γʹ) 15η επανάληψη. (δʹ) 50η επανάληψη.

Εικόνα 15: Η υπολογισθείσα συνολική λύση μετά από 1, 2, 15 και 50 επαναλή-
ψεις.

3.1.2 Υβριδική Αιτιοκρατική/Στοχαστική Μέθοδος για Προβλήματα MDMP

O κώδικας 6 επιδεικνύει τη χρήση της αιτιοκρατικής / στοχαστικής μεθόδου
που υλοποιήθηκε στο FEniCS για τη λύση μιας PDE σε ένα εσωτερικό, τετρά-
γωνο υποχωρίο ενός μεγαλύτερου χωρίου. Πριν τη λύση στο υποχωρίο εκτιμώ-
νται, με στοχαστικό τρόπο, οι τιμές στη διεπαφή του εσωτερικού υποχωρίου. Οι
αλλαγές που εισάγονται από τις επεκτάσεις μας διακρίνονται, και πάλι, με χρήση
έντονων χαρακτήρων.

Κώδικας 6: Παράδειγμα χρήσης της μεθόδου montecarlo().
1 from do l f i n impor t *
2 impor t hybridmc as hmc # the p la t fo rm ’ s Python module
3
4 def onbc ( x , on_boundary ) :
5 re t u rn on_boundary
6
7 def mc_test_2D (Omega, Subdomain ) :
8 x , y = va r i ab l e ( Expression ( ” x [ 0 ] ” ) ) ,
9 va r i ab l e ( Expression ( ” x [ 1 ] ” ) )
10 expr = ( x ) * ( x−1)*( y ) * ( y−1)
11
12 mesh = Mesh(SubDomain ,128)
13 V = FunctionSpace (mesh , ’ Lagrange ’ , 1 )
14
15 u , v = T r i a l Func t i on (V) , TestFunct ion (V)
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16 f = −Laplac ian ( expr , x , y )
17 a = inner ( grad ( u ) , grad ( v ) ) * dx
18 L = f * v * dx
19
20 # get expressions as s t r i n g s
21 f_expr , q_expr = hmc . t oo l s . cppcode ( expr , x , y ) ,
22 hmc . t oo l s . cppcode ( f , x , y )
23 mcbc, est = client.montecarlo(V, onbc, OpenCL=True, Omega=Omega,
24 f=f_expr, q=q_expr)
25 sol_mc = Funct ion (V)
26 solve ( a==L , sol_mc , [ mcbc ] )
27
28 i f __name__ == ’ __main__ ’ :
29 Omega2D = [ 1 . , 1 . ]
30 SubDomain2D = Rectangle(.4, .8, .4, .8)
31 client = hmc.LocalClient()
32 mc_test_2D (Omega2D, Subdomain2D )

Το αντικείμενο client στη γραμμή 29 αναδεικνύει τη δυνατότητα τοπικής ή
απομακρυσμένης υλοποίησης της μεθόδου.

Η Εικόνα 16 περιλαμβάνει την εκτίμηση της στοχαστικής μεθόδου για τις τι-
μές στη διεπαφή του εσωτερικού υποχωρίου, τη λύση που επιτεύχθηκε από την
υβριδική αιτιοκρατική / στοχαστική μέθοδο για το πρόβλημα-μοντέλο που περι-
γράφεται από τον Κώδικα 6, καθώς και το απόλυτο σφάλμα σε σχέση με έναν
πλήρως αιτιοκρατικό επιλυτή για ένα σύνολο 16 πειραμάτων.

(αʹ) Στοχαστική εκτίμηση
τιμών στη διεπαφή του
εσωτερικού υποχωρίου

(βʹ) Λύση στο εσωτερικό
υποχωρίο από τον υβρι-
δικό επιλυτή

(γʹ) Σφάλμα λύσης σε
σχέση με πλήρως αιτο-
κρατικό επιλυτή. Διαφο-
ρετικές γραμμές αντιστοι-
χούν σε διαφορετικές πυ-
κνότητες του υπολογιστι-
κού πλέγματος

Εικόνα 16: Στοχαστική εκτίμηση, υβριδική λύση και σφάλμα λύσης σε σχέση με
αιτιοκρατικό επιλυτή
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3.1.3 Μέθοδος Geometric Contraction (GEO)

Ακολουθιακή υλοποίηση της GEO Σε αυτή την παράγραφο παρέχονται εν-
δεικτικά στιγμιότυπα κώδικα από την υλοποίηση της μεθόδου GEO στο FEniCS.

Οι ανανεωμένες τιμές σε ένα σημείο της διεπαφής υπολογίζονται ως εξής:

u(k+1)(x) = u(k)(x)− ρ(
∂u

(k)
L (x)

∂n
− ∂u

(k)
R (x)

∂n
), k = 1, 2, ... (2)

που k είναι η επανάληψη, u είναι η υπολογισμένη λύση στο σημείο της διε-
παφής x, ∂u

(k)
L (x)

∂n
− ∂u

(k)
R (x)

∂n
είναι οι τιμές των προς τα έξω κανονικών παραγώγων

στα δύο γειτονικά υποπεδία και ρ είναι η παράμετρος χαλάρωσης που χρησιμο-
ποιείται για να επιταχύνει τη σύγκλιση. Μια νέα επανάληψη ξεκινάει με το που
περαστούν οι χαλαρωμένες τιμές των διεπαφών πίσω στα υπο-πεδία.

Πιο αναλυτικά, τμήματα του FEniCS προγράμματος που υλοποιεί τα πα-
ραπάνω παρουσιάζεται στη συνέχεια. Αρχικά γίνεται η δημιουργία των υπο-
πεδίων. Ενδεικτικά παρουσιάζουμε τη δημιουργία του αριστερού υπο-πεδίου για
το ομοιόμορφο πρόβλημα και για την περίπτωση, όπου h = 0.5.

1 meshdown = RectangleMesh (0 , 0 , 0.3333 , 2 , 7 , 40 , ’ l e f t ’ )
2 Vdown = FunctionSpace (meshdown , ’ Lagrange ’ , 1)

Στη συνέχεια ορίζουμε τις οριακές συνθήκες και τις συνθήκες των διεπαφών.
Ενδεικτικά, η πρώτη (αριστερή) διεπαφή:

1 in t1_expr = Expression ( ’4135 .5* x [1 ]−6077.6 ’ )
2 c lass I n t e r f ace1 (SubDomain ) :
3 def i n s i de ( se l f , x , on_boundary ) :
4 re t u rn on_boundary and abs ( x [ 0 ] − 0.3333) < t o l
5 and abs ( x [ 1 ] − 2) > t o l
6 and abs ( x [ 1 ] − 1 .5 ) > t o l
7 Gamma_4_left = D i r i ch le tBC (Vdown , in t1_expr , I n t e r f ace1 ( ) )

Ακολουθεί ο ορισμός του παραμετρικού προβλήματος. Πάλι για το αριστερό
υπο-πεδίο του ομοιόμορφου προβλήματος:

1 u = T r i a l Func t i on (Vdown)
2 v = TestFunct ion (Vdown)
3 f = i n t e r p o l a t e ( f_expr , Vdown)
4 a = ( inne r ( nabla_grad ( u ) , nabla_grad ( v ) )+ g2* inner ( u , v ) ) * dx
5 L = f * v * dx

Και στη συνέχεια ο υπολογισμός της λύσης:
1 u = Funct ion (Vdown)
2 solve ( a == L , u , bcsdown )

Και της παραγώγου:
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1 V_g = VectorFunctionSpace (meshdown , ’ Lagrange ’ , 1)
2 v = TestFunct ion (V_g )
3 w = T r i a l Func t i on (V_g )
4 a = inner (w, v ) * dx
5 L = inner ( grad ( u ) , v ) * dx
6 grad_u = Funct ion (V_g )
7 solve ( a == L , grad_u )

Παρουσιάζεται ο τρόπος με τον οποίο λαμβάνουμε τις τιμές της λύσης και της
παραγώγου στα σημεία των διεπαφών:

1 vertex_to_dof_map = Vdown . dofmap ( ) . vertex_to_dof_map (meshdown)
2 dof_to_vertex_map = Vdown . dofmap ( ) . dof_to_vertex_map (meshdown)
3 m = u . vec to r ( )
4 do f s_a t_ve r t i ces = m[ dof_to_vertex_map ]
5 coor = meshdown . coord ina tes ( )
6
7 grad_u_x , grad_u_y = grad_u . s p l i t ( deepcopy=True )
8
9 f o r vdown in ve r t i c e s (meshdown ) :
10 ldown = coor [ vdown . index ( )
11 ldown [ 0 ] , ldown [ 1 ] ,
12 do fs_a t_ve r t i ces [ vdown . index ( ) ] ,
13 dofs_at_vert ices_g_x_down [ vdown . index ( ) ] ,
14 dofs_at_vert ices_g_y_down [ vdown . index ( ) ] ]

Και ακολουθεί ο τρόπος που τις επαναθέτουμε, αφού τις επεξεργαστούμε:
1 downbound=( do f s_a t_ve r t i ces [ vdown . index ( ) ] +
2 dofs_a t_ver t i ces_up [ vup . index ( ) ] ) / 2 +
3 omega*(−dofs_at_vert ices_g_x_down [ vdown . index ( ) ] +
4 dofs_at_ver t ices_g_x_up [ vup . index ( ) ] )
5
6 upbound=( do f s_a t_ve r t i ces [ vdown . index ( ) ] +
7 dofs_a t_ver t i ces_up [ vup . index ( ) ] ) / 2 +
8 omega*(−dofs_at_vert ices_g_x_down [ vdown . index ( ) ] +
9 dofs_at_ver t ices_g_x_up [ vup . index ( ) ] )
10
11 u . vec to r ( ) . s e t _ l o ca l ( do f s_a t_ve r t i ces . a r ray ( ) [ vertex_to_dof_map ] )
12 downbound=Funct ion (Vdown)
13 downbound . assign ( u )

Παράλληλη υλοποίηση της GEO Ενδεικτικά τμήματα του κώδικα της παράλ-
ληλης υλοποίησης της GEO, δίνονται παρακάτω.

Ο client αρχικοποιεί την επικοινωνία:
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1 def __ i n i t __ ( s e l f ) :
2 s e l f . c r eden t i a l s = p ika . P la i nCreden t i a l s ( ’ t es t ’ , ’ t es t ’ )
3 s e l f . connect ion = pika . BlockingConnect ion (
4 p ika . ConnectionParameters ( ’150.140.139.89 ’ ,5672 ,
5 ’ / ’ ,
6 s e l f . c r eden t i a l s ) )
7 s e l f . channel = s e l f . connect ion . channel ( )
8 r e s u l t = s e l f . channel . queue_declare ( exc lus i ve=True )
9 s e l f . cal lback_queue = r e s u l t . method . queue
10 s e l f . channel . basic_consume ( s e l f . on_response , no_ack=True ,
11 queue= s e l f . cal lback_queue )
12 s e l f . connect ion2= pika . BlockingConnect ion (
13 pika . ConnectionParameters ( ’150 .140 .139 .89 ’ ,
14 5672 ,
15 ’ / ’ ,
16 s e l f . c r eden t i a l s ) )
17 s e l f . channel2 = s e l f . connect ion2 . channel ( )
18 r e su l t 2 = s e l f . channel2 . queue_declare ( exc lus i ve=True )
19 s e l f . cal lback_queue2 = resu l t 2 . method . queue
20 s e l f . channel2 . basic_consume ( s e l f . on_response ,
21 no_ack=True ,
22 queue= s e l f . cal lback_queue2 )

Περιμένει τις απαντήσεις από τους servers:
1 def on_response ( se l f , ch , method , props , body ) :
2 # p r i n t ” on_response r e s u l t ch=%s guess=%s ” % ( ch , s e l f . channel )
3 i f ch == s e l f . channel :
4 s e l f . response = body
5 else :
6 s e l f . response2 = body

Αφού πρώτα τους στείλει τις τιμές στις διεπαφές που υπολόγισε επιλύοντας
το πρόβλημα στην εκάστοτε επανάληψη:

1 s e l f . response = None
2 s e l f . co r r _ i d = s t r ( uuid . uuid4 ( ) )
3 s e l f . channel . bas ic_pub l i sh (
4 exchange = ’ ’ ,
5 rou t ing_key = ’ he l lo ’ ,
6 p rope r t i e s=pika . Bas icProper t ies (
7 rep l y_ to = s e l f . cal lback_queue ,
8 c o r r e l a t i o n _ i d = s e l f . co r r _ i d ) ,
9 body= i n t e r 2 )

Αντίστοιχα ο κάθε server επιλύει το πρόβλημά του, λαμβάνει από τον client
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τη λύση και την παράγωγο που υπολόγισε στη διεπαφή και υπολογίζει τις και-
νούργιες τιμές στη διεπαφή:

1 response =( i n t e r f aceup+ i n t e r f a ced ) /2+
2 omega*(− grad ien td+grad ientup )

Το αποτέλεσμα αυτό το χρησιμοποιεί για την επόμενη επανάληψή του. Το
στέλνει, όμως και στον client για να προχωρήσει και αυτός με την επόμενη επα-
νάληψη του.

1 ch . bas ic_pub l i sh ( exchange = ’ ’ ,
2 rou t ing_key=props . rep ly_ to ,
3 p rope r t i e s=pika . Bas icProper t ies ( c o r r e l a t i o n _ i d =
4 props . c o r r e l a t i o n _ i d ) ,
5 body= json . dumps( response . t o l i s t ( ) ) )
6 ch . basic_ack ( de l i ve r y_ tag = method . de l i ve r y_ tag )

3.2 Χρήση Σύγχρονων Τεχνολογιών Υλικού για την Επίλυση
Μεγάλων Αραιών Γραμμικών Συστημάτων

3.2.1 Τεχνολογίες Δευτερεύουσας Μνήμης και Αλγοριθμοι Out-of-Core

Ταπειράματα πραγματοποιήθηκαν σε δύο σταθμούς εργασίας DELLPrecision
T3500 με 8GB of DDR3 RAM και έναν τετρα-πύρηνο Intel XeonW3550 3.06GHz
το καθένα. Ο πρώτος σταθμός εργασίας διαθέτει έναν οδηγό SSD Intel 520
240GB, SATA-III, και έναν οδηγό OCZ Revodrive 350 PCIe 480GB ως επι-
πλέον αποθηκευτικό μέσο. Ο δεύτερος σταθμός εργασίας διαθέτει έναν σκληρό
Seagate Barracuda 7200rpm 1TB. Και οι δύο σταθμοί χρησιμοποιούν Centos
6.5 με kernel 2.6.32-431.el6.x86_64 για λειτουργικό σύστημα και έχουν διαμορ-
φωθεί ώστε να χρησιμοποιούν μέχρι 8GB swap.

Οι αραιοί πίνακες που χρησιμοποιηθήκαν στα πειράματα προέρχονται από
τις συλλογές, του Πανεπιστημίου τηςΦλόριντα2 και του ερευνητικού προγράμμα-
τος GRID-TLSE3. Οι ιδιότητές των αραιών πινάκων συνοψίζονται στον Πίνακα 1.

MATRIX TYPE N(A) NNZ(A) DESCRIPTION
INLINE_1 Μ1 RSPD 5.04E+05 1,87E+07 Structural
ASTER_PERF011A Μ2 RSI 8,54E+05 7,11E+07 Structural engineering
AUDIKW_1 Μ3 RSI 9,44E+05 3,93E+07 Automotive model
NICE20MC Μ4 RSI 7,16E+05 2,81E+07 Earthquake analysis
FLAN_1565 Μ5 RSPD 1,56E+06 1,14E+08 Structural
STOCF_1465 Μ6 RSPD 1,47E+06 2,10E+07 Fluid dynamics
ATMOSMODL Μ7 RUI 1,49E+06 1,03E+07 Atmospheric modeling
ASTER_PERF002C Μ8 RSI 1,0E+6 3,79E+07 Structural engineering

2http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/
3http://gridtlse.enseeiht.fr/
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Εικόνα 17: Χρόνοι επίλυσης στη RΑΜ σε HDD και flash SSD

Πίνακας 1: Αραιοί Πίνακες

Για την επίλυση των συστημάτων στην κύρια μνήμη (in-core) χρησιμοποιή-
θηκε ο σταθμός εργασίας με τους δίσκους στερεάς κατάστασης. Στην Εικόνα 17
παρουσιάζονται οι χρόνοι επίλυσης (wall-clock time) για τα τρία πακέτα λογισμι-
κού.

Σε όλες σχεδόν τις περιπτώσεις η χρήση της flash οδηγεί σε σημαντική μεί-
ωση του χρόνου επίλυσης των συστημάτων σε σχέση με τον μαγνητικό δίσκο.
Στο PARDISO, η επίλυση στην flash είναι δύο με τρεις φορές γρηγορότερη απ’
ότι στον σκληρό δίσκο, στο WSMP ως και δύο φορές ταχύτερη, ενώ μικρότερη
είναι η διαφορά στο MUMPS, αλλά παραμένει σημαντική. Σε όλες τις περιπτώ-
σεις η επιτάχυνση είναι μικρότερη για το σύστημα Μ1, καθώς το μικρό του μέγε-
θός του ελαχιστοποιεί την πρόσβαση στην εξωτερική μνήμη. Η επίλυση στην
κύρια μνήμη είναι γρηγορότερη εφόσον το μέγεθος την μνήμης που απαιτεί-
ται δεν υπερβαίνει την διαθέσιμη RAM, διαφορετικά χρησιμοποιείται εικονική
μνήμη (swap) και η επίλυση καθυστερεί σημαντικά (π.χ. περίπτωση Μ3 & Μ4
στοWSMP και PARDISO). Στην περίπτωση δε, που η απαιτούμενη μνήμη υπερ-
βαίνει το άθροισμα κύριας και εικονικής μνήμης δεν είναι δυνατή η επίλυση του
συστήματος, για παράδειγμα μόνο τα συστήματα Μ1 και Μ8 κατέστη δυνατό να
επιλυθούν με το MUMPS στην κύρια μνήμη. Οι απαιτήσεις σε κύρια και δευτε-
ρεύουσα μνήμη για το PARDISO και το MUMPSπαρουσιάζονται στην Εικόνα 18,
για το WSMP δεν ήταν δυνατό να έχουμε άμεσα συγκρίσιμες πληροφορίες.

Συνοψίζοντας, τα αποτελέσματα δείχνουν ότι η επίλυση μεγάλων αραιών συ-
στημάτων γραμμικών εξισώσεων μπορεί να ωφεληθεί σημαντικά από την αξιο-
ποίηση νέων τεχνολογιών, όπως οι μνήμες flash. Ωστόσο, είναι αναγκαία η πε-
ραιτέρω μελέτη των αλγορίθμων εξωτερικής μνήμης με σκοπό την βελτιστοποί-
ησή τους γι’ αυτό το νέο μέσο. Επιπλέον, τα πειράματα δείχνουν ότι η αποδοτική
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Εικόνα 18: Απαιτήσεις σε κύρια και δευτερεύουσα μνήμη

επίλυση ενός αραιού συστήματος απαιτεί την προσεκτική επιλογή του κατάλλη-
λου αλγορίθμου (in-core/out-of-core) ανάλογα με το διαθέσιμο υλικό (hardware).

3.2.2 Σύγχρονες Πλατφόρμες Υλικού και Αραιά Γραμμικά Συστημάτα

Η οποιαδήποτε εξέλιξη στην τεχνολογία των Η/Υ μπορεί να επηρεάσει την
επίλυση μεγάλων αραιών συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Εκτελέσαμε μια
σειρά πειραμάτων, χρησιμοποιώντας τόσο άμεσες όσο και επαναληπτικές μεθό-
δους σε διαφορετικές πλατφόρμες σύγχρονου υλικού προκειμένου να ανιχνεύ-
σουμε τα όρια και τις δυνατότητες κάθε συνδυασμού μεθόδου/υλικού. Τα πειρά-
ματα που αφορούν τις άμεσες μεθόδους τα πραγματοποιήσαμε με τα πακέτα:
PASTIX [16] του INRIA και την έκδοση του PARDISO που περιλαμβάνεται στην
INTEL MKL. Αντίστοιχα για τις επαναληπτικές μεθόδους χρησιμοποιήσαμε την
βιβλιοθήκη PARALUTION [20].

Τα πειράματα πραγματοποιήθηκαν σε, α) ένα σταθμό εργασίας εξοπλισμένο
με οδηγούς SSD (WS1), β) ένα σταθμό εργασίας με GPU (WS2) και γ) ένα εξυ-
πηρετητή με δύο 18-core επεξεργαστές (HPS). Συγκεκριμένα ο σταθμός WS1
είναι ένα DELL Precision T3500 με 24GB DDR3 RAM, έναν 4-πύρηνο Intel Xeon
W3550 3.06GHz. Διαθέτει έναν οδηγό SSD Intel 520 240GB SATA-III για το λει-
τουργικό σύστημα, έναν οδηγό OCZ Revodrive 350 PCIe 480GB και έναν SSD
Intel 530 240GB ως επιπλέον αποθηκευτικά μέσα. Στα πειράματα χρησιμοποιή-
θηκε ο OCZ λόγω των καλύτερων επιδόσεών του. Ο δεύτερος σταθμός εργασίας
είναι ένα DELL T5500 με 24GBDDR3 RAM, έναν επεξεργαστή 6-core Intel Xeon
E5645 2,4GHz και μία Tesla C2075 GPU. Τέλος ο εξυπηρετητής είναι ένας HP
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Εικόνα 19: Χρόνοι εκτέλεσης

BL460c Gen 9 blade server με 64GB DDR4 RAM και 2 επεξεργαστές Intel Xeon
CPUs E5-2695 v3 στα 2.30GHz με 14 cores ο καθένας.

ID NAME TYPE N(A) NNZ(A)
M1 Inline_1 R, S, PD 5,04E+05 1,87E+07
M2 Aster_perf-11a R, S, I 8,54E+05 7,11E+07
M3 Audikw_1 R, S, I 9,44E+05 3,93E+07
M4 Nice20mc R, S, I 7,16E+05 2,81E+07
M5 Flan_1565 R, S, PD 1,56E+06 1,14E+08
M6 StocF_1465 R, S, PD 1,47E+06 2,10E+07
M7 kkt_power R,S 2,06E+06 1,28E+07
M8 Atmosmodl R, U, I 1,49E+06 1,03E+07
M9 StepDHC_DIRK_1 R, U 4,10E+05 6,53E+06
M10 StepDHC_DIRK_2 R, U 1,64E+06 2,62E+07
M11 StepDHC_DIRK_3 R, U 6,55E+06 1,05E+08

Πίνακας 2: Αραιοί Πίνακες

Για τις ανάγκες των πειραμάτων χρησιμοποιήθηκαν συμμετρικοί και μη συμ-
μετρικοί πίνακες. Οι αραιοί πίνακες Μ1-Μ8 προέρχονται από την συλλογή του
Πανεπιστημίου της Φλόριντα, ενώ οι πίνακες Μ9-Μ11 προέρχονται από την δια-
κριτοποίηση παραβολικών προβλημάτων πολλαπλών πεδίων και παρήχθησαν
στα πλαίσια του έργου [6] [7]. Οι ιδιότητές των αραιών συστημάτων συνοψίζονται
στον Πίνακα 2.

Σε κάθε πείραμα μετρήθηκαν οι χρόνοι εκτέλεσης και οι απαιτήσεις σε μνήμη.
Τα πειράματα που αφορούν τις άμεσες μεθόδους εκτελέστηκαν στο σταθμό ερ-
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Εικόνα 20: Απαιτήσεις σε κύρια μνήμη

γασίας WS1 και στον εξυπηρετητή HPS. Δεν κατέστη δυνατή η επίλυση των
περισσότερων συστημάτων με άμεσες μεθόδους στην GPU, εξαιτίας την περιο-
ρισμένης μνήμης της (μόνο τα συστήματα Μ1 και Μ9 επιλύθηκαν). Από την άλλη
μεριά, οι επαναληπτικοί αλγόριθμοι εκτελέστηκαν και στις τρεις πλατφόρμες με
επιτυχία. Η γραφική απεικόνιση των χρόνων εκτέλεσης παρουσιάζεται στην Ει-
κόνα 19, αντίστοιχα οι απαιτήσεις σε μνήμη στην Εικόνα 20.

Τα αποτελέσματα δείχνουν ότι οι επαναληπτικές μέθοδοι υπερτερούν των
άμεσων στις περισσότερες περιπτώσεις και έχουν την δυνατότητα να εκμεταλ-
λεύονται αποδοτικότερα την επεξεργαστική ισχύ των σύγχρονων GPUs, αφού
απαιτούν λιγότερη μνήμη. Σε ορισμένες περιπτώσεις στον εξυπηρετητή HPS οι
άμεσες μέθοδοι δίνουν αποτελέσματα ταχύτερα από τις επαναληπτικές. Τέλος οι
αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν εξωτερική μνήμη σε συνδυασμό με νέες τεχνο-
λογίες μνημών φαίνεται να αποτελούν ενδιαφέρουσα εναλλακτική για τις άμεσες
μεθόδους όταν η κύρια μνήμη δεν επαρκεί.

3.2.3 Αλγόριθμοι Εξωτερικής Μνήμης για Μνήμες Τύπου Flash

ID NAME N(A) NNZ(A) NNZ(L) WFACT RFACT RSOLV E

MPD1 audikw_1 9.44E+02 7.77E+07 1.25e+09 11,3GB 19,7GB 22,6GB
MPD2 ecology2 1.00E+03 4.996E+06 3.62e+07 9,05GB 3,1GB 18,1GB
MPD3 Flan_1565 1.14E+08 1.56E+06 1.48e+09 13,7GB 12,4GB 27,5GB
MPD4 Hook_1498 1.50E+06 5.94E+07 1.61e+09 15,8GB 45,7GB 31,6GB
MPD5 INLINE_1 5.04E+02 3.68E+07 1.61e+09 2,04GB 0,7GB 4,1GB
MPD6 Serena 1.39E+06 6.41E+07 2.74e+09 23,5GB 177,9GB 46,9GB
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Εικόνα 21: Αρχικό κόστος

Πίνακας 3: Συμμετρικοί και θετικά ορισμένοι πίνακες

Βασιζόμενοι στα προηγούμενα συμπεράσματα μελετήσαμε τις δυνατότητες
βελτίωσης της απόδοσης των αλγορίθμων εξωτερικής μνήμης στην flash και πιο
συγκεκριμένα την υλοποίηση της μεθόδου Cholesky που περιλαμβάνεται στο
TAUCS. Οι αραιοί πίνακες που χρησιμοποιήθηκαν στα πειράματα παρουσιάζο-
νται στον Πίνακα 3. Τα πειράματα εκτελέστηκαν στον σταθμό εργασίας WS1,
(που περιγράφηκε στην προηγούμενη παράγραφο), σε δύο διαφορετικούς οδη-
γούς SSD: έναν υψηλών επιδόσεων (OCZRevodrive 350, PCI Express) και έναν
μικρότερου κόστους και επιδόσεων (Intel 530 SSD, SATA III). Χρησιμοποιήθηκε
DIRECT_IO για να μετρηθεί το πραγματικό κόστος της ανάγνωσης/εγγραφής
(Ι/Ο) αποφεύγοντας την page cache του λειτουργικού συστήματος. Οι χρόνοι
εκτέλεσης του αρχικού αλγορίθμου σε κάθε δίσκο, (χωρίς καμιά τροποποίηση),
παρουσιάζονται στην Εικόνα 21.

Ο αλγόριθμος εξωτερικής μνήμης του TAUCS (out-of-core) αποθηκεύει τα
στοιχεία του πίνακα της παραγοντοποίησης καθώς και βοηθητικές δομές σε ένα
ή περισσότερα αρχεία στην δευτερεύουσα μνήμη. Η προσθήκη νέων δεδομένων
γίνεται πάντα στο τέλος του αρχείου (append only) και δεν επιτρέπονται οι μετα-
βολές τους (in-place updates) μετά την εγγραφή. Η διαδικασία αυτή είναι αρκετά
αποδοτική για την flash [27], ωστόσο παρατηρήσαμε ότι πραγματοποιείται ένας
μεγάλος αριθμός των εγγραφών (writes), πολλές από τις οποίες έχουν μικρό μέ-
γεθος. Προκειμένου να βελτιώσουμε την ταχύτητα εγγραφής στην flash, εισαγά-
γαμε έναν write buffer για την μαζική εκτέλεση εγγραφών (batch writes) και εκτε-
λέσαμε πειράματα για διαφορετικά μεγέθη του buffer. Η επιτάχυνση (speedup)
που επετεύχθη για κάθε SSD παρουσιάζεται στην Εικόνα 22.

Η βελτίωση της απόδοσης της ανάκτησης (read) των αποθηκευμένων στοι-
χείων απαιτεί μεγαλύτερη παρέμβαση στον αλγόριθμο τόσο της παραγοντοποίη-
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Εικόνα 22: Επιτάχυνση εγγραφής, με χρήση write buffer

Εικόνα 23: Επιτάχυνση ανάγνωσης, με χρήση read buffer και prefetching

σης (factorization) όσο και της επίλυσης (forward elimination & back substitution).
Στο στάδιο της παραγοντοποίησης μειώσαμε τον αριθμό των λειτουργιών ανά-
γνωσης (read operations) των αποθηκευμένων βοηθητικών δομών (π.χ. supernode
structure). Συγκεκριμένα χρησιμοποιήσαμε έναν read buffer και αξιοποιήσαμε
το δέντρο απαλοιφής για να υλοποιήσουμε ένα μηχανισμό προ-ανάκτησης (pre-
fetching) στα διάφορα στάδια της παραγοντοποίησης. Στο δε, στάδιο της επί-
λυσης χρησιμοποιήσαμε την ίδια μεθοδολογία όχι μόνο για την ανάκτηση των
βοηθητικών δομών αλλά και για την ανάκτηση του πίνακα της παραγοντοποί-
ησης. H επιτάχυνση που μετρήσαμε σε κάθε περίπτωση, και για κάθε οδηγό,
εμφανίζεται στην Εικόνα 23.
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3.3 Επέκταση του ΠΕΠ για την Αξιοποίηση Υποδομής Cloud
3.3.1 Αξιοποίηση Υποδομής Cloud - Web Services

Σε αυτή την παράγραφοπαρουσιάζουμε, ως παράδειγμα χρήσηςweb services
για την αξιοποίηση υποδομής cloud, την υλοποίηση της υβριδικής αιτιοκρατικής
/ στοχαστικής μεθόδου για προβλήματα MDMP. Για την υλοποίηση έχουμε επι-
λέξει να αξιοποιήσουμε το Spyne [23], ένα από τα πολλά frameworks για την
υποστήριξη cloud computing σε Python. Παρακάτω παρουσιάζουμε συνοπτικά
τα κύρια βήματα.

Κώδικας 7: Ορισμός μιας απλής server function
1 from spyne impor t App l i ca t i on , rpc , ServiceBase , In teger ,
2 Double , Array
3 from spyne . p ro toco l . soap impor t Soap11
4 impor t _hybridmc as core
5 impor t numpy as np
6
7 c lass MDMPService ( ServiceBase ) :
8 ” ” ” 1 . conver t the i npu t Python l i s t s to numpy ar rays
9 2. c a l l the core method and re tu rn output as Python l i s t ” ” ”
10 @rpc ( Array ( Double ) , In teger , Array ( Double ) , In teger ,
11 St r ing , S t r ing , Boolean ,
12 _re tu rns=Array ( Double ) )
13 def montecarlo ( ctx , dims , dim , coords , nof_nodes , f , q ,OpenCL ) :
14 D = np . ar ray ( dims , dtype=np . f l o a t _ )
15 node_coord = np . ar ray ( coords , dtype=np . f l o a t _ )
16 i f not OpenCL :
17 f = Expression ( f )
18 q = Expression ( q )
19 re tu rn core . montecarlo (D, dim , node_coord , nof_nodes , f , q )

O Κώδικας 7 δείχνει την υλοποίηση μιας απλής server function που λειτουρ-
γεί ως περιτύλιγμα (wrapper) της υλοποίησης της υβριδικής μεθόδου (montecarlo()).
Η ενεργοποίηση του server μπορεί να γίνει όπως φαίνεται στον Κώδικα 8. Ο
server, στη συγκεκριμένη περίπτωση, ενεργοποιείται στο τοπικό μηχάνημα στο
port 8000.

Κώδικας 8: Ενεργοποίηση server.
1 from spyne impor t App l i ca t i on
2 from spyne . server . wsgi impor t WsgiApp l ica t ion
3 from wsg i re f . s imple_server impor t make_server
4 from mdmp_service impor t MDMPService
5 impor t logg ing
6
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7 app = App l i ca t i on ( [ MDMPService ] , ’ spyne . examples . he l l o . soap ’ ,
8 i n_p ro t oco l =Soap11 ( v a l i d a t o r = ’ lxml ’ ) ,
9 ou t_p ro toco l=Soap11 ( ) )
10 wsgi_app = WsgiApp l ica t ion ( app )
11 # logg ing code ommited
12 server = make_server ( ’ 1 27 . 0 . 0 . 1 ’ , 8000 , wsgi_app ) . serve_forever ( )

Η κλάση RemoteClient χρησιμοποιεί τον Suds [12], έναν ελαφρύ client Python
για web services βασισμένα σε SOAP, ο οποίος διαβάζει και ερμηνεύει αρχεία
WSDL κατά το χρόνο εκτέλεσης. Αφού ερμηνεύσει το WDSL, παράγει από αυτό
μια περιγραφή προς το χρήστη για τον τρόπο με τον οποίο θα πρέπει να επικοι-
νωνήσει με τον server.

Προκειμένου να προσφερθεί ένα συνεπές API μεταξύ τοπικών και απομα-
κρυσμένων μεθόδων, εκτός από την κλάση RemoteClient η πλατφόρμα ορίζει
και μία κλάση LocalClient με τις ίδιες ακριβώς μεθόδους (για την περίπτωση
που η εκτέλεση γίνεται τοπικά). Όταν χρησιμοποιείται η κλάση RemoteClient,
τα δεδομένα εισόδου στέλνονται στον απομακρυσμένο server, ο οποίος απαντά
επιστρέφοντας τα αποτελέσματα. Ο Κώδικας 9 απεικονίζει τον βασικό ορισμό
των κλάσεων RemoteClient και LocalClient.

Κώδικας 9: Βασικός ορισμός κλάσεων RemoteClient και LocalClient.
1 from suds . c l i e n t impor t C l i e n t
2
3 c lass RemoteClient ( C l i e n t ) :
4 def __ i n i t __ ( se l f , * args , * * kwargs ) :
5 s e l f . i s _ l o c a l = False
6 C l i en t . __ i n i t __ ( se l f , * args , * * kwargs )
7
8 c lass Loca lC l i en t ( ) :
9 def __ i n i t __ ( se l f , * args , * * kwargs ) :
10 s e l f . i s _ l o c a l = True

Τυχόν διαφορές υλοποίησης μεταξύ των τοπικών και των απομακρυσμένων
κλήσεων δεν είναι ορατές στον τελικό χρήστη, ο οποίος και στις δύο περιπτώσεις
χρησιμοποιεί τη λειτουργικότητα και λαμβάνει τα αποτελέσματα με τον παραδο-
σιακό τρόπο μιας κλήσης συνάρτησης, όπως φαίνεται στον Κώδικα 10.

Κώδικας 10: Χρήση των αντικειμένων Client (Local ή Remote) από τον κώδικα
του τελικού χρήστη.

1 from do l f i n impor t *
2 impor t hybridmc as hmc
3
4 i f use_remote_c l ient :
5 c l i e n t = hmc . RemoteClient ( wsd l_ur l )
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6 c l i e n t . se t_op t ions ( t imeout =90) # . . .
7 e lse :
8 c l i e n t = hmc . Loca lC l i en t ( )

3.3.2 Αξιοποίηση Υποδομής Cloud - Πλατφόρμα IRaaS

Για την αξιολόγηση της απόδοσης της προτεινόμενης εφαρμογής, χρησιμο-
ποιήθηκε το παρακάτω ελλειπτικό πρόβλημα:

Lu ≡ −∇2u(x, y) + γ2u(x, y) = f(x, y) (x, y) ∈ Ω (3)

u(x, y) = ub(x, y) (x, y) ∈ ∂Ω (4)

με f(x, y) και u(x, y) τέτοια ώστε η πραγματική λύση να είναι:
u(x, y) = e(y(x+4)x(x− 1)(x− 0.7)y(y − 0.5)

Το πρόβλημα αποτελείται από τρία διαφορετικά subdomains, τα οποία απει-
κονίζονται στο Σχήμα 24.

Εικόνα 24: Πρόβλημα-μοντέλο με 3 υποχωρία

Τα σημεία διεπαφής είναι το x1 = 1/3 και x2 = 2/3 και η τιμή του γ είναι
γ2 = 2. Εξετάζονται εφτά διαφορετικά μεγέθη πλέγματος βάσει της παραμέτρου
διακριτοποίησης h, η οποία έχει θεωρηθεί ίση τόσο στην x όσο και στην κατεύ-
θυνση y. Ο αριθμός των σημείων των διεπαφών σε κάθε περίπτωση ισούται με
τον αριθμό των σημείων της y διάστασης του μεσαίου subdomain. Αυξάνεται, δη-
λαδή, από τα 6 έως τα 321 σημεία. Το αριστερό subdomain είναι το μεγαλύτερο
πρόβλημα από τα τρία με σημαντική διαφορά από τα υπόλοιπα (τέσσερις φορές
περίπου μεγαλύτερο από το μεσαίο) ενώ το δεξί subdomain είναι περίπου δύο
φορές μεγαλύτερο από το μεσαίο. Οι διεπαφές έχουν όλες ίσο αριθμό σημείων
και άρα απαιτούν ίσο φόρτο εργασίας για την επεξεργασία τους. Οι περιπτώσεις
που θα μελετήσουμε και τα προκύπτοντα μεγέθη του πλέγματος για το αριστερό,
το μεσαίο και το δεξί subdomain, φαίνονται στον Πίνακα 4.
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Πίνακας 4: Εξεταζόμενες περιπτώσεις

Case H Left Middle Right
C1 0.1 4x21 4x6 4x11
C2 0.05 8x41 8x11 8x21
C3 0.025 14x81 14x21 14x41
C4 0.0125 28x161 28x41 28x81
C5 0.00625 55x321 55x81 55x161
C6 0.003125 108x641 108x161 108x321
C7 0.0015625 214x1281 214x321 214x641

Η εφαρμογή IRaaS εφαρμόστηκε και εγκαταστάθηκε σε μία μικρή ιδιωτική
cloud υποδομή στις εγκαταστάσεις του εργαστηρίου Αναγνώρισης Προτύπων
του τμήματος Μηχανικών Η/Υ και Πληροφορικής του Πανεπιστημίου Πατρών.
Η συγκεκριμένη υποδομή περιλαμβάνει έναν server με Intel(R) Xeon(R) CPU
E3-1220@3.10GHz με 4 cores και 16GB RAM.

Οι συνδυασμοί των υπολογιστικών πόρων που χρησιμοποιήθηκαν για να
παραχθεί ένας κανόνας με τον οποίο θα υπολογίζεται η κατάλληλη και αυτόματη
κατανομή πόρων για κάθε διαφορετική περίπτωση του προβλήματος παρουσιά-
ζεται στον Πίνακα 5.

Πίνακας 5: Χρησιμοποιηθέντες υπολογιστικοί πόροι

Resources Left domain Middle domain Right domain
Cores GHz GB Cores GHz GB Cores GHz GB

R1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
R2 1 2 2 1 2 2 1 2 2
R3 1 2 4 1 2 1 1 2 2
R4 1 2 4 1 1.5 2 1 2 2

Ο συνδυασμός R1 είναι η ελάχιστη παροχή πόρων όπου κάθε subdomain
επιλύεται σε ένα εικονικό μηχάνημα που έχει επεξεργαστή με 1 core, των 2 GHz
και 1 GB RAM. Στην περίπτωση R2 κάθε subdomain επιλύεται σε ένα εικονικό
μηχάνημα που έχει επεξεργαστή με 1 core, των 2 GHz και 2 GB RAM. Η πε-
ρίπτωση R3 είναι πιο πολύπλοκη από τις υπόλοιπες περιπτώσεις αφού το αρι-
στερό subdomain επιλύεται σε ένα εικονικό μηχάνημα που έχει επεξεργαστή με
1 core, των 2 GHz και 4 GB RAM, το μεσαίο subdomain σε ένα εικονικό μη-
χάνημα που έχει επεξεργαστή με 1 core, των 2 GHz και 1 GB RAM και το δεξί
subdomain επιλύεται σε ένα εικονικό μηχάνημα που έχει επεξεργαστή με 1 core,
των 2 GHz και 2 GB RAM. Αυτή η περίπτωση μελετήθηκε με τέτοιο τρόπο ού-
τως ώστε να δούμε την ανταπόκριση του συστήματος όταν το μέγεθος της RAM
είναι ανάλογο του μέγεθος του subdomain που επιλύει (μεγάλη RAM για την ει-
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κονική μηχανή που επιλύει το αριστερό subdomain που είναι το μεγαλύτερο, λίγο
μικρότερη RAM για το δεξί subdomain που είναι το αμέσως μικρότερο, και την
πιο μικρή RAM στο μεσαίο subdomain που είναι και το μικρότερο από όλα). Η
περίπτωση R4 είναι παρόμοια με την περίπτωση R3 μόνο που εδώ δόθηκε στο
εικονικό μηχάνημα που επιλύει το μεσαίο subdomain επεξεργαστής με 1 core,
των 1.5 GHz και 2 GB RAM.

ΟΠίνακας 6 παρουσιάζει τους τελικούς χρόνους εκτέλεσης της μεθόδουGEO
για όλες τις πιθανές περιπτώσεις συνδυασμών ανάθεσης πόρων στις εικονικές
μηχανές. Κάθε τιμή του πίνακα περιλαμβάνει τον χρόνο για την επίλυση των
τριών subdomains μαζί με το χρόνο για τον υπολογισμό των διεπαφών και τον
χρόνο που χρειάζεται για την απαραίτητη επικοινωνία των 15 επαναλήψεων.

Πίνακας 6: Χρόνοι εκτέλεσης

Resources/Case R1 R2 R3 R4
C1 15.041 15.082 15.016 15.042
C2 15.411 15.457 15.320 15.345
C3 15.724 15.894 15.736 15.735
C4 19.169 21.442 19.234 19.334
C5 28.548 37.271 28.669 28.470
C6 71.416 81.252 70.972 71.499
C7 500.146 307.241 297.122 298.870

Στις πρώτες 5 περιπτώσεις παρατηρείται ξεκάθαρα ότι οι χρόνοι εκτέλεσης
σε κάθε περίπτωση συνδυασμού ανάθεσης πόρων είναι σχεδόν ίσοι ανεξαρ-
τήτως των υπολογιστικών πόρων που χρησιμοποιήθηκαν. Σαν αποτέλεσμα ο
συνδυασμός R1, που γίνεται η ελάχιστη ανάθεση πόρων στις εικονικές μηχανές,
φαίνεται να είναι επαρκής ούτως ώστε να γίνει όσο το δυνατόν μικρότερη χρήση
υπολογιστικών πόρων. Από την άλλη, στην περίπτωση C6 η πολυπλοκότητα
της επίλυσης του προβλήματος μεγαλώνει και παρόλο που οι χρόνοι για κάθε
περίπτωση ανάθεσης πόρων είναι σχεδόν οι ίδιοι, επιλέγεται η περίπτωση R1
που παρέχει την μικρότερη ανάθεση πόρων. Για την περίπτωση C7 του προβλή-
ματος, ο συνδυασμός ανάθεσης πόρων R3 φαίνεται να είναι ο καταλληλότερος
αφού με τη χρήση του και γίνεται μικρή ανάθεση πόρων αλλά και παρέχονται
μικροί χρόνοι εκτέλεσης σε σύγκριση με όλες τις υπόλοιπες περιπτώσεις συν-
δυασμών ανάθεσης πόρων. Οι χρόνοι του προβλήματος C7 για τις περιπτώσεις
πόρων R3 και R4 είναι σχεδόν ίδιοι, όμως επιλέγεται ως καταλληλότερη η περί-
πτωση R3 αφού με αυτήν γίνεται μικρότερη ανάθεση πόρων.

Με βάση τις παραπάνω παρατηρήσεις, δημιουργήθηκε για αυτά τα προβλή-
ματα ένας κανόνας για την αυτόματη ανάθεση υπολογιστικών πόρων στις ει-
κονικές μηχανές ανάλογα με τα δεδομένα εισόδου (περίπτωση προβλήματος
C1-C7):
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Κώδικας 11: Αλγόριθμος ανάθεσης υπολογιστικών πόρων
1 i f subdomain s ize <= 75000:
2 v i r t u a l so l v i ng node RAM = 1GB
3 v i r t u a l so l v i ng node processor = 1core , 2GHz
4 else i f 75000 < subdomain s ize <= 150000:
5 v i r t u a l so l v i ng node RAM = 2GB
6 v i r t u a l so l v i ng node processor = 1core , 2GHz
7 else i f subdomain s ize > 150000:
8 v i r t u a l so l v i ng node RAM = 4GB
9 v i r t u a l so l v i ng node processor = 1core , 2GHz

Όταν αυτός ο κανόνας χρησιμοποιηθεί από την ροή εργασιών, είτε η μέθο-
δος επίλυσης είναι η GEO είτε είναι η ROB, επιτυγχάνονται ταυτόχρονα τρεις
διαφορετικοί στόχοι:

1. Ανατίθενται στις εικονικές μηχανές οι μικρότεροι δυνατοί (σε πλήθος) πόροι
για την επίλυση του εκάστοτε προβλήματος,

2. Η επίλυση του προβλήματος πραγματοποιείται με το σχεδόν μικρότερο
χρόνο εκτέλεσης και

3. Η ανάθεση των υπολογιστικών πόρων γίνεται στο παρασκήνιο χωρίς καμία
παρέμβαση από το χρήστη.

Με τη χρήση λοιπόν του παραπάνω κανόνα, μέσω της εφαρμογής μπορεί
να επιτευχθεί ο καλύτερος δυνατός συνδυασμός ανάθεσης πόρων και χρόνου
εκτέλεσης. Η επίτευξη αυτού του στόχου, δηλαδή η ανάθεση του καλύτερου συν-
δυασμού υπολογιστικών πόρων για την επίλυση ενός προβλήματος εξαρτάται
αποκλειστικά από τα δεδομένα εισόδου. Για αυτό το λόγο, η συγκεκριμένη εφαρ-
μογή παραμετροποιήθηκε ούτως ώστε να υιοθετηθεί ο παραπάνω κανόνας.

Χρησιμοποιώντας το νέο κανόνα και εκμεταλλευόμενοι των πλεονεκτημάτων
του, εκτελέστηκε για όλα τα προβλήματα εισόδου τόσο η μέθοδος GEO όσο και
η μέθοδος ROB. Στον Πίνακα 7 φαίνονται οι αντίστοιχοι χρόνοι εκτέλεσης που
βρέθηκαν με τη χρήση της προτεινόμενης εφαρμογής.

Στον Πίνακα 8 συγκρίνονται οι χρόνοι εκτέλεσης της IRaaS με τους αντίστοι-
χους χρόνους εκτέλεσης των προβλημάτων με την προηγούμενη υλοποίησή
μας σε 3 διαφορετικές προκαθορισμένες εικονικές μηχανές που δεν βρίσκονταν
πάνω σε κάποια cloud υποδομή. Τα εικονικά αυτά μηχανήματα ήταν τρία στο
πλήθος και είχαν 4 cores και 2GB RAM το καθένα, και έτρεχαν πάνω σε έναν 2 x
Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620, 2.00GHz server με εγκατεστημένο XenServer.

Παρατηρείται λοιπόν ότι η παρούσα εφαρμογή παρέχει μια σημαντική μεί-
ωση στο χρόνο εκτέλεσης (και για τις δυο μεθόδους) συγκριτικά με εκτελέσεις
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Πίνακας 7: Χρόνοι εκτέλεσης με αυτόματη ανάθεση πόρων

Problem Execution Times
ROB GEO

P1 15.348 15.041
P2 15.373 15.411
P3 16.022 15.724
P4 19.223 19.169
P5 27.313 28.548
P6 65.386 71.416
P7 265.415 297.122

Πίνακας 8: Χρόνοι εκτέλεσης - Cluster / Cloud

Problem Comparison Analysis
Virtual

Implementation
ROB

Proposed Cloud
Implementation

ROB

Virtual
Implementation

GEO

Proposed Cloud
Implementation

GEO
P1 16.004 15.348 15.495 15.041
P2 16.281 15.373 16.068 15.411
P3 17.392 16.022 18.140 15.724
P4 23.634 19.223 25.595 19.169
P5 45.456 27.313 51.808 19.169
P6 132.179 65.386 166.633 71.416
P7 1099.05 265.415 735.731 297.122

που πραγματοποιούνταν σε προκαθορισμένες εικονικές μηχανές που δεν άνη-
καν στο cloud. Παρατηρείται επίσης ότι όσο μεγαλώνει το μέγεθος του προβλή-
ματος, τόσο πιο σημαντική είναι η μείωση του χρόνου εκτέλεσης, γεγονός που
καθιστά την εφαρμογή κατάλληλη για την ανάλυση μεγάλου όγκου δεδομένων.

Παράλληλα, η εφαρμογή παρέχει και σημαντική μείωση των υπολογιστικών
πόρων που χρειάζονται για να γίνει η ίδια ακριβώς ανάλυση (βάσει του κανόνα
που εφαρμόστηκε). Στον Πίνακα 9 παρουσιάζονται αναλυτικά οι υπολογιστικοί
πόροι που χρησιμοποιήθηκαν για την επίλυση κάθε περίπτωσης δεδομένων ει-
σόδου του προβλήματος από την υλοποίηση με τις προκαθορισμένες εικονικές
μηχανές και από την εφαρμογή IRaaS και για τις δυο μεθόδους (GEO και ROB).

Παρατηρείται ότι με βάση τον κανόνα αυτόματης ανάθεσης πόρων, για την
περίπτωση C7 η εικονική μηχανή 1 χρειάζεται 4 GB RAM και η εικονική μηχανή
3 χρειάζεται 2 GB RAM. Αυτό συμβαίνει διότι στη C7 μεγαλώνει σημαντικά το
μέγεθος του προβλήματος. Οι προκαθορισμένες εικονικές μηχανές, ανεξάρτητα
από το μέγεθος του προβλήματος, χρειάζονται για όλες τις περιπτώσεις τον ίδιο
αριθμό υπολογιστικών πόρων για κάθε εικονική μηχανή. Η βελτίωση και ουσια-
στικά η μείωση της χρήσης υπολογιστικών πόρων (ανάλογα με το μέγεθος του
προβλήματος) από την εφαρμογή IRaaS έχεις ως αποτέλεσμα και την μείωση
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Πίνακας 9: Σύγκριση υπολογιστικών πόρων για GEO / ROB

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ

ΠΡΟΚΑΘΟΡΙΣΜΕΝΕΣ
ΕΙΚΟΝΙΚΕΣ ΜΗΧΑΝΕΣ

(και για τις τρεις)

ΕΙΚΟΝΙΚΕΣ ΜΗΧΑΝΕΣ IRaaS
ΕΙΚΟΝΙΚΗ
ΜΗΧΑΝΗ 1

ΕΙΚΟΝΙΚΗ
ΜΗΧΑΝΗ 2

ΕΙΚΟΝΙΚΗ
ΜΗΧΑΝΗ 3

C1 4cores-2GHz/
2 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

C2 4cores-2GHz/
2 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

C3 4cores-2GHz/
2 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

C4 4cores-2GHz/
2 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

C5 4cores-2GHz/
2 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

C6 4cores-2GHz/
2 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

C7 4cores-2GHz/
2 GB RAM

1core-2GHz/
4 GB RAM

1core-2GHz/
1 GB RAM

1core-2GHz/
2 GB RAM

του συνολικού κόστους για την εκτέλεση κάθε είδους προβλήματος. Το κόστος
υπολογίζεται συναρτήσει των πόρων που δεσμεύει η κάθε εικονική μηχανή αλλά
και του απαιτούμενου χρόνου που δεσμεύεται η εικονική μηχανή και είναι σε λει-
τουργία (μέχρι να πραγματοποιήσει μια ανάλυση). Οπότε λαμβάνοντας υπόψη
το μέγεθος των εικονικών μηχανών που χρειάζονται για κάθε περίπτωση επίλυ-
σης προβλήματος, τόσο για τις προκαθορισμένες εικονικές μηχανές όσο και για
τις εικονικές μηχανές της εφαρμογής IRaaS, και του χρόνου που χρειάζεται κάθε
ξεχωριστή περίπτωση για να επιλύσει το πρόβλημα, έχουμε και μείωση κόστους
με χρήση της εφαρμογής IRaaS.

Καταλήγουμε λοιπόν στο συμπέρασμα ότι η εφαρμογή παρέχει καλύτερους
χρόνους εκτέλεσης, μικρότερη δέσμευση υπολογιστικών πόρων και κατά συνέ-
πεια μικρότερο κόστος για την επίλυση κάθε περίπτωσης του ίδιου προβλήματος
συγκριτικά με παλαιότερη υλοποίησή μας όπου οι εικονικές μηχανές είχαν προ-
καθορισμένους υπολογιστικούς πόρους και δεν βρίσκονταν εγκατεστημένες σε
κάποια cloud υποδομή.

4 Παραδοτέα
Τα παραδοτέα της παρούσας δράσης, σύμφωνα και με το τεχνικό δελτίο του

έργου, είναι τα ακόλουθα:

Τεχνική έκθεση περιγραφής αποτελεσμάτων: το παρόν κείμενο.
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Πρότυπο λογισμικό για Περιβάλλον Επίλυσης Προβλημάτων το οποίο πε-
ριλαμβάνει τα ακόλουθα επιμέρους στοιχεία:

• Προσθήκες στην πλατφόρμα FEniCS για την υποστήριξη προβλη-
μάτων MDMP (μέθοδοι Schwarz, υβριδική αιτιοκρατική/στοχαστική,
GEO, ROB).

• Προσθήκες στην πλατφόρμα FEniCS για την υποστήριξη εναλλακτι-
κών αρχιτεκτονικών (επέκταση Whale).

• Προσθήκες στην πλατφόρμα FEniCS για την αξιοποίηση cloud με
χρήση web services.

• Προσθήκες στην πλατφόρμα FEniCS για την αξιοποίηση προσαρμο-
σμένων (custom) μηχανισμών cloud.

• Η προσαρμοσμένη (custom) πλατφόρμα cloud IRaaS.

Πλέον των παραδοτέων που προέβλεπε το τεχνικό δελτίο, στα πλαίσια της
δράσης παρήχθησαν και οι ακόλουθες δημοσιεύσεις:

• Athanasios Fevgas, Panagiota Tsompanopoulou, Panayiotis Bozanis, ”Exploring
the Performance of Out-of-Core Linear Algebra Algorithms in Flash based
Storage”, 6th International Conference onNumerical Analysis (NumAn 2014),
02-05 Sep 2014, Chania, Crete, Greece.

• Aigli Korfiati, Niki Sfika, Konstantis Daloukas, Christos Alexakos, Panagiota
Tsompanopoulou and Spiros Likothanassis, ”IRaaS: ACloud Implementation
of an InterfaceRelaxationMethod for the Solution of PDEs”, 2015 International
Conference of Parallel andDistributedComputing (ICPDC’15), part ofWorld
Congress on Engineering 2015 (WCE 2015). (Certificate of Merit).

• Athanasios Fevgas, Konstantis Daloukas, Panagiota Tsompanopoulou, Panayiotis
Bozanis, ”Efficient Solution of Large Sparse Linear Systems in Modern
Hardware”, 6th International Conference on Information, Intelligence, Systems
and Applications (IISA2015), 06-08 Jul 2015, Corfu, Greece.

• Niki Sfika, Aigli Korfiati, Christos Alexakos, Spiros Likothanassis, Konstantis
Daloukas and Panagiota Tsompanopoulou, ”Dynamic Cloud Resources
Allocation on Multidomain/Multiphysics Problems”, The 3rd International
Conference on Future Internet of Things and Cloud (FiCloud 2015), 24-26
August 2015, Rome, Italy.

• Christos Antonopoulos, Manolis Maroudas and Manolis Vavalis, ”On PDE
problem solving environments for multidomainmultiphysics problems”, Journal
of Mathematics and Statistical Science. Accepted 10/2015, in press.
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• Athanasios Fevgas, Konstantis Daloukas, Panagiota Tsompanopoulou, and
Panayiotis Bozanis, ”A Study of Sparse Matrix Methods on New Hardware:
Advances andChallenges”, International Journal of Monitoring and Surveillance
Technologies Research (IJMSTR) (to appear).

Επίσης, έχει υποβληθεί προς κρίση η ακόλουθη εργασία:

• N. Vilanakis, E. Maroudas, E.Mathioudakis, Ch. Antonopoulos, Y. Saridakis
andM. Vavalis, ”Schwarz Splitting for the Steady State Problem of Saltwater
Intrusion in Coastal Aquifiers”, 2015 International Conference onMathematical
Methods &Computational Techniques in Science &Engineering (MMCTSE).

Τέλος, είναι υπό συγγραφή 2 επιστημονικά άρθρα για υποβολή σε επιστη-
μονικά περιοδικά. Το πρώτο αφορά την παράλληλη υλοποίηση 2 μεθόδων της
InterfaceRelaxation (GEO, ROB) στην Πλατφόρμα FEniCS σε περιβάλλονCloud.
Το δεύτερο αφορά την παράλληλη υλοποίηση της μεθόδου ALOPEX στην Πλατ-
φόρμα FEniCS και την εφαρμογή της στο πρόβλημαΠεριβαλλοντικήςΜηχανικής
(πρόβλημα υφαλμύρισης).

5 Συνεργασίες
Όπως αναφέρθηκε στην εισαγωγική παράγραφο, η Δράση 4.1 είναι κεντρική

στο έργο MATENVMED καθώς καλείται να ενοποιήσει και να συγκεράσει τις
ερευνητικές προσπάθειες που αναπτύσσονται στις υπόλοιπες δράσεις του έρ-
γου. Σε αυτά τα πλαίσια, ενθάρρυνε τη συνεργασία μεταξύ και των 3 ερευνητικών
ομάδων. Πιο συγκεκριμένα, στον Πίνακα 10 συνοψίζονται οι βασικές δραστηριό-
τητες που αναπτύχθηκαν στα πλαίσια της δράσης και αναφέρονται οι ομάδες
που συμμετείχαν.

6 Μελλοντικές Δράσεις
Στα πλαίσια της παρούσας δράσης επελέχθη καταρχήν το FEniCS ως κατάλ-

ληλο περιβάλλον επίλυσης διαφορικών εξισώσεων. Ακολούθως επεκτάθηκε με
μέθοδοι απαραίτητες για την υποστήριξη των εφαρμογών στις οποίες στοχεύει
το έργο MATENVMED. Επίσης, αναπτύχθηκε υποδομή ώστε να είναι δυνατή
η αξιοποίηση από το FEniCS μοντέρνων αρχιτεκτονικών (GPUs, FPGAs, γρή-
γορες συσκευές αποθήκευσης και υποδομές cloud). Ειδικά για την περίπτωση
της αξιοποίησης υποδομών cloud εξετάστηκαν δύο διαφορετικές προσεγγίσεις:
η παροχή τους με τη μορφή προτυποποιημένων web services, και η προσέγγιση
προσαρμοσμένης υλοποίησης περιβάλλοντος cloud (IRaaS).
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ΚΕΟ 1 ΚΕΟ 2 ΚΕΟ 3
Προδιαγραφές ΠΕΠ x x x
Απαιτήσεις για υποστήριξη προβλημάτων MDMP x x x
Υλοποίηση Μεθόδου GEO x x
Υλοποίηση Μεθόδου ROB x x
Υλοποίηση Μεθόδου Schwarz x x
Υλοποίηση Μεθόδου Hybrid x x
Υποδομή Υποστήριξης GPUs/FPGAs/Flash Storage x
Υποδομή Υποστήριξης Cloud (Web Services) x
Υποδομή Υποστήριξης Cloud (IRaaS) x
Εφαρμογή σε Προβλήματα Υφαλμύρισης x x x

Πίνακας 10: Συνεργασίες στα πλαίσια της Δράσης 4.1.

Βασική επιδίωξη στο άμεσο μέλλον είναι η προτυποποίηση της υποδομής
που αναπτύχθηκε και η προσφορά της στην κοινότητα του FEniCS ώστε να εί-
ναι ευρέως διαθέσιμη και να αυξηθεί η βάση χρηστών της. Επιπλέον, ιδιαίτερο
ενδιαφέρον έχει η υλοποίηση επιπλέον υπηρεσιών για την υποστήριξη εφαρμο-
γών MDMP και η βελτιστοποίηση επίδοσης. Τέλος, στόχος είναι η αξιοποίηση
της πλατφόρμας που αναπτύχθηκε και για άλλες πραγματικές, κρίσιμες εφαρ-
μογές παρόμοιες με αυτές που αποτέλεσαν αντικείμενο του έργου.
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1 Σκοπός
Σκοπό της παρούσας δράσης αποτελεί η επικύρωση των μαθηματικών μεθό-

δων και του λογισμικού που αναπτύχθηκαν στα πλαίσια των δράσεων του έργου
σε προβλήματα Ιατρικής με ιδιαίτερη έμφαση στο πρόβλημα της εξέλιξης καρκι-
νικών όγκων εγκεφάλου και, γενικότερα, της βιολογικής εισβολής πληθυσμών.

Στα πλαίσια αυτά, κατά τη διάρκεια του έργου, τα κύρια ερευνητικά αποτελέσματα
της δράσης αναφέρονται:

• Στον συνδυασμό αριθμητικών σχημάτων χρονικής διακριτοποίησηςRunge-
Kutta και της ασυνεχούς μεθόδου dDHC (βλ. Τελική Τεχνική Έκθεση 2015
Δράσης 2.1) για την επίλυση σε σειριακά και ετερογενή (CPU/GPU) πα-
ράλληλα υπολογιστικά περιβάλλοντα:

– Γραμμικών και μη-γραμμικών μοντέλων εξέλιξης καρκινικών όγκων
εγκεφάλου στις 1+1 και 2+1 διαστάσεις (τύπου stripes) τα οποία δύνα-
νται να ενσωματώνουν και πρωτόκολλα ραδιοθεραπείας και χημειο-
θεραπείας.

– Μη-γραμμικών μοντέλων βιολογικής εισβολής πληθυσμών που περι-
γράφονται από τις γενικευμένες ΜΔΕ του Fisher και των Kolmogorov-
Petrovskii-Piskunov.

• Στην επικύρωση της μεθόδου μετασχηματισμού Φωκά (βλ. Τελική Τεχνική
Έκθεση 2015 Δράσης 2.4) μέσω της μελέτης γραμμικών μοντέλων εξέλιξης
καρκινικών όγκων εγκεφάλου στις 1+1 διαστάσεις τα οποία δύνανται να
ενσωματώνουν και πρωτόκολλα ραδιοθεραπείας και χημειοθεραπείας.

• Στην μελέτη γραμμικών μοντέλων εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου
σε πραγματικά εγκεφαλικά πεδία που περιγράφονται από MRI εγκεφά-
λου μέσω της πλατφόρμας λογισμικού FEniCS (βλ. Τελική Τεχνική Έκθεση
2015 Δράσης 4.1).

1.1 Σχήματα Χρονικής Διακριτοποίησης Runge-Kutta
Για την ευσταθή και υψηλής ακρίβειας επίλυση των συστημάτων Συνήθων

Διαφορικών Εξισώσεων (ΣΔΕ), τα οποία προέρχονται από την εφαρμογή της
ασυνεχούς dDHC μεθόδου σε γενικά γραμμικά και μη-γραμμικά προβλήματα
πολλαπλώνπεδίων που χρησιμοποιούνται για την περιγραφή των ιατρικών εφαρ-
μογών ενδιαφέροντος, θεωρήσαμε σχήματα χρονικής διακριτοποίησης Runge-
Kutta τύπου DIRK, SSP και IMEX με σκοπό την μελέτη της συμπεριφοράς τους
και της υπολογιστικής αποτελεσματικότητας τους όσον αφορά την παρουσία ή
μη μη-γραμμικών όρων και ασυνεχών συντελεστών.
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1.2 Μοντέλα Βιολογικής Εισβολής Πληθυσμών και Διάχυσης
Καρκινικών Όγκων στον Εγκέφαλο

Με σκοπό τη μελέτη συμπεριφοράς των μαθηματικών μεθόδων όσο αφορά
την παρουσία μη-γραμμικών όρων καθώς και χωρικών ή/και χρονικών ασυνε-
χειών θεωρήσαμε και περιγράφουμε γραμμικά και μη γραμμικά μοντέλα ΜΔΕ τα
οποία προσομοιώνουν την μετακίνηση/εισβολή πληθυσμών σε ομοιογενή και
ανομοιογενή περιβάλλοντα, καθώς και μοντέλα διάχυσης καρκινικού όγκου σε
αναμοιογενή εγκεφαλικό ιστό τα οποία προσομοιώνουν κατάλληλα πρωτόκολλα
ραδιοθεραπείας και χημειοθεραπείας που μπορεί να δεχτεί ένας ασθενής.

1.3 Εξέλιξη Καρκινικών Όγκων Εγκεφάλου με χρήση Απει-
κονίσεων MRI και Πλατφόρμας FeniCS

Αντικείμενο της ερευνητικής αυτής δραστηριότητας είναι η χρήση της πλατ-
φόρμας FeniCS, η οποία επελέγη στην Δράση 4.1 ως το Περιβάλλον Επίλυσης
Προβλημάτων (ΠΕΠ) του έργου, για την μελέτη μοντέλων εξέλιξης καρκινικών
όγκων εγκεφάλου σε ανομοιογενή εγκεφαλικό ιστό, ο οποίος περιγράφεται από
απεικονίσεις MRI του εγκεφάλου. Στο πλαίσιο αυτό αναπτύξαμε αρχικά (βλ. Ετή-
σια Τεχνική Έκθεση Δράσης 4.2 έτους 2014) τεχνικές αναγνώρισης, ψηφιοποί-
ησης και διακριτοποίησης περιοχών εγκεφαλικού ιστού με διαφορετικό συντελε-
στή διάχυσης, οι οποίες στη συνέχεια εισήχθησαν στην πλατφόρμα FeniCS και
μέσω της οποίας παρήχθησαν τα πρώτα αποτελέσματα αναφορικά με γραμμικά
μοντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων. Στους μελλοντικούς μας στόχους εντάσσε-
ται η μελέτη μη-γραμμικών εξελικτικών μοντέλων που ενσωματώνουν και πρω-
τόκολλα θεραπείας.

2 Μεθοδολογία

2.1 Σχήματα Χρονικής Διακριτοποίησης Runge-Kutta
Για να περιγράψουμε συστήματα ΣΔΕ τα οποία προκύπτουν από τη χωρική

διακριτοποίηση εξελικτικών προβλημάτων ΠΑΣΣ-ΠΠ με την ασυνεχή μέθοδο
dDHC (βλ. Τελική Τεχνική Έκθεση Δράσης 2.1), θεωρούμε ένα γενικευμένο σύ-
στημα ΣΔΕ στην μορφή:

ȧaa = L̃(aaa) + G̃(aaa) (1)

όπου L̃(·) και G̃(·) είναι διανυσματικοί τελεστές οι οποίοι περιγράφουν αντίστοιχα
τους γραμμικούς και τους μη γραμμικούς όρους του συστήματος. Τα χρονικά
σχήματα που μελετήσαμε ανήκουν στις γνωστές κατηγορίες μεθόδων Runge-
Kutta (RK) (βλ. για παράδειγμα [2, 3, 8, 16, 17, 19, 25, 26, 27, 28]):
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• Diagonally Implicit RK (DIRK) τρίτης τάξεως (λ = 1
2
±

√
3
2
)

• Strong Stability Preserving RK (SSPRK) τρίτης τάξεως, τριών και τεσσά-
ρων βημάτων,

• Implicit Explicit RK (IMEX RK) δευτέρας τάξεως (λ = 1−
√
2

2
)

οι οποίες περιγράφονται ως εξής:

DIRK(2,3)

aaa(1) = aaan + λ∆t
(
L̃(aaa(1)) + G̃(aaa(1))

)
aaa(2) = aaan + ∆t

[
(1− 2λ)

(
L̃(aaa(1)) + G̃(aaa(1))

)
+ λ

(
L̃(aaa(2)) + G̃(aaa(2))

)]
aaan+1 = aaan +

∆t

2

[(
L̃(aaa(1)) + G̃(aaa(1))

)
+
(
L̃(aaa(2)) + G̃(aaa(2))

)]

SSP(3,3)

aaa(1) = aaan +∆t
(
L̃(aaan) + G̃(aaan)

)
aaa(2) =

3

4
aaan +

1

4
aaa(1) +

1

4
∆t

(
L̃(aaa(1)) + G̃(aaa(1))

)
aaan+1 =

1

3
aaan +

2

3
aaa(2) +

2

3
∆t

(
L̃(aaa(2)) + G̃(aaa(2))

)

SSP(4,3)

aaa(1) = aaan +
1

2
∆t

(
L̃(aaan) + G̃(aaan)

)
aaa(2) = aaa(1) +

1

2
∆t

(
L̃(aaa(1)) + G̃(aaa(1))

)
aaa(3) =

2

3
aaan +

1

3
aaa(2) +

1

6
∆t

(
L̃(aaa(2)) + G̃(aaa(2))

)
aaan+1 = aaa(3) +

1

2
∆t

(
L̃(aaa(3)) + G̃(aaa(3))

)
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IMEX RK(3,3,2)

aaa(1) = aaan + λ∆tL̃(aaa(1))

aaa(2) = aaan +∆tG̃(aaa(1)) + ∆t(1− 2λ)L̃(aaa(1)) + λ∆tL̃(aaa(2))

aaa(3) = aaan +
∆t

4

[
G̃(aaa(1)) + G̃(aaa(2)

]
+∆t(

1

2
− λ)L̃(aaa(1)) + λ∆tL̃(aaa(3))

aaan+1 = aaan +
∆t

6

[
G̃(aaa(1)) + G̃(aaa(2)) + 4G̃(aaa(3))

]
+

∆t

6

[
L̃(aaa(1)) + L̃(aaa(2)) + 4L̃(aaa(3))

]

Σε σχέση με την απόδοση (υπολογιστική, ευστάθειας) των ανωτέρω σχημά-
των, όταν συνδυάζονται με την ασυνεχή dDHCΕ μέθοδο, πειραματική παρατή-
ρηση μας οδήγησε στα εξής συμπεράσματα:

• σχήματα DIRK είναι αποδοτικά για γραμμικά προβλήματα σε ομοιογενή
(συνεχείς συντελεστές) και ανομοιογενή (ασυνεχείς συντελεστές) πεδία

• σχήματα SSPRK είναι αποδοτικά για μη-γραμμικά προβλήματα σε ομοιο-
γενή (συνεχείς συντελεστές) πεδία

• σχήματα IMEX RK είναι αποδοτικά για μη-γραμμικά προβλήματα ανομοιο-
γενή (ασυνεχείς συντελεστές) πεδία.

Συνεπώς, σχήματα DIRK και IMEX χρησιμοποιήθηκαν αντίστοιχα σε γραμμικά
και μη-γραμμικά μοντέλα εξέλιξης καρκινικών κυττάρων σε ανομοιογενή εγκε-
φαλικό ιστό, ενώ σχήματα SSPRK χρησιμοποιήθηκαν σε γενικευμένα Fisher και
KPP μη-γραμμικά προβλήματα βιολογικής εισβολής/μετακίνησης πληθυσμών
σε ομοιογενή περιβάλλοντα.

2.2 Μοντέλα Βιολογικής Εισβολής και Διάχυσης Καρκινικών
Όγκων στον Εγκέφαλο

Οι γενικές και γραμμικές και μη-γραμμικές παραβολικές εξισώσεις πολλα-
πλών πεδίων, των οποίων την λύση μελετήσαμε στη Δράση 2, βρίσκουν εφαρ-
μογές σε πολλά και σημαντικά σύγχρονα προβλήματα όπως για παράδειγμα η
περιβαλλοντική μόλυνση, η ροή ρευστών και καυσαερίων κ.α. Εμείς για τις ανά-
γκες του έργου στο πλαίσιο της παρούσας δράσης μελετήσαμε μοντέλα προβλη-
μάτων τα οποία αναφέρονται στη Βιολογική Εισβολή Πληθυσμών (βλ. για παρά-
δειγμα [4, 5, 10, 14, 15, 18, 20, 22]) και στη Διάχυση Καρκινικών Όγκων στον
Εγκέφαλο (βλ. για παράδειγμα [1, 6, 7, 11, 13, 23, 24, 29, 30, 31, 32, 33, 34]).
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Η μαθηματική περιγραφή των προβλημάτων αυτών περιγράφεται εν συντομία
στις επόμενες παραγράφους.

2.2.1 Μοντέλα Βιολογικής Εισβολής Πληθυσμών

Τα κύρια μοντέλα βιολογικής εισβολής πληθυσμών σε ομοιογενές, κυρίως,
περιβάλλον που μελετήσαμε είναι οι γενικευμένες εξισώσεις Fisher (βλ. [15, 10])
και Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (βλ. [18]) οι οποίες περιγράφονται ως εξής:

• Γενικευμένη Εξίσωση Fisher

ut = [(λ0u+ λ1)ux]x + λ2u− λ3u
2 (2)

• Γενικευμένη Εξίσωση KPP

ut = [(λ0u+ λ1)ux]x +
M∑
k=1

λk+1u
k (3)

Επισημαίνουμε ότι και οι δύο εξισώσεις περιγράφουν μοντέλα σε ομοιογενές
περιβάλλον με πυκνοεξαρτώμενο συντελεστή διάχυσης.

2.2.2 Μοντέλα Διάχυσης Καρκινικών Όγκων στον Εγκέφαλο

Το πρόβλημα διάχυσης επιθετικών καρκινικών όγκων (γλοιώματα) στον εγκέ-
φαλο αποτελεί το κυρίαρχο πρόβλημα επικύρωσης μεθόδων. Στην κατεύθυνση
αυτή χρησιμοποιήσαμε τα γραμμικά και μη-γραμμικά μοντέλα της Swanson [30,
31, 32] εφοδιασμένα με πρωτόκολλα ραδιοθεραπείας και χημειοθεραπείας [23,
24] τα οποία, σε συνδυασμό με χειρουργική επέμβαση, θεωρούνται αναγκαία για
την αντιμετώπιση της νόσου. Οι βασικές εξισώσεις που περιγράφουν τα ανω-
τέρω μοντέλα έχουν την μορφή:

• Γραμμική Εξίσωση Όγκου χωρίς θεραπεία

∂c̄

∂t̄
= ∇ ·

(
D̄(x̄xx)∇c̄

)
+ ρc̄ (4)

• Μη Γραμμική Εξίσωση Όγκου χωρίς θεραπεία

∂c̄

∂t̄
= ∇ ·

(
D̄(x̄xx)∇c̄

)
+ ρc̄

(
1− c̄

c̄lim

)
(5)

• Γραμμική Εξίσωση Όγκου με θεραπεία

∂c̄

∂t̄
= ∇ ·

(
D̄(x̄xx)∇c̄

)
+ ρc̄− R̄(c̄, t̄)− Ḡ(c̄, t̄) (6)
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• Μη Γραμμική Εξίσωση Όγκου με θεραπεία

∂c̄

∂t̄
= ∇ ·

(
D̄(x̄xx)∇c̄

)
+ ρc̄

(
1− c̄

c̄lim

)
− R̄(c̄, t̄)− Ḡ(c̄, t̄) (7)

Στις επόμενες δύο παραγράφους παρουσιάζουμε τα φυσικά μεγέθη που χα-
ρακτηρίζουν τις ανωτέρω ΜΔΕ, την αδιάστατη μορφή τους καθώς και τεχνικές
επανέναρξης που χρησιμοποιήσαμε για την αντιμετώπιση των χρονικών ασυνε-
χειών που συνοδεύουν τα πρωτόκολλα θεραπείας.

2.2.3 Αδιάστατη μορφή και τεχνικές επανέναρξης

Για λόγους απλούστερης περιγραφής, ας θεωρήσουμε το γραμμικό πρόβλημα
στις 1+1 διαστάσεις που περιγράφεται από την ΜΔΕ (βλ. [31], [23],[24]):

∂c̄

∂t̄
=

∂

∂x̄

(
D̄

∂c̄

∂x̄

)
+ ρ̄ c̄− R̄(c̄, t̄)− Ḡ(c̄, t̄) , (8)

όπου c̄(x̄, t̄) συμβολίζει την συγκέντρωση/αριθμό των καρκινικών κυττάρων στη
θέση x̄ ∈ R την χρονική στιγμή t̄ , ρ̄ συμβολίζει τον ρυθμό αναπαραγωγής
(proliferation rate) των κυττάρων ( βλ. [11]), D̄ συμβολίζει το ρυθμό διάχυσης
των καρκινικών κυττάρων στον ιστό του εγκεφάλου, ενώ οι όροι R̄(c̄, t̄) και Ḡ(c̄, t̄)
περιγράφουν αντίστοιχα την επίδραση της ραδιοθεραπείας και της χημειοθερα-
πείας. Τα μεγέθη αυτά συνδέονται με τις εξής φυσικές μονάδες:

[x̄] = cm, [t̄] = day, [c̄] = cells · day−1

[D̄] = cm2 · day−1, [ρ̄] = day−1,

[R̄] = day−1, [Ḡ] = day−1

(9)

Η παραπάνω ΜΔΕ συνοδεύεται από μηδενικές συνοριακές συνθήκες τύπου
Neumann καθώς και από μία αρχική συνθήκη της μορφής c̄(x̄, 0) = f̄(x̄), όπου
f̄(x̄) συμβολίζει την αρχική χωρική κατανομή των καρκινικών κυττάρων.

Ο χαρακτηρισμός της ετερογένειας του εγκεφαλικού ιστού (φαιά και λευκή
ουσία) επιτυγχάνεται με τον ασυνεχή συντελεστή διάχυσης D̄ ο οποίος ορίζεται
[30, 31] ως:

D̄ ≡ D̄(x̄) =

 Dw, x̄ ανήκει στην λευκή ουσία (x̄ ∈ Ω̄w)

Dg, x̄ ανήκει στην φαιά ουσία (x̄ ∈ Ω̄g)
, (10)

όπου Dw και Dg είναι βαθμωτές ποσότητες με Dw > Dg.
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Θεωρώντας μια χαμηλής δόσης τμηματική ακτινοθεραπεία, στο χρονικό διά-
στημα (T̄G, T̄M ], η επίδραση της ραδιοθεραπείας περιγράφεται (βλ. [23]):

R̄(c̄, t̄) = R̄(t̄)c̄ με R̄ ≡ R̄(t̄) := ReffkR , (11)

όπου kR(t̄) δηλώνει το προφίλ του χρονοδιαγράμματος της ακτινοθεραπείας
χρησιμοποιώντας ως χρονικό βήμα μιας ημέρας και παίρνει την τιμή 1 κατά την
διάρκεια της θεραπείας ενώ για τις υπόλοιπες ημέρες 0 :

kR(t̄) =

 1, t̄ ∈ (T̄G, T̄M ]

0, t̄ ̸∈ (T̄G, T̄M ]
. (12)

Reff δηλώνει την επίδραση των n τμηματικών δόσεων της θεραπείας ανά ημέρα
και περιγράφεται από (βλ. [23])

Reff = α(nd) + 2βnd2
[
g(µτ) + 2

cosh(µτ)− 1

(µτ)2
hn(ϕ)

]
,

με

g(µτ) =
µτ − 1 + e−µτ

(µτ)2
και

hn(ϕ) =
(n− 1− nϕ+ ϕn)ϕ

n(1− ϕ)2

όπου α, β είναι παράμετροι που εξαρτώνται απο τον ασθενή, d ο ρυθμός της
δόσης το χρόνο t̄, µ είναι ο χρόνος αναγέννησης των κατεστραμμένων ιστών, τ
είναι η διάρκεια της ακτινοθεραπείας και το ϕ = e−µ(τ+∆τ) με∆τ δηλώνει το χρόνο
ανάμεσα σε δύο τμηματικές δόσεις. Σημειώνουμε ότι οι τιμές των παραπάνω
παραμέτρων παρατίθενται στον πίνακα 1 του [23].

Αντίστοιχα θεωρώντας ένα λογαριθμικό μοντέλο χημειοθεραπείας, ο όρος
της χημειοθεραπείας Ḡ(c̄, t̄) δίνεται (βλ. [23]) στη μορφή:

Ḡ(c̄, t̄) = Ḡ(t̄)c̄ (13)

με

Ḡ ≡ Ḡ(t̄) :=

 kG, t̄ ∈ (T̄R, T̄N ]

0, t̄ ̸∈ (T̄R, T̄N ]

όπου kG δηλώνει το ρυθμό θανάτου των κυττάρων ο οποίος είναι ανάλογος της
συγκέντρωσης του φαρμάκου.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ένα συγκεκριμένο πρωτόκολλο θε-
ραπείας το οποίο χαρακτηρίζεται από τα ακόλουθα χρονικά διαστήματα:

0 < T̄G < T̄R < T̄M < T̄N < T̄F , (14)

κατά τα οποία η εξέλιξη της συγκέντρωσης/διάχυσης των καρκινικών κυττάρων
ακολουθεί το παρακάτω πρωτόκολλο:
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• μια περίοδο χωρίς θεραπεία t̄ ∈ (0, T̄G],

• μια περίοδο με ραδιοθεραπεία t̄ ∈ (T̄G, T̄R],

• μια περίοδο με ραδιο-χημειοθεραπεία t̄ ∈ (T̄R, T̄M ],

• μια περίοδο με χημειοθεραπεία t̄ ∈ (T̄M , T̄N ] και

• μια περίοδο χωρίς θεραπεία t̄ ∈ (T̄N , T̄F ].

που περιγράφεται σχηματικά στο Σχήμα 1.

!!!
!!!
!!G

ro
w
th
!

Ra
di
ot
he

ra
py
!

Chem
otherapy!

Gr
ow

th
!

ct = (Dgcx )x + ρc

ct = (Dgcx )x + ρc − Rc

ct = (Dgcx )x + ρc

ct = (Dgcx )x + ρc

ct = (Dgcx )x + ρc

ct = (Dwcx )x + ρc

ct = (Dwcx )x + ρc − Rc

ct = (Dwcx )x + ρc −Gc

ct = (Dwcx )x + ρc − Rc −Gc

ct = (Dwcx )x + ρc

ct = (Dgcx )x + ρc − Rc −Gc

ct = (Dgcx )x + ρc −Gc

ct = (Dgcx )x + ρc − Rc

ct = (Dgcx )x + ρc − Rc −Gc

ct = (Dgcx )x + ρc −Gc

TG

TR

TM

TN

TF

0
x ∈Ωg x ∈Ωw

x ∈Ωg

Σχήμα 1: Το πρωτόκολλο θεραπείας και η αντίστοιχη διαφορική εξίσωση σε κάθε
χωρο-χρονικό διάστημα.

Εάν τώρα ορίσουμε

c̄ (x̄, t̄1) = c̄ (x̄, t̄) , t̄ ∈ (0, T̄G]

c̄ (x̄, t̄2) = c̄
(
x̄, t̄− T̄G

)
, t̄ ∈ (T̄G, T̄R]

c̄ (x̄, t̄3) = c̄
(
x̄, t̄− T̄R

)
, t̄ ∈ (T̄R, T̄M ]

c̄ (x̄, t̄4) = c̄
(
x̄, t̄− T̄M

)
, t̄ ∈ (T̄M , T̄N ]

c̄ (x̄, t̄5) = c̄
(
x̄, t̄− T̄N

)
, t̄ ∈ (T̄N , T̄F ]

(15)

το μαθηματικό μοντέλο μπορεί να γραφεί στην μορφή:
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∂c̄

∂t̄ℓ
=

∂

∂x̄

(
D̄

∂c̄

∂x̄

)
+ ρ̄ℓ c̄ , x̄ ∈ [ā, b̄] , 0 < t̄ℓ ≤ T̄ℓ

c̄ (x̄, 0) = c̄ℓ(x̄)

c̄x̄ (ā, t̄ℓ) = c̄x̄
(
b̄, t̄ℓ

)
= 0

(16)

όπου 

ρ̄1 = ρ̄, T̄1 = T̄G

ρ̄2 = ρ̄−Reff, T̄2 = T̄R − T̄G

ρ̄3 = ρ̄−Reff − kG, T̄3 = T̄M − T̄R

ρ̄4 = ρ̄− kG, T̄4 = T̄N − T̄M

ρ̄5 = ρ̄, T̄5 = T̄F − T̄N

(17)

και 

c̄1(x̄) = f̄(x̄)

c̄2(x̄) = c̄(x̄, T̄1)

c̄3(x̄) = c̄(x̄, T̄2)

c̄4(x̄) = c̄(x̄, T̄3)

c̄5(x̄) = c̄(x̄, T̄4)

(18)

Χρησιμοποιώντας, στη συνέχεια, τις αδιάστατες μεταβλητές (βλ. [30], [1])

x = χx̄, a = χā, b = χb̄, tℓ = ρ̄t̄ℓ,

c (x, tℓ) =
1

χN0

c̄ (χx̄, ρ̄t̄ℓ)

cℓ (x) =
1

χN0

c̄ℓ (χx̄)

D =
D̄

Dw

, ρℓ =
ρ̄ℓ
ρ̄

(19)

όπου

χ =

√
ρ̄

Dw

, N0 =

∫ b̄

ā

f̄ (x̄) dx̄ και Tj = ρ̄T̄j , (20)

με N0 να δηλώνει τον αρχικό αριθμό των καρκινικών κυττάρων στο [ā, b̄], κατα-
λήγουμε στην αδιάστατη μορφή του προβλήματος (16):
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∂c

∂tℓ
=

∂

∂x

(
D

∂c

∂x

)
+ ρℓc , x ∈ [a, b] , 0 < tℓ ≤ Tℓ

c (x, 0) = cℓ (x)

cx (a, tℓ) = cx (b, tℓ) = 0

(21)

Τέλος, το λήμμα (βλ. [29]) που ακολουθεί μας οδηγεί στην τελική μορφή του
μοντέλου που χρησιμοποιούμε:

Lemma 1. Εάν η c(x, tℓ), ℓ = 1, 2, 3, 4, 5 ικανοποιεί το ΠΑΣΤ στο (21)-(20) και η
u(x, tℓ) ορίζεται από την σχέση

u(x, tℓ) = e−ρℓtℓc(x, tℓ), (22)

τότε η u(x, tℓ), ℓ = 1, 2, 3, 4, 5 ικανοποιεί το ΠΑΣΤ
∂u

∂tℓ
=

∂

∂x

(
D
∂u

∂x

)
, x ∈ [a, b] , 0 < tℓ ≤ Tℓ

u (x, 0) = uℓ (x) ≡ cℓ (x)

ux (a, tℓ) = ux (b, tℓ) = 0

. (23)

Σημειώνουμε ότι, ανMδ ≥ 1 είναι το πλήθος των αρχικών σημειακών κακοη-
θών πηγών με κέντρα τα σημεία x = ξr, r = 1, · · · ,Mδ, τότε θεωρούμε ότι η
u1(x) εκφράζεται ως

u1(x) =

Mδ∑
r=1

ζrδ(x− ξr), ξr ∈ (a, b) , ζ ∈ R , (24)

όπου δ(x) δηλώνει την συνάρτηση delta του Dirac.

2.2.4 Μη-γραμμικά μοντέλα καρκινικών όγκων εγκεφάλου στις δύο χωρι-
κές διαστάσεις

Για την γενίκευση στις δύο χωρικές διαστάσεις θεωρούμε το μη γραμμικό
μοντέλο:

∂c̄

∂t̄
=

∂

∂x̄

(
D̄

∂c̄

∂x̄

)
+

∂

∂ȳ

(
D̄
∂c̄

∂ȳ

)
+ ρ̄ c̄(1− c̄

c̄lim
)− R̄(c̄, t̄)− Ḡ(c̄, t̄) , (25)

όπου η παράμετρος c̄lim εκφράζει τον μέγιστο αριθμό (φέρουσα ικανότητα -
carrying capacity) των καρκινικών κυττάρων που μπορούν να διατηρηθούν στον
εγκέφαλο.
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Θεωρώντας τα ίδια πρωτόκολλα θεραπείας και ακολουθώντας παρόμοια τε-
χνική και ανάλυση με το γραμμικό μοντέλο εύκολα κανείς μπορεί να παράξει την
αδιάστατη έκδοση του μοντέλου η οποία έχει τη μορφή:

ct = (Dcx)x + (Dcy)y + c(1− c)−R(c)−G(c) , (x, y) ∈ Ω ≡ [a, b]× [a, d]
∂c

∂η
= 0 , (x, y) ∈ ∂Ω

c(x, y, 0) = f(x, y)

(26)
Τον συντελεστή διάχυσης D ≡ D(x, y) τον θεωρούμε ασυνεχή, με τέτοιο τρόπο
ώστε να χαρακτηρίζει προβλήματα πολλαπλών περιοχών τύπου Stripes.

α b 

d 

w1 w2 w3 w4 

Σχήμα 2: Αντιπροσωπευτική μορφή συντελεστού διάχυσης για προβλήματα τύ-
που κατακόρυφων λωρίδων (stripes).

Ειδικότερα, αν θεωρήσουμε το πρόβλημα των κατακόρυφων Stripes (βλ. Σχήμα
2), το οποίο γενικά χαρακτηρίζεται από τις K γραμμές διεπαφής

x = wk , k = 1, · · · , K όπου a = w0 < w1 < · · · < wk < · · · < wK < wK+1 = b

κάθετες στον άξονα x′x, και τα K + 1 χωρία Wk τύπου Stripes

Wk = (wk−1, wk)× (a, d) , k = 1, . . . , K + 1 , (27)

τότε ο συντελεστής διάχυσης ορίζεται ως

D(x, y) = γk ∈ R για (x, y) ∈ Wk , k = 1, . . . , K + 1 . (28)

Για την επίλυση της παραπάνω εξίσωσης, χρησιμοποιήσαμε το σχήμα dDHC-
IMEXRK που έχουμε ήδη αναπτύξει στη Δράση 2.1 για τη γενική μη γραμμική
εξίσωση στις 1+2 διαστάσεις.
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2.3 Εξέλιξη Καρκινικών Όγκων Εγκεφάλου με χρήση Απει-
κονίσεων MRI και Πλατφόρμας FeniCS

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, αντικείμενο της ερευνητικής αυτής δραστηριό-
τητας είναι:

• η χρήση της πλατφόρμας λογισμικού ανοικτού κώδικα FeniCS [35, 36], η
οποία υλοποιεί αριθμητικές μεθόδους πεπερασμένων στοιχείων και επε-
λέγη στην Δράση 4.1 ως το Περιβάλλον Επίλυσης Προβλημάτων (ΠΕΠ)
του έργου, για την μελέτη μοντέλων εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου
σε ανομοιογενή εγκεφαλικό ιστό,

• η μελέτη μοντέλων ρεαλιστικής γεωμετρίας η οποία περιγράφεται από απει-
κονίσεις MRI του εγκεφάλου.

Στο πλαίσιο αυτό αναπτύξαμε αρχικά τεχνικές αναγνώρισης, ψηφιοποίησης
και διακριτοποίησης περιοχών εγκεφαλικού ιστού με διαφορετικό συντελεστή
διάχυσης, οι οποίες στη συνέχεια εισήχθησαν στην πλατφόρμα FeniCS και μέσω
της οποίας παρήχθησαν τα πρώτα αποτελέσματα αναφορικά με γραμμικά μο-
ντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων.

Σχήμα 3: MRI απεικόνιση προβλήματος δοκιμής.

Πιο συγκεκριμένα, θεωρήσαμε το γραμμικό μοντέλο εξέλιξης καρκινικών όγκων
εγκεφάλου με πεδίο ορισμού μία ενδεικτική τομή υγιούς εγκεφάλου στις δύο δια-
στάσεις η οποία απεικονίζεται μέσω τεχνικών MRI και επιδεικνύεται στο Σχήμα
3. Αναπτύσσοντας (βλ. Ετήσια Τεχνική Έκθεση Δράσης 4.2 έτους 2014), στη
συνέχεια, τεχνικές αναγνώρισης και εντοπισμού των περιοχών φαιάς και λευκής
ουσίας (βλ. Σχήμα 4), καθώς και των συνόρων τους, επετεύχθη η διακριτοποίησή
τους (βλ. Σχήμα 5) και η επιτυχής εισαγωγή τους στο FEniCS όπως επιδεικνύεται
στο Σχήμα 6 μαζί με τυχαία αρχική συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων.
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Σχήμα 4: Περιοχές φαιάς και λευκής ουσίας διαφορετικού συντελεστή διάχυσης.

Σχήμα 5: Διακριτοποίηση περιοχών διαφορετικού συντελεστή διάχυσης.

Σχήμα 6: Αρχική συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων του προβλήματος δοκιμής.
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Η αριθμητική υλοποίηση στη πλατφόρμα FeniCSπραγματοποιείται σε γλώσσα
python (βλ. Σχήμα 7) και αναφέρεται φυσικά στη μέθοδο των Πεπερασμένων
Στοιχείων με γραμμικές βασικές συναρτήσεις η οποία, όσο αφορά τη χρονική
διακριτοποίηση, συνοδεύεται από την κλασσική Backward-Euler.

Σχήμα 7: Κώδικας python προβλήματος δοκιμής πλατφόρμας FeniCS.
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3 Αποτελέσματα

3.1 Επικύρωση της μεθόδου μετασχηματισμού Φωκά σε μο-
ντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε τη συμπεριφορά της μεθόδου Φωκά, που
αναπτύξαμε στα πλαίσια της Δράσης 2.4, όταν χρησιμοποιείται για την επίλυση
προβλημάτων εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου. Τα μοντέλα που χρησι-
μοποιούμε είναι γραμμικά στις 1+1 διαστάσεις και ενσωματώνουν πρωτόκολλα
θεραπείας.

Πιο συγκεκριμένα, σε όλα τα προβλήματα μοντέλα που ακολουθούν θεω-
ρούμε τα εξής δύο πρωτόκολλα θεραπείας:

• Πρωτόκολο RP: Χρησιμοποιείται μόνο ραδιοθεραπεία για ένα συνεχόμενο
κύκλο θεραπείας 30 ημερών, ξεκινώντας από την T̄G = 180 ημέρα μέχρι
την T̄R = 210 ημέρα. Η συνολική δόση ακτινοθεραπείας είναι 54Gy.

• Πρωτόκολο RCP: Χρησιμοποιείται συνδυασμός ακτινοθεραπείας και χη-
μειοθεραπείας. Αρχικά για ένα συνεχόμενο κύκλο θεραπείας 20 ημερών,
χρησιμοποιείται μόνο ραδιοθεραπεία ξεκινώντας από την T̄G = 180 ημέρα
μέχρι την T̄R = 200 ημέρα. Στη συνέχεια για ένα συνεχόμενο κύκλο θερα-
πείας 10 ημερών, χρησιμοποιείται ραδιο-χημειοθεραπεία ξεκινώντας από
την T̄R = 200 μέρα μέχρι την T̄M = 210 ημέρα. Τέλος, για ένα συνεχό-
μενο κύκλο θεραπείας 20 ημερών, χρησιμοποιείται μόνο χημειοθεραπεία
ξεκινώντας από την T̄M = 210 ημέρα μέχρι την T̄N = 230 ημέρα.

Και στα δύο πρωτόκολλα:
• Η ημερήσια δόση ραδιοθεραπείας ισούται με d = 1.8Gy ενώ χρησιμοποιώ-
ντας τις παραμέτρους (βλ. [23]) α = 0.027, β = 0.0027, n = 1, µ =
11.4, τ = 0.0083, ∆τ = 1 η σταθερά ραδιοθεραπείας είναιReff = 0.05707849.

• Η ημερήσια δόση χημειοθεραπείας ισούται με 180 mg/m2 ανά κύκλο των
7 ημερών. Συνεπώς, η τιμή της παραμέτρου kG (βλ. [23]) υπολογίζεται να
ισούται με kG = 0.0196.

Τονίζουμε ότι τα μοντέλα που χρησιμοποιούμε είναι υποθετικά και δεν έχουν
σχέση με αληθινά ιατρικά δεδομένα.

3.1.1 ΠρόβλημαΕφαρμογής I: Γραμμικό μοντέλοστις 1+1 διαστάσεις μίας
αρχικής πηγής καρκινικών κυττάρων

Ανακαλώντας το μαθηματικό μοντέλο από τη σχέση (16), για το πρόβλημα
εφαρμογής Ι θεωρούμε τις εξής τιμές των παραμέτρων:
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ā = −10 cm, b̄ = 10 cm, w̄1 = −5 cm, w̄2 = 5 cm

Ω̄g = [ā, w̄1) ∪ (w̄2, b̄] και Ω̄w = [w̄1, w̄2]

Dg = 0.0013 cm2day−1, Dw = 0.0065 cm2day−1

ρ̄ = 0.012 day−1, N0 = 100 cells

(29)

Η αρχική κατανομή των κακοηθών κυττάρων δίνεται από:

f̄(x̄) = N0δ(x̄).

Τα αποτελέσματα από την εφαρμογή της μεθόδου Φωκά συνοψίζονται στα
Σχήματα 8-11 που ακολουθούν.

Σχήμα 8: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) άνευ θεραπείας.

Πιο συγκεκριμένα, στα σχήματα 8-10 απεικονίζεται η χρονική εξέλιξη της πυκνό-
τητας των καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό τα διαφορετικά πρωτόκολλα θερα-
πείας για συνολικό χρονικό διάστημα T̄F = 365 ημερών. Παρατηρείστε ότι το
πρωτόκολλο RCP θεωρείται το καλύτερο για την θεραπεία. Στο σχήμα 11 φαίνε-
ται ο λόγος

N(t̄)

N0(t̄)
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Σχήμα 9: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό το πρωτόκολλο RP.

Σχήμα 10: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό το πρωτόκολλο RCP.

του πλήθους των καρκινικών κυττάρων N(t̄) προς το πλήθος των αρχικών καρ-
κινικών κυττάρων N0(t̄). Όπως φαίνεται το πρωτόκολλο RP αυξάνει το χρόνο
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επιβίωσης κατά 190 ημέρες, ενώ το πρωτόκολλο RCP προσθέτει ακόμα 50 ημέ-
ρες.
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Σχήμα 11: Η επίδραση της ραδιοθεραπείας (μπλε) και του συνδυασμού ραδιο-
θεραπείας και χημειοθεραπείας στο συνολικό αριθμό των καρκινικών κυττάρων.

3.1.2 Πρόβλημα Εφαρμογής II: Γραμμικό μοντέλο στις 1+1 διαστάσεις
τεσσάρων αρχικών πηγών καρκινικών κυττάρων

Στο πρόβλημα εφαρμογής ΙΙ θεωρούμε τις εξής παραμέτρους στο μοντέλο (16):

ā = −10 cm, b̄ = 10 cm

w̄1 = −6 cm, w̄2 = −5 cm, w̄3 = 1 cm, w̄4 = 7 cm

Ω̄g = [ā, w̄1) ∪ (w̄2, w̄3) ∪ (w̄4, b̄], Ω̄w = [w̄1, w̄2] ∪ [w̄3, w̄4]

Dg = 0.0013 cm2day−1, Dw = 0.0065 cm2day−1

ρ̄ = 0.012 day−1, N0 = 400 cells

(30)

και τέσσερις αρχικές πηγές καρκινικών κυττάρων που περιγράφονται από την

f̄(x̄) =
N0

4
[δ(x̄+ 8) + δ(x̄+ 3) + δ(x̄− 4) + δ(x̄− 6)] .

Τα αποτελέσματα συνοψίζονται στα Σχήματα 12-15.
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Σχήμα 12: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) άνευ θεραπεία.

Σχήμα 13: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό το πρωτόκολλο RP.
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Σχήμα 14: Συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό το πρωτόκολλο RCP.
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Σχήμα 15: Η επίδραση της ραδιοθεραπείας (μπλέ) και του συνδυασμού ραδιο-
θεραπείας και χημειοθεραπείας στο συνολικό αριθμό των καρκινικών κυττάρων.
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Στα σχήματα 12-14 παρουσιάζεται η χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης των καρ-
κινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄) υπό την επίδραση διαφορετικών πρωτοκόλλων θερα-
πείας για χρονικό διάστημα ενός έτους (T̄F = 365 ημέρες). Τα συμπεράσματα
που εξάγονται είναι ανάλογα με αυτά του προβλήματος εφαρμογής Ι.

3.2 Επικύρωση της ασυνεχούς μεθόδου Collocation (dDHC)
σε μοντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε τη συμπεριφορά της dDHC μεθόδου , που
αναπτύξαμε στα πλαίσια της Δράσης 2.1, όταν χρησιμοποιείται για την επίλυση
προβλημάτων εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου. Τα μοντέλα που χρησιμο-
ποιούμε είναι γραμμικά στις 1+1 διαστάσεις και μη-γραμμικά στις 1+2 διαστάσεις
και ενσωματώνουν πρωτόκολλα θεραπείας.

Σε όλα τα προβλήματα μοντέλα που ακολουθούν εφαρμόζουμε το πρωτό-
κολλο θεραπείας RCP, που παρουσιάσαμε στην προηγούμενη παράγραφο, με
τις ίδιες ημερήσιες δόσεις θεραπείας. Στα προβλήματα Ι και ΙΙ εφαρμόζεται το
εξής τροποποιημένο RCP πρωτόκολλο:

• Πρωτόκολο RCP-1: Χρησιμοποιείται συνδυασμός ακτινοθεραπείας και χη-
μειοθεραπείας. Αρχικά για ένα συνεχόμενο κύκλο θεραπείας 30 ημερών,
χρησιμοποιείται μόνο ραδιοθεραπεία ξεκινώντας από την T̄G = 180 ημέρα
μέχρι την T̄R = 210 ημέρα. Στη συνέχεια χρησιμοποιείται χημειοθεραπεία
για ένα 6 κύκλους 5 ημερών, ξεκινώντας από την T̄R ≡ T̄M = 210. Κάθε
κύκλος ακολουθείται από ένα διάστημα 23 ημερών αποθεραπείας.

ενώ στο πρόβλημα ΙΙΙ το RCP-2 πρωτόκολλο επιδεικνύεται στο Σχήμα 20.

3.2.1 ΠρόβλημαΕφαρμογής I: Γραμμικό μοντέλοστις 1+1 διαστάσεις μίας
αρχικής πηγής καρκινικών κυττάρων

Για το μαθηματικό μοντέλο της σχέσης (16), το πρόβλημα εφαρμογής Ι θεωρεί
μία αρχική πηγή καρκινικών κυττάρων με κέντρο το x̄ = 0 και τις εξής τιμές των
παραμέτρων:

ā = −10 cm, b̄ = 10 cm, w̄1 = −6 cm, w̄2 = 8 cm

Ω̄g = [ā, w̄1) ∪ (w̄2, b̄] και Ω̄w = [w̄1, w̄2]

Dg = 0.0013 cm2day−1, Dw = 0.0065 cm2day−1

ρ̄ = 0.012 day−1 , N0 = 2× 104 cells

.

Τα αποτελέσματα της αριθμητικής προσομοίωσης συνοψίζονται στα Σχήματα 16
και 17, καθώς και στον Πίνακα I.



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ4.2/25

Ειδικότερα στο Σχήμα 16 επιδεικνύεται η εξέλιξη της συγκέντρωσης των καρ-
κινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄). Μπορεί κανείς εύκολα να αναγνωρίσει τις περιόδους
όπου η συγκέντρωση καρκινικών κυττάρων εξελίσσεται με ή χωρίς την εφαρ-
μογή πρωτοκόλλου θεραπείας.

Σχήμα 16: Η χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης των καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄)

Η επίδραση του RCP-1 πρωτοκόλλου θεραπείας στον συνολικό αριθμό των καρ-
κινικών κυττάρων N̄(t̄)/N0, όπου N(t̄) =

∫ b̄

ā
c̄(x̄, t̄)dx̄ , επιδεικνύεται στο Σχ. 17.

Σχήμα 17: Η επίδραση του RCP-1 πρωτοκόλλου θεραπείας στον συνολικό
αριθμό των καρκινικών κυττάρων.

Τέλος, στον Πίνακα Ι συνοψίζεται η απόδοση της μεθόδου dDHC-IMEX, όπου
κανείς μπορεί επιδεικνύεται αριθμητικά η 4η τάξη σύγκλισης (Τ.Σ.) της dDHC
μεθόδου.
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Πίνακας I: Απόδοση της dDHC-IMEX μεθόδου

h Σφάλμα Τ.Σ. Χρόνος (sec)

1/8 3.5687e-06 - 0.24

1/16 2.3357e-07 3.93 0.30

1/32 1.4760e-08 3.98 0.42

1/64 9.2474e-10 3.99 0.88

1/128 5.6156e-11 4.04 1.55

3.2.2 Πρόβλημα Εφαρμογής II: Γραμμικό μοντέλο στις 1+1 διαστάσεις
τριών αρχικών πηγών καρκινικών κυττάρων

Για το πρόβλημα εφαρμογής ΙΙ, με τρεις αρχικές πηγές καρκινικών κυττάρων,
θεωρούμε τις εξής τιμές των παραμέτρων του μοντέλου της σχέσης (16):

ā = −10 cm, b̄ = 10 cm, w̄1 = −4 cm, w̄2 = 6 cm

Ω̄g = [ā, w̄1) ∪ (w̄2, b̄] and Ω̄w = [w̄1, w̄2]

Dg = 0.0013 cm2day−1, Dw = 0.0065 cm2day−1

ρ̄ = 0.012 day−1 , N0 = 2× 104 cells

Τα αποτελέσματα της αριθμητικής προσομοίωσης συνοψίζονται στα Σχήματα 18
και 19 καθώς και στον Πίνακα ΙΙ, και είναι ανάλογα με αυτά του προηγούμενου
προβλήματος εφαρμογής Ι.

Σχήμα 18: Η χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης των καρκινικών κυττάρων c̄(x̄, t̄)
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Σχήμα 19: Η επίδραση του RCP-1 πρωτοκόλλου θεραπείας στον συνολικό
αριθμό των καρκινικών κυττάρων

Πίνακας IΙ: Απόδοση της dDHC-IMEX μεθόδου

h Σφάλμα Τ.Σ. Χρόνος (sec)

1/8 5.3380e-06 - 0.22

1/16 3.4585e-07 3.94 0.28

1/32 2.1802e-08 3.98 0.40

1/64 1.3655e-09 3.99 0.90

1/128 8.5010e-11 4.00 1.52

3.2.3 Πρόβλημα Εφαρμογής IΙΙ: Μη-Γραμμικό μοντέλο στις 1+2 διαστά-
σεις μίας αρχικής πηγής καρκινικών κυττάρων

Ανακαλώντας τις σχέσεις (25)-(26), το πρόβλημα εφαρμογής ΙΙΙ, με μία αρχική
πηγή καρκινικών κυττάρων στο σημείο (x, y) = (0, 2.25), έχει τη μορφή:

ct = (Dcx)x + (Dcy)y + c(1− c)−R(c)−G(c) , (x, y) ∈ [−3, 3]2 , t ≤ 6
∂c

∂η
= 0

c(x, y, 0) = f(x, y) = δ(x, y − 2.25)

ενώ το πρωτόκολλο θεραπείας RCP-2 επιδεικνύεται γραφικά στο Σχήμα 20.
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Σχήμα 20: Το RCP-2 πρωτόκολλο θεραπείας.

Τα αποτελέσματα της αριθμητικής προσομοίωσης συνοψίζονται στα Σχήματα
21-24 καθώς και στον Πίνακα ΙΙΙ. Πιο συγκεκριμένα, το Σχήμα 21 περιλαμβάνει
δύο στιγμιότυπα από την χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης των καρκινικών κυτ-
τάρων κατά την 1η και 100η ημέρα. Και στα δύο στιγμιότυπα η νόσος εξελίσσεται
άνευ θεραπείας.

Σχήμα 21: Συγκέντρωση c̄(x̄, t̄) άνευ θεραπείας κατά την 1η και 100η ημέρα.

Για την καλλίτερη κατανόηση της επίδρασης των όρων θεραπείας, σύμφωνα με
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Σχήμα 22: Χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης c̄(x̄, t̄) άνευ θεραπείας.

Σχήμα 23: Χρονική εξέλιξη της συγκέντρωση c̄(x̄, t̄) με RCP-2 θεραπεία.
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το πρωτόκολλο RCP-2 παραθέτουμε τα Σχήματα 22 και 23. Και τα δύο σχήματα
περιλαμβάνουν δύο στιγμιότυπα από την χρονική εξέλιξη της συγκέντρωσης των
καρκινικών κυττάρων κατά την 300η και 500η ημέρα. Στο Σχήμα 22 απεικονίζεται
η εξέλιξη της νόσου χωρίς θεραπεία σε αντιδιαστολή με το Σχήμα 23 όπου απει-
κονίζεται η εξέλιξη της νόσου με εφαρμογή του πρωτοκόλλου θεραπείας RCP-2.
Αναλυτικότερα συγκριτικά συμπεράσματα, σε σχέση με την απόδοση διαφορετι-
κών πρωτοκόλλων θεραπείας, μπορεί κανείς να εξάγει παρατηρώντας το Σχήμα
(24) που ακολουθεί.

Σχήμα 24: Συγκριτικό διάγραμμα για το μοντέλο με θεραπεία και χωρίς θεραπεία.

Σε σχέση δε με την απόδοση της dDHC-IMEX μεθόδου παραθέτουμε τον Πίνακα
ΙΙΙ όπου βεβαιώνεται αριθμητικά η 4η τάξη σύγκλισης (Τ.Σ.) της μεθόδου.

Πίνακας IΙI: Απόδοση της dDHC-IMEX μεθόδου

hx = hy Σφάλμα Τ.Σ. Χρόνος (sec)

1/4 4.8857e-03 - 1.74

1/8 2.5397e-05 7.5877 9.05

1/16 1.9079e-06 3.7347 64.77

1/32 1.1629e-07 4.0361 480.96

1/64 7.7066e-09 3.9155 4190.50
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3.3 Επικύρωση Εξέλιξης Καρκινικών Όγκων Εγκεφάλου με
χρήση Απεικονίσεων MRI και Πλατφόρμας FeniCS

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, για την εξέλιξη καρκινικών όγκων εγκεφάλου
στην πλατφόρμα FeniCS, χρησιμοποιούμε το γραμμικό μοντέλο εκθετικής εξέλι-
ξης. Τα αποτελέσματα της αριθμητικής προσομοίωσης, με την μέθοδο Galerkin
(Πεπερασμένα Στοιχείων) και γραμμικά στοιχεία, αναφέρονται στην απεικόνιση
της αδιάστατης συνάρτησης

u(x, t) = e−ρtc(x, t)

και περιλαμβάνονται στα σχήματα που ακολουθούν και αφορούν στιγμιότυπα
της u(x, t) κατά τις χρονικές στιγμές t =1,2,3, και 4 (περίπου ένα έτος).

Σχήμα 25: Η αρχική συνθήκη (t = 0) του προβλήματος δοκιμής.

Σχήμα 26: Η λύση του προβλήματος δοκιμής τη χρονική στιγμή t = 1.
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Σχήμα 27: Η λύση του προβλήματος δοκιμής τη χρονική στιγμή t = 2.

Σχήμα 28: Η λύση του προβλήματος δοκιμής τη χρονική στιγμή t = 3.

Σχήμα 29: Η λύση του προβλήματος δοκιμής τη χρονική στιγμή t = 4.



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ4.2/33

4 Παραδοτέα
• Τρεις (3) ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μία (1) τελική τεχνική έκθεση

• Τρία (3) επιστημονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων με κριτές (εκ
των οποίων ένα έχει λάβει βραβείο καλύτερης δημοσίευσης):

– IE Athanasakis , EP Papadopoulou and YG Saridakis, Runge-Kutta
and Hermite Collocation for a biological invasion problem modeled
by a generalized Fisher equation, 2nd International Conference on
Mathematical Modeling in Physical Sciences 2013, Journal of Physics:
Conference Series 490 (2014) 012133.

– AGSifalakis, MGPapadomanolaki, EPPapadopoulou and YGSaridakis,
The Unified Transform for a Reaction-Diffusion Brain Tumor Model
that Incorporates Tissue Heterogeneity and Radiotherapy, Proc of
INASE-PMAMCM 2015 Recent Advances in Mathematics, pp 137-
142, 2015

– IE Athanasakis, NDVilanakis and ENMathioudakis,Solving Discontinuous
Collocation Equations for a Class of Brain Tumor Models on GPUs,
Proceedings of the World Congress on Engineering 2013 Vol I, 2015,
July 1 - 3, 2015, London, U.K. (Best Paper Award)

Άλλες εργασίες που αφορούν σε προβλήματα εξέλιξης καρκινικών όγκων
έχουν παραδοθεί ως παραδοτέα άλλων δράσεων.

• Λογισμικό επαλήθευσης και εφαρμογής των μεθόδων.
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καθώς και σε συνεργασία με τον καθηγητή Α. Φωκά και ιατρική ομάδα του Ναυ-
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1 Σκοπός
Η διείσδυση υφάλμυρου ύδατος στο εσωτερικό ενός υδροφορέα (φαινόμενο

υφαλμύρισης) συνιστά σημαντική απειλή για την ποιότητα των υπόγειων απο-
θεματικών γλυκού νερού σε παράκτιες περιοχές. Πρόκειται για φαινόμενο, το
μέγεθος του οποίου ενισχύεται κατά τους καλοκαιρινούς μήνες, κυρίως στις πε-
ριοχές με αυξημένο τουρισμό, με ιδιαίτερα αρνητικές οικονομικές συνέπειες.

Με στόχο την προστασία των αποθεματικών των παράκτιων υδροφορέων
και το σχεδιασμό μιας στρατηγικής αειφόρου διαχείρισης του νερού σε αυτούς, οι
ερευνητές έχουν επικεντρωθεί στη συνδυασμένη χρήση μαθηματικών μοντέλων
με αριθμητικές προσομοιώσεις και αλγορίθμους βελτιστοποίησης.

Κεντρική επιδίωξη της παρούσας δράσης αποτελεί αφενός μεν η επικύρωση
των αποτελεσμάτων μας στο σημαντικό αυτό περιβαλλοντικό πρόβλημα, αφετέ-
ρου δε την ανάπτυξη αλγορίθμων στοχαστικής βελτιστοποίησης και μελέτη της
βέλτιστης διαχείρισης παράκτιων υδροφορέων. Στα πλαίσια αυτά, κύριοι άξονες
των ερευνητικών αποτελεσμάτων κατά τη διάρκεια του έργου απετέλεσαν οι:

• Ανάπτυξη/προσαρμογή και μελέτη συμπεριφοράς του στοχαστικού αλγο-
ρίθμου βελτιστοποίησης Algorithm of Pattern Extraction (ALOPEX) για βέλ-
τιστη διαχείριση της άντλησης από παράκτιους υδροφορείς,

• Συνδυασμός του αλγορίθμου ALOPEX αφενός μεν με τις πλατφόρμες λογι-
σμικού PTC και FEniCS, αφετέρου δε με την μέθοδο collocation HC (Δράση
2.1), με στόχο την ολοκληρωμένη αριθμητική διαχείριση του προβλήματος
διείσδυσης υφάλμυρου νερού σε παράκτιους υδροφορείς και ιδιαίτερα των
υδροφορέων της Χερσονήσου Ηρακλείου Κρήτης και του Βαθέως Καλύ-
μνου.

1.1 Στοχασική Βελτιστοποίηση ALOPEX για Αναλυτικά Μο-
ντέλα Παράκτιων Υδροφορέων

Η βέλτιστη διαχείριση της άντλησης από παράκτιους υδροφορείς, ώστε μπο-
ρούν να αποδώσουν το μέγιστο δυνατό όγκο γλυκού νερού χωρίς τον κίνδυνο
διείσδυσης υφάλμυρου νερού, αποτελεί θεμελιώδες στοιχείο για την αντιμετώ-
πιση του προβλήματος της υφαλμύρισής τους. Με την συνδρομή αναλυτικών
μοντέλων μαθηματικής περιγραφής της ροής του νερού σε ορθογώνιους υπό-
γειους παράκτιους υδροφορείς αναπτύξαμε και μελετήσαμε μία νέα μορφή του
στοχαστικού αλγορίθμου βελτιστοποίησης ALOPEX καθώς και ενός πλήρους
συστήματος κυρώσεων για την επιβολή των περιοριστικών συνθηκών του προ-
βλήματος.

Στην κατεύθυνση αυτή οι ερευνητικοί μας στόχοι εξειδικεύονται ως εξής:
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• Εισαγωγή μίας νέας αντικειμενικής συνάρτησης κόστους, ικανής να συν-
δυάζεται με διαδικασίες feedback.

• Ανάπτυξη μίας νέας μορφής του αλγορίθμου ALOPEX με μεταβλητές πα-
ραμέτρους.

• Βελτιστοποίηση των παραμέτρων του αλγορίθμου ALOPEX ώστε να επι-
ταχυνθεί η σύγκλισή του.

• Κατασκευή ενός αποτελεσματικού συστήματος penalty για τον έλεγχο εξέ-
λιξης της διαδικασίας βελτιστοποίησης ALOPEX.

• Κατασκευή κριτηρίων τερματισμού της διαδικασίας βελτιστοποίησης.

Η συμπεριφορά και η αποδοτικότητα της νέας αυτής διαδικασίας βελτιστοποί-
ησης διερευνήθηκαν διεξοδικά μέσα από την εξέταση ενός πλήθους σεναρίων
άντλησης και καιρικών συνθηκών, σε έναν υδροφορέα ορθογώνιας γεωμετρίας
που προσομοιώνει έναν πραγματικό υδροφορέα στην περιοχή Βαθύ Καλύμνου.

1.2 Συνδυασμός ALOPEX με πλατφόρμες PTC και FEniCS
και τη μέθοδο HC για δεδομένα πεδίου.

Με στόχο την επικύρωση μεθόδων και λογισμικού καθώς και τη μελέτη της
συμπεριφοράς τους σε δεδομένα πεδίου συνδυάσαμε την μέθοδο στοχαστικής
βελτιστοποίησης ALOPEX με:

• την πλατφόρμα λογισμικού PTC (Princeton Transport Code) με εφαρμογή
στον παράκτιο υδροφορέα της Χερσονήσου στο Ηράκλειο Κρήτης.

• την πλατφόρμα λογισμικού FEniCS με εφαρμογή σε ομογενείς και ετερο-
γενείς ορθογώνιες προσεγγίσεις του παράκτιου υδροφορέα στην περιοχή
Βαθύ Καλύμνου αλλά και δισδιάστατες προσεγγίσεις του παράκτιου υδρο-
φορέα της Χερσονήσου στο Ηράκλειο Κρήτης.

• την μέθοδο HC με εφαρμογή σε ομογενείς και ετερογενείς προσεγγίσεις
του παράκτιου υδροφορέα στην περιοχή Βαθύ Καλύμνου.

Επισημαίνουμε ότι για την προστασία των υδροφορέων αναπτύσσονται κατάλ-
ληλες στρατηγικές ελέγχου του μετώπου υφαλμύρισης και διατήρησής του σε
απόσταση ασφαλείας από οριοθετημένες περιοχές γύρω από κάθε γεώτρηση.



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ4.3/6

2 Μεθοδολογία

2.1 Στοχασική Βελτιστοποίηση ALOPEX για Αναλυτικά Μο-
ντέλα Παράκτιων Υδροφορέων

2.1.1 Υφαλμύριση παράκτιων υδροφορέων

Η ροή του νερού στο εσωτερικό ενός υδροφορέα είναι μια σύνθετη διαδικα-
σία, καθώς συνυπάρχουν δύο διαφορετικές καταστάσεις του νερού, με υδραυ-
λικές ιδιότητες που εμφανίζουν μεγάλη διακύμανση κατά μήκος του υδροφο-
ρέα. Στην παρούσα εργασία ακολουθούμε τη μοντελοποίηση που συναντάμε
στο [15], η οποία βασίζεται:

• στην προσέγγιση Sharp Interface, δηλαδή δεχόμαστε ότι δεν υπάρχει απευ-
θείας ανάμειξη γλυκού και αλμυρού νερού στο εσωτερικό του υδροφορέα

• στην εξίσωση των Ghyben-Herzberg, δηλώνοντας έτσι ότι η ροή του νερού
προσεγγίζει την steady state κατάσταση.

Σχήμα 1: Παράκτιος υδροφορέας γλυκού νερού. Παράμετροι μοντελοποίησης.

Πιο αναλυτικά, η sharp interface είναι μια υδραυλική προσέγγιση, όπου μόνο
οι τιμές της υδραυλικής κεφαλής στην περιοχή του υδροφορέα απαιτούνται για
τον υπολογισμό της έκτασης της υφάλμυρης εισβολής, σε αντίθεση με άλλες
προσεγγίσεις που χρησιμοποιούν μετρήσεις χλωριούχων αλάτων ή μετρήσεις
ηλεκτρικής αγωγιμότητας. Η κύρια υπόθεση είναι ότι η ζώνη ανάμιξης μεταξύ
των δύο μη αναμίξιμων υγρών (φρέσκο και αλατούχο νερό), τα οποία έχουν δια-
φορετικές πυκνότητες, περιορίζεται σε μια περιοχή μικρού πλάτους. Η θέση της
απότομης περιοχής αυτής μεταξύ των δύο ρευστών, καθορίζεται από τη διαφορά
των τιμών των υδραυλικών κεφαλών μεταξύ του υφάλμυρου και του γλυκού νε-
ρού καθώς από τον όγκο του γλυκού νερού που ρέει προς την ακτογραμμή από
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το εσωτερικό της χώρας (βλέπε [26]). Η θέση του υφάλμυρου μετώπου προσεγ-
γίζεται χρησιμοποιώντας τη σχέση των Ghyben-Herzberg:

hf − d = δ ξ , δ :=
ρs − ρf

ρf
≈ 0.025 (1)

όπου ρs και ρf δηλώνουν τις πυκνότητες του αλατισμένου και του γλυκού νερού
αντίστοιχα.

2.1.2 Οι εξισώσεις του μαθηματικού μοντέλου

Η βασική εξίσωση του μοντέλου είναι η ακόλουθη:

∂

∂x

(
Kb

∂hf

∂x

)
+

∂

∂y

(
Kb

∂hf

∂y

)
+N −Q = 0, (2)

όπου το b ικανοποιεί τις σχέσεις:

Zone 1: b = hf ,

Zone 2: b = hf − d+ ξ.
(3)

Το δυναμικό ροής ϕ = ϕ(x, y) (βλέπε [15, 21]) στο εσωτερικό του υδροφορέα
ορίζεται ως εξής:

Zone 1: ϕ = 1
2

(
h2
f − (1 + δ)d2

)
,

Zone 2: ϕ = 1+δ
2δ

(
hf − d

)2
,

(4)

ενώ στην περιοχή του μετώπου της υφάλμυρης σφήνας, όπου ξ = d:

ϕτ = ϕ(xτ , yτ ) =
(1 + δ)δ

2
d2 . (5)

Το δυναμικό ροής ϕ = ϕ(x, y) είναι μια συνεχής και ομαλή συνάρτηση κατά
μήκος του συνόρου των ζωνών 1 και 2, ικανοποιώντας την εξίσωση:

∂

∂x

(
K

∂ϕ

∂x

)
+

∂

∂y

(
K

∂ϕ

∂y

)
+N −Q = 0, (6)

με Dirichlet συνοριακές συνθήκες ϕ = 0 κατά μήκος της ακτογραμμής (x = 0)
και Neumann συνοριακές συνθήκες ∂ϕ

∂n
= 0 στις περιοχές όπου δεν εμφανίζεται

εισροή ύδατος στον υδροφορέα.
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Εάν οι τιμές των παραμέτρων K, N , Q και οι συνοριακές συνθήκες είναι γνω-
στές, η προηγούμενη εξίσωση μπορεί να επιλυθεί ως προς ϕ(x, y), χρησιμο-
ποιώντας αναλυτικές ή αριθμητικές μεθόδους.

Zone 1: z = 0, hf =
√
2ϕ+ (1 + δ)d2, for (1+δ)δ

2
d2 ≤ ϕ,

Zone 2: z = d− ξ, ξ =
√

2ϕ
δ(1+δ)

and hf =
√

2δϕ
1+δ

+ d, for 0 ≤ ϕ ≤ (1+δ)δ
2

d2,

(7)
Το μέτωπο της υφάλμυρης σφήνας μπορεί να υπολογισθεί, επιλύοντας ως προς
xτ την μη-γραμμική εξίσωση (5) που παρουσιάσαμε παραπάνω.

2.1.3 Αναλυτική λύση

Ως αρχική προσέγγιση, εξετάζουμε στην παρούσα εργασία ομοιογενείς υδρο-
φορείς (ως προς την παράμετρο της υδραυλικής αγωγιμότητας), ορθογώνιας
γεωμετρίας, πεπερασμένου μεγέθους, με ένα άκρο στη θάλασσα και τρία άλλα
αδιαπέραστα σύνορα (βλέπε Σχήμα 2). Η αναλυτική λύση του δυναμικού ροής

Σχήμα 2: Ομοιογενής υδροφορέας ορθογώνιας γεωμετρίας.

που παρουσιάζεται στις εργασίες των Strack [21] και Μαντόγλου [15], χρησιμο-
ποιείται στο σημείο αυτό ως βασική εξίσωση εργασίας:

ϕ(x, y) = q
K
x+ N

K
x(L− x

2
) +

∑2
k=1

∑5
i=1

∑M
j=1

Qj

4πK
ln

(
ai,j(x)+bk,j(y)

ai+1,j(x)+bk,j(y)

)
+

+
∑2

n=1

∑6
k=3

∑5
i=1

∑M
j=1

Qj

4πK
ln

(
ai,j(x)+bk,n,j(y)

ai+1,j(x)+bk,n,j(y)

) (8)
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όπου

a1,j(x) := (x− xj)
2 b1,j(y) := (y − yj)

2

a2,j(x) := (x+ xj)
2 b2,j(y) := (y + yj)

2

a3,j(x) := (x− (2L− xj))
2 b3,n,j(y) := (y − (2nB − yj))

2

a4,j(x) := (x− (2L+ xj))
2 b4,n,j(y) := (y − (2nB + yj))

2

a5,j(x) := (x+ (2L+ xj))
2 b5,n,j(y) := (y + (2nB − yj))

2

a6,j(x) := (x+ (2L− xj))
2 b6,n,j(y) := (y + (2nB + yj))

2

(9)

Τα Qj δηλώνουν ρυθμούς άντλησης (m3/day) της jth ενεργούς γεώτρησης wj,
j = 1, . . . ,M , με συντεταγμένες (xj, yj) .

2.1.4 Διαδικασία στοχαστικής βελτιστοποίησης ALOPEX

Το πρόβλημα βελτιστοποίησης της διαδικασίας αντλήσεων λαμβάνει την ακό-
λουθη μορφή:

max: P ≡ P (QQQ) = e−[S(QQQ)−S(QQQ)]
2
/S2(QQQ) ∈ [0, 1]

s.t.: 0 ≤ Qi ≤ Qi ≤ Qi < QA

S(QQQ) =
∑M

i=1Qi ≤ QA

xτ,i ≤ xi − ds, i = 1, . . . ,M

(10)

όπου P δηλώνει την αντικειμενική συνάρτηση, Qi και Qi είναι οι ελάχιστες και
μέγιστες δυνατότητες αντλήσεως, αντίστοιχα, της ith γεωτρήσεως, QA είναι η
συνολική δυνατότητα αντλήσεως από ολόκληρο τον υδροφορέα, xτ,i είναι η x-
συντεταγμένη του υφάλμυρου μετώπου απέναντι από την ith γεώτρηση και ds
μια προκαθορισμένη απόσταση ασφάλειας.

Ο αλγόριθμος στοχαστικής βελτιστοποίησης που χρησιμοποιούμε, όπως ανα-
φέραμε και προηγουμένως, είναι η έκδοση ALOPEX V, με εξίσωση:

QQQ(k) = QQQ(k−1) + ck∆P (k−1)∆QQQ(k−1) + ggg(k) , k = 2, 3, . . . (11)

όπου
∆Q(k) = QQQ(k) −QQQ(k−1)

∆P (k) = P (QQQ(k))− P (QQQ(k−1))
(12)

για δεδομένες αρχικές τιμές των μεταβλητών ελέγχου QQQ(k), με k = 0, 1. Η πραγ-
ματική παράμετρος ck ελέγχου το πλάτος του όρου feedback, ενώ η ggg(k) ελέγχει
το πλάτος του όρου noise. Ισχύει δε ότι:

ck =
1

|∆P (k−1)|
(13)

and
g
(k)
j = γQ

(k−1)
j X (k)

j , j = 1, · · · ,M (14)
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όπου το γ αναφέρεται σε ένα μικρό ποσοστό 1% − 2% των Q
(k−1)
j , ενώ η X (k)

j

είναι μια τυχαία μεταβλητή με τιμές ομοιόμορφα κατανεμημένες στο διάστημα
(−0.5 , 1).

2.1.5 ALOPEX βελτιστοποίηση με χρήση περιορισμών

Σε κάθε επαναληπτικό βήμα του ALOPEX, μία κατάλληλα επιλεγμένη στρα-
τηγική εφαρμογής κυρώσεων λαμβάνει χώρα, έτσι ώστε να εξασφαλίζεται η κα-
θοδήγηση της όλης διαδικασίας προς την κατεύθυνση όπου μεγιστοποιείται η
χρησιμοποιούμενη αντικειμενική συνάρτηση, λαμβάνοντας υπόψη τους σχετι-
κούς φυσικούς περιορισμούς του προβλήματος. Πιο συγκεκριμένα, βλέπουμε
τα παρακάτω:

Σε κάθε επανάληψη του ALOPEX μεταβάλλονται οι τιμές όλων των μετα-
βλητών ελέγχου Qi, i = 1, . . . ,M , χρησιμοποιώντας ένα σύστημα κυρώσεων
ελέγχου 2 φάσεων, με τα εξής χαρακτηριστικά:

• Και στις δύο φάσεις εφαρμογής των κυρώσεων ελέγχου, οι τιμές εκείνων
των Qi οι οποίες χρειάζονται μεταβολή, μεταβάλλονται κατά ένα ποσοστό,
όπου για τη συγκεκριμένη περίπτωση ισούται με 5%. Αυτή είναι μια 5%
πολιτική, εφαρμοζόμενη μέσω της παραμέτρου δ = 0.05.

• Στην πρώτη φάση, αρχικά, εάν η παρούσα άντληση Q
(k)
i της ith γεώτρησης,

προτεινόμενη από τον ALOPEX, παραβιάζει τη μέγιστη ή την ελάχιστη δυ-
νατή τιμή, δηλαδή Q

(k)
i > Qi or Q(k)

i < Q
i
, η τιμή της Q

(k)
i τροποποιείται ως

εξής:
Q

(k)
i = (1− δ)Qi or Q(k)

i = (1 + δ)Q
i

(15)

για i = 1, . . . ,M .
Παραμένοντας στην πρώτη φάση, ορίζουμε τα αθροίσματα

S
(k)
i−1 :=

∑i−1
j=1Q

(k)
j +

∑M
j=i Q

(k−1)
j

S̃ := S
(k)
i−1 +∆Q

(k)
i −QA

(16)

με S
(k)
0 = S(Q

(k−1)
1 , · · · , Q(k−1)

M ), ενώ ο έλεγχος του συνολικού μεγίστου
ακολουθεί. Έτσι, στην περίπτωση αυτή, εάν S̃ > 0, η τιμή της Q

(k)
i τροπο-

ποιείται ως εξής:
Q

(k)
i = Q

(k)
i − (1 + δ)S̃ (17)

για i = 1, . . . ,M .

• Στη δεύτερη φάση, η εφαρμογή του περιορισμού προσέγγισης επιτυγχά-
νεται σε δύο κύκλους. Στον πρώτο, μόνο οι τιμές άντλησης των ενεργών
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γεωτρήσεων σε κίνδυνο, δηλαδή xτ,i > xi− ds, τροποποιούνται, σύμφωνα
με την εξίσωση:

Q
(k)
i = (1− δ)Q

(k)
i , (18)

για i = 1, . . . ,M .
Στον δεύτερο κύκλο, εάν οι τοπικές διορθώσεις αντλήσεων δεν κατάφεραν
να περιορίσουν την επέλαση του υφάλμυρου μετώπου, εφαρμόζεται μία
γενικευμένη τροποποίηση (βλέπε εξίσωση (18)) στις τιμές των αντλήσεων
όλων των γεωτρήσεων.

2.1.6 Κριτήρια Τερματισμού

Με στόχο τη δημιουργία ενός αποτελεσματικού κριτηρίου ολοκλήρωσης της
διαδικασίας βελτιστοποίησης, χρησιμοποιούμε έναν συνδυασμό της τυπικής από-
κλισης σk̂ της αντικειμενικής συνάρτησης στις τελευταίες σk̂ επαναλήψεις (στην
παρούσα εργασία ορίζεται ότι k̂ = 20) και της διαφοράς των μέσων τιμών µk̂

της αντικειμενικής συνάρτησης στο διάστημα των τελευταίων 2k̂ επαναλήψεων.
Ορίζουμε τη χρησιμοποιούμενες μέση τιμή µk̂ και τυπική απόκλιση σk̂ ως εξής:

µk̂ =
1

k̂

∑k
i=k−k̂ P (QQQ(i))

σk̂ =
√

1

k̂

∑k
i=k−k̂(P (QQQ(i))− µk̂)

2
(19)

όπου k είναι η τρέχουσα επανάληψη, με k − 2k̂ > 0. Τότε, η πραγματοποίηση
του παρακάτω κριτηρίου:

(σk̂ < ϵ1) ∧ (| µk̂ − µ2k̂ |< ϵ2) (20)

για θετικές μικρές ανοχές ϵ1 και ϵ2 (στην παρούσα εργασία και οι δύο ορίζονται
να είναι ίσες με 10−2), θεωρώντας επίσης ότι όλοι οι περιορισμοί ικανοποιούνται,
τερματίζει τη διαδικασία βελτιστοποίησης.

2.1.7 Αριθμητικές προσομοιώσεις - Αποτελέσματα

Για την πιστοποίηση της στοχαστικής διαδικασίας βέλτιστης διαχείρισης αντλή-
σεων, που περιγράφεται στις προηγούμενες παραγράφους, πραγματοποιήθηκε
ένα μεγάλος αριθμός προσομοιώσεων που υλοποίησαν ένα μεγάλο φάσμα δια-
φορετικών τιμών παραμέτρων και κλιματικών συνθηκών. Στην ενότητα αυτή πα-
ρουσιάζουμε τα αποτελέσματα μίας ενδεικτικής προσομοίωσης για να περιγρά-
ψουμε τα τυπικά χαρακτηριστικά της στοχαστικής διαδικασίας βελτιστοποίησης.

Ο υπό μελέτη υδροφορέας διαθέτει 5 ενεργές γεωτρήσεις τοποθετημένες στις
συντεταγμένες (x1, y1) = (2657, 1572), (x2, y2) = (3353, 2200), (x3, y3) = (3932, 975),
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(x4, y4) = (4632, 2470) και (x5, y5) = (4873, 1586), τα δε χαρακτηριστικά του περι-
γράφονται στον Πίνακα 1 που ακολουθεί.

Πίνακας 1: Χαρακτηριστικά υδροφορέα Καλύμνου.

Aquifer characteristics Well characteristics
L = 7000m rc = 300m
W = 3000m ds = 100m
K = 100m/day QA = 15000m3/day
q = 1.23m2/day Qj = 2500m3/day, j = 1, . . . ,M
d = 25m Q

j
= 200m3/day, j = 1, . . . ,M

N = 30mm/year M : number of aquifer wells.

Τα αποτελέσματα ενός τυπικού ελέγχου 500 επαναλήψεων του ALOPEX, καθώς
και τα αντίστοιχα αριθμητικά δεδομένα που τις τεκμηριώνουν, συνοψίζονται στα
Σχήματα 3-4 και στον πίνακα 2.

Σχήμα 3: Βέλτιστη θέση του μετώπου της υφάλμυρης σφήνας.

(αʹ) Objective function P (QQQ) vs iterations. (βʹ) Well pumping rates Qj vs iterations.

Σχήμα 4: Αντικειμενική συνάρτηση και αντλήσεις των ενεργών γεωτρήσεων.
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Μελετώντας το Σχήμα 4αʹ, παρατηρούμε ότι ο ALOPEX οδηγεί την αντικειμε-
νική συνάρτηση P (QQQ) λαμβάνοντας υπόψη τους σχετικούς περιορισμούς, κοντά
στη μέγιστη τιμή της έπειτα από λίγες σχετικά επαναλήψεις. Επιπλέον, παρα-
τηρώντας τις στήλες 3 και 5 του πίνακα 2, είναι σαφές ότι η βέλτιστη συνολική
ικανότητα άντλησης S(QQQ) διαφέρει από τη βέλτιστη τιμή των S(QQQ) μετά την εφαρ-
μογή του κριτηρίου τερματισμού μόνο σε λίγα κυβικά μέτρα.

Πίνακας 2: Αριθμητικά αποτελέσματα στοχαστικού αλγορίθμου ALOPEX

ALOPEX Terminal Total Optimal Stopping Criterion SC Optimal
Performance Values Values (SC) Values Values
k (# iter.) 500 500 84 63

P (QQQ(k)) 0.62769 0.62769 0.62467 0.62753

Q
(k)
1 202.27 202.27 214.30 206.41

Q
(k)
2 504.38 504.38 739.03 720.10

Q
(k)
3 1303.05 1303.05 911.41 923.57

Q
(k)
4 1047.07 1047.07 1254.90 1278.27

Q
(k)
5 912.85 912.85 805.97 838.96

S(QQQ(k)) 3969.62 3969.62 3925.60 3967.30
Time in secs 7.87 1.32

2.2 Συνδυασμός ALOPEX με πλατφόρμα PTC για δεδομένα
πεδίου.

2.2.1 PTC - Princeton Transport Code

Η πλατφόρμα PTC (Princeton Transport Code, βλέπε [6]) είναι ένας τρισδιά-
στατος προσομοιωτής υπόγειας ροής και μεταφοράς μάζας-ρύπων, που χρησι-
μοποιεί έναν συνδυασμό των μεθόδων πεπερασμένων στοιχείων και πεπερα-
σμένων διαφορών, όπου για την περίπτωση ενός ομοιογενούς μη-περιορισμένου
υδροφορέα λαμβάνει τη μορφή (βλέπε [10]):

∇ · (Kh∇h) +W = Sy
∂h

∂t
(21)

όπου h δηλώνει την υδραυλική κεφαλή, K είναι η υδραυλική αγωγιμότητα, W
η ογκομετρική ροή ανά μονάδα όγκου, Sy είναι η ειδική απόδοση και t είναι ο
χρόνος.
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Το PTC χρησιμοποιεί έναν υβριδικό αλγόριθμο διάσπασης για την επίλυση
του πλήρως τρισδιάστατου συστήματος. Κάθε τομέας διακριτοποιείται σε παράλ-
ληλες οριζόντιες στρώσεις, σε κάθε μία από τις οποίες η χρήση πεπερασμένων
στοιχείων επιτρέπει την ακριβή αναπαράσταση γεωμετρικά ακανόνιστων περιο-
χών. Για την κατακόρυφη σύνδεση των στρωμάτων χρησιμοποιείται η μέθοδος
πεπερασμένων διαφορών. Αυτή η υβριδική σύζευξη πεπερασμένων στοιχείων
και πεπερασμένων διαφορών, παρέχει την ευκαιρία να χωριστούν οι υπολογι-
σμοί σε δύο στάδια κατά τη διάρκεια ενός δεδομένου χρόνου επανάληψης. Στο
πρώτο βήμα, όλες οι οριζόντιες εξισώσεις επιλύονται, ενώ στο δεύτερο βήμα,
επιλύονται οι κάθετες εξισώσεις που συνδέουν τις στρώσεις (βλέπε [6]). Αυτό
το μοντέλο έχει χρησιμοποιηθεί με επιτυχία σε αρκετές προηγούμενες μελέτες
(π.χ. [5], [14], [8]).

Στα πλαίσια της παρούσας ερευνητικής δραστηριότητας, το μοντέλο PTC
χρησιμοποιείται σε συνδυασμό με τις προσεγγίσεις sharp interface και Ghyben-
Herzberg (που περιγράφησαν αναλυτικά στο κεφάλαιο 2.1), προκειμένου να
εκτιμηθεί ο βαθμός διείσδυσης υφάλμυρου νερού στο εσωτερικό του υδροφο-
ρέα.

2.2.2 Περιοχή μελέτης και αριθμητική μοντελοποίηση

Η περιοχή μελέτης βρίσκεται στο δήμο Χερσονήσου, ένας υδροφορέας στη
βόρεια ακτή του Ελληνικού νησιού της Κρήτης, 25 km ανατολικά της πόλης του
Ηρακλείου. Η λεκάνη της Χερσονήσου καλύπτει μια έκταση περίπου 18 km2, και
εκτείνεται για 3.8 km σε W - Ε κατεύθυνση και σχεδόν 4.7 km σε κατεύθυνση
Ν - S. Κατά τη διάρκεια της θερινής περιόδου η ζήτηση του νερού είναι υψηλή
λόγω της εκτεταμένων τουριστικών και γεωργικών δραστηριοτήτων, εντείνοντας
το πρόβλημα της υφαλμύρισης. Η περιοχή ενδιαφέροντος περιλαμβάνει πέντε
ενεργές γεωτρήσεις που δραστηριοποιούνται όλο το χρόνο, ιδιαίτερα κατά τη
διάρκεια της καλοκαιρινής περιόδου, προκειμένου να καλυφθούν οι ανάγκες άρ-
δευσης και ύδρευσης, εξαιτίας της αύξησης του πληθυσμού της κατά τη διάρκεια
της θερινής περιόδου λόγω του αυξημένου τουρισμού.

Η υδρολογική λεκάνη αποτελείται κυρίως από καρστικοποιημένους ασβεστό-
λιθους μεταβλητής υδραυλικής αγωγιμότητας και μάργες, ενώ κατά μήκος της
ακτογραμμής μπορούν να βρεθούν αλλουβιανές αποθέσεις υψηλής διαπερα-
τότητας (βλέπε [19]). Οι τιμές της υδραυλικής αγωγιμότητας που εμφανίζονται
στους συγκεκριμένους γεωλογικούς σχηματισμούς παρουσιάζονται αναλυτικά
στο Σχήμα 5.

Αρχικά, προσομοιώνουμε τη ροή των υπόγειων υδάτων για το χρονικό διά-
στημα των 6 μηνών, που αντιπροσωπεύει την εποχή της ξηρασίας, όταν η διείσ-
δυση αλμυρού νερού είναι πιο έντονη. Εν συνεχεία, προσομοιώνουμε τη ροή
των υδάτων για ένα νέο εξάμηνο, το οποίο όμως αντιστοιχεί σε χειμερινές συν-
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Σχήμα 5: Περιοχές με διαφορετικές τιμές υδραυλικής αγωγιμότητας.

θήκες ανατροφοδότησης του υδροφορέα, με αυξημένη εισροή γλυκού νερού στη
λεκάνη. Μια Dirichlet οριακή συνθήκη σταθερής κεφαλής ίση με 100 m εφαρμό-
στηκε κατά μήκος της ακτής για να προσομοιώσει το όριο στη θάλασσα, ενώ
διάφορες συνθήκες Neumann εφαρμόζονται στο νότιο όριο της περιοχής κατά
τη διάρκεια της διαδικασίας βαθμονόμησης, προκειμένου να προσομοιαστεί η
πλαϊνή εισροή υπόγειων υδάτων με τις μετρούμενες τιμές υδραυλικής κεφαλής
στις γεωτρήσεις (βλέπε Σχήμα 6). Σχετικά με θέση του μετώπου της υφάλμυρης

Σχήμα 6: Περιφερειακή ανατροφοδότηση του υδροφορέα και πλέγμα διακριτο-
ποίησης αποτελούμενο από 1984 στοιχεία και 1050 κόμβους, τους οποίους ο
κώδικας PTC χρησιμοποιεί για να υπολογίζει τις τιμές της υδραυλικής κεφαλής
στο εσωτερικό του υδροφορέα.

σφήνας, σύμφωνα με σχέση των Ghyben-Herzberg, η τιμή της υδραυλικής κεφα-
λής εκτιμάται στα hf = 2.5m, δεδομένου ότι το βάθος του υπό μελέτη υδροφορέα



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ4.3/16

ισούται με 100m. Επομένως, οι ισοϋψείς των 100+2.5 = 102.5m αντιπροσωπεύ-
ουν το όριο της υδραυλικής κεφαλής πέραν από το οποίο, η περιοχή θεωρείται
ότι έχει υποστεί το φαινόμενο της υφαλμύρισης.

2.2.3 Διαδικασία βελτιστοποίησης διαχείρισης αντλήσεων

Ως M ορίζουμε να είναι το πλήθος των ενεργών γεωτρήσεων στην τοπική
περιοχή, ενώ το διάνυσμα QQQ ορίζεται ως εξής:

QQQ = (Q1, . . . , QM) (22)

όπου Qi, δηλώνει τον ρυθμό άντλησης της ith ενεργούς γεωτρήσεως με συντε-
ταγμένες (xi, yi), για i = 1, . . . ,M . Ο αντικειμενικός μας στόχος, δηλαδή η με-
γιστοποίηση των αντλήσεων γλυκού νερού, αποφεύγοντας παράλληλα τη μετα-
κίνηση και είσοδο του υφάλμυρου μετώπου στο εσωτερικό μια περιοχής ασφά-
λειας γύρω από κάθε γεώτρηση, μπορεί να παρουσιαστεί μέσω του παρακάτω
μη-γραμμικού προβλήματος βελτιστοποίησης (βλέπε [25]):

max: P ≡ P (QQQ) = e−[S(QQQ)−S(QQQ)]
2
/S2(QQQ) ∈ [0, 1]

s.t.: 0 ≤ Qi ≤ Qi ≤ Qi < QA

S(QQQ) =
∑M

i=1Qi ≤ QA

xτ,i ≤ xi − ds, i = 1, . . . ,M

(23)

όπου P δηλώνει την αντικειμενική συνάρτηση, Qi και Qi είναι οι ελάχιστες και
μέγιστες δυνατότητες αντλήσεως, αντίστοιχα, της ith γεωτρήσεως, QA είναι η
συνολική δυνατότητα αντλήσεως από ολόκληρο τον υδροφορέα, xτ,i είναι η x-
συντεταγμένη του υφάλμυρου μετώπου απέναντι από την ith γεώτρηση και ds
μια προκαθορισμένη απόσταση ασφάλειας.

2.2.4 Στρατηγικές ασφάλειας

Ο ρόλος της παραμέτρου ds, που χρησιμοποιείται στις εξισώσεις (23), είναι
κεντρικός στη δημιουργία μιας στρατηγικής ασφάλειας για την προστασία του
υδροφορέα. Στην εργασία αυτή, η παράμετρος ds θεωρείται ότι αντιπροσωπεύει
την μέση ακτίνα του πολυγωνικού τομέα προστασίας γύρω από κάθε ενεργή
γεώτρηση. Αυτή η περιοχή αποτελείται από έναν αριθμό κόμβων προστασίας,
γύρω από τα ενεργά σημεία άντλησης (βλέπε Σχήμα 7). Στην παρούσα εφαρ-
μογή μας, ο αποφασιστικός παράγοντας για τον καθορισμό της τιμής της ds εί-
ναι η απαίτησή μας, να παραμένει το μέτωπο της υφάλμυρης σφήνας εκτός της
περιοχής ασφάλειας γύρω από κάθε γεώτρηση, χρησιμοποιώντας τις βέλτιστες
τιμές αντλήσεων που προτείνει ο ALOPEX αλλά και τιμές αντλήσεων τεχνητά
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προσαυξημένες κατά 10%. Η απαίτηση αυτή μας οδήγησε άμεσα στον καθορι-
σμό της τιμής αυτής της παραμέτρου μέσω ενός πλήθους προσομοιώσεων, ως
ds = 180 m. Να επισημάνουμε ότι η συγκεκριμένη τιμή, αν και στην παρούσα
εφαρμογή μας διατηρείται ομοιόμορφη για όλες τις ενεργές γεωτρήσεις, μπορεί
να οριστεί διαφορετικά για κάθε μία από αυτές, ανάλογα με την τοπική στρατη-
γική προστασίας που ακολουθούμε.

Σχήμα 7: Κόμβοι προστασίας (σε κόκκινους κύκλους) γύρω από κάθε ενεργή
γεώτρηση, τοποθετημένοι σε μια μέση απόσταση των ds = 180 m. Ορίζεται έτσι
μια πολυγωνική περιοχή ασφάλειας, όπου μέσω της εφαρμογής των κυρώσεων
ελέγχου του ALOPEX, επιτυγχάνεται ο έλεγχος κίνησης του μετώπου της υφάλ-
μυρης σφήνας στο εσωτερικό του υδροφορέα.

2.2.5 ALOPEX βελτιστοποίηση με χρήση περιορισμών

Ο αλγόριθμος στοχαστικής βελτιστοποίησης που χρησιμοποιούμε, όπως και
στην προηγούμενη ενότητα, είναι η έκδοση ALOPEX V, με εξίσωση:

QQQ(k) = QQQ(k−1) + ck∆P (k−1)∆QQQ(k−1) + ggg(k) , k = 2, 3, . . . (24)

όπου
∆QQQ(k) = QQQ(k) −QQQ(k−1)

∆P (k) = P (QQQ(k))− P (QQQ(k−1))
(25)

για δεδομένες αρχικές τιμές των μεταβλητών ελέγχου QQQ(k), με k = 0, 1. Η πραγ-
ματική παράμετρος ck ελέγχου το πλάτος του όρου feedback, ενώ η ggg(k) ελέγχει
το πλάτος του όρου noise. Ισχύει δε ότι:

ck =
1

|∆P (k−1)|
(26)
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and
g
(k)
j = γQ

(k−1)
j X (k)

j , j = 1, · · · ,M (27)

όπου το γ αναφέρεται σε ένα μικρό ποσοστό 1% − 2% των Q
(k−1)
j , ενώ η X (k)

j

είναι μια τυχαία μεταβλητή με τιμές ομοιόμορφα κατανεμημένες στο διάστημα
(−0.5 , 1).

Σε κάθε επανάληψη του ALOPEX μεταβάλλονται οι τιμές όλων των μεταβλη-
τών ελέγχου Qi, i = 1, . . . ,M , χρησιμοποιώντας ένα σύστημα κυρώσεων ελέγ-
χου 2 φάσεων. Η πρώτη φάση επικεντρώνεται στην εφαρμογή δύο περιορισμών
που περιγράφονται στις εξισώσεις (23), οι οποίοι προηγούνται της εφαρμογής
του κώδικα PTC, ενώ στην δεύτερη φάση γίνεται η εφαρμογή του τρίτου περιορι-
σμού, ο οποίος ακολουθεί την εφαρμογή του PTC. Για την αναλυτική περιγραφή
του χρησιμοποιούμενου συστήματος κυρώσεων ελέγχου, παραπέμπουμε στο
προηγούμενο κεφάλαιο 2.1.4.

Στο Σχήμα 8 που ακολουθεί, η μεθοδολογία βελτιστοποίησης αντλήσεων
ALOPEX/PTC όπως αυτή περιγράφηκε ως τώρα, παρουσιάζεται μέσω του πα-
ρακάτω διαγράμματος ροής.

2.2.6 Αριθμητικές προσομειώσεις

Οι προσομοιώσεις που ακολουθούν παρουσιάζουν τη συμπεριφορά του συν-
δυαστικού αλγορίθμου ALOPEX/PTC σε ένα καλοκαιρινό σενάριο άντλησης-
ανατροφοδότησης, όπου N = 0 mm/year, ενώ η πλαϊνή ανατροφοδότηση του
υδροφορέα χαρακτηρίζεται από Neumann συνοριακές συνθήκες, όπως παρου-
σιάζεται στο Σχήμα 6.

Στον υδροφορέα αυτό εμφανίζονται 5 ενεργές γεωτρήσεις, οι συντεταγμένες
των οποίων (βλέπε Σχήμα 6) έχουν ορισθεί βάσει ενός γεωγραφικού συστήματος
συντεταγμένων. Από τις 5 αυτές γεωτρήσεις, η γεώτρηση Νο 1 βρίσκεται τοπο-
θετημένη πολύ κοντά στη θαλάσσια ακτογραμμή, με συνέπεια να είναι διαρκώς
υφαλμυρισμένη, ανεξάρτητα με το αν είναι ή όχι ενεργή. Το νερό που εξάγε-
ται από τη γεώτρηση αυτή είναι πάντοτε ακατάλληλο για ύδρευση ή άρδευση
της τοπικής κοινότητας. Εντός του αλγορίθμου ALOPEX/PTC, μελετάμε τις τι-
μές αντλήσεων που η γεώτρηση αυτή μπορεί να αποδώσει, αλλά λαμβάνοντας
υπόψη την ιδιαίτερα κακή τοποθέτησή της κοντά στη θάλασσα, δεν τη χρησι-
μοποιούμε στο συνολικό πλάνο βέλτιστων αντλήσεων που κατασκευάζουμε για
τον υδροφορέα αυτό.

Στον Πίνακα 3 παρουσιάζουμε τις μέγιστεςQi και ελάχιστες δυνατότητες αντλή-
σεων για όλες τις ενεργές γεωτρήσεις του υδροφορέα υπό μελέτη, με την ιδιότητα
οι ελάχιστες να ικανοποιούν τη σχέση: Q

i
= 0.3 ∗Qi για i ∈ {1, .., 5}.
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Σχήμα 8: Διάγραμμα ροής της διαδικασίας βελτιστοποίησης ALOPEX/PTC.

Πίνακας 3: Δυνατότητες άντλησης (m3/day) των θέσεων ενεργών γεωτρήσεων

i 1 2 3 4 5
Qi 1800.00 2520.00 576.00 2520.00 146.00
Q

i
540.00 756.00 172.80 756.00 43.80

Προφίλ DRY_5: Καλοκαιρινό σενάριο 5 ενεργών γεωτρήσεων Το προφίλ
Dry_5 αντιστοιχεί σε ένα ξηρό, καλοκαιρινό σενάριο (N = 0 mm/year) σενάριο,
όπου η γεώτρηση Νο 1 είναι ενεργή αλλά αντλεί μονάχα υφάλμυρο νερό.

Όλα τα αποτελέσματα από την ALOPEX/PTC διαδικασία στοχαστικής βελτιστο-
ποίησης κατά τη διάρκεια ενός τυπικού κύκλου 500 επαναλήψεων, συνοψίζονται
στον Πίνακα 4 (όπου tk είναι το υπολογιστικό κόστος σε χρόνο του αλγορίθμου
μέχρι την kth επανάληψη, σε δευτερόλεπτα) καθώς και στο Σχήμα 9.
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Πίνακας 4: Αλγόριθμος ALOPEX/PTC: Προφίλ DRY_5

Problem Total Optimal Stopping Criterion
Parameters Values Optimal Values
k (# iter.) 404 79

P (QQQ(k)) 0.9756 0.97153

Q
(k)
1 1787.02 1735.11

Q
(k)
2 1368.66 1340.61

Q
(k)
3 560.20 561.66

Q
(k)
4 2519.43 2515.91

Q
(k)
5 138.09 123.45

S(QQQ(k)) 6373.40 6276.74
tk 378.5125 74.0161

Παρατηρώντας το Σχήμα 9αʹ εύκολα διαπιστώνει κάποιος ότι οι θέσεις των
γεωτρήσεων, εκτός φυσικά από τη θέση Νο 1, παραμένουν ασφαλείς από την
διείσδυση υφάλμυρου νερού, δεδομένου ότι το υφάλμυρο μέτωπο (ισοϋψής γραμμή
των h = 102.5 m) κρατήθηκε σε απόσταση τουλάχιστον ds = 180 m μακριά από
όλες τις προστατευόμενες περιοχές που δραστηριοποιούνται. Είναι επίσης ση-
μαντικό ότι, όπως το Σχήμα 9βʹ υποδηλώνει, ότι προσαυξήσεις 10% για όλους
τους βέλτιστους ρυθμούς άντλησης Qi που αναφέρονται στον Πίνακα 4, δεν απο-
τελούν απειλή για την ακεραιότητα των προστατευόμενων ενεργών περιοχών
άντλησης, λόγω της κατάλληλα επιλεγμένης τιμής της απόστασης ασφαλείας ds,
όπως αυτή περιγράφηκε προηγουμένως στο κεφάλαιο 2.2.4. Παρατηρούμε ότι
ο αλγόριθμος ALOPEX οδηγεί την αντικειμενική συνάρτηση (βλέπε Σχήμα 9γʹ)
σε μία γειτονιά βέλτιστων, υπό περιορισμούς, λύσεων έπειτα από σχεδόν 80
επαναλήψεις και παραμένει κοντά σε αυτήν, για το υπόλοιπο της διαδικασίας,
μέσα σε σχετικά μικρές διακυμάνσεις πλάτους. Παρόμοια συμπεριφορά μπορεί
να παρατηρηθεί στο Σχήμα 9δʹ, για τις μεταβλητές ελέγχου Qi της διαδικασίας.

Ο συνολικός χρόνος λειτουργίας της διαδικασίας βελτιστοποίησης ισούται με
t500 = 468.4561 secs, με μέσο χρόνο ανά επανάληψη ίσο με 0.9369 secs. Επιση-
μαίνουμε ότι το έντονο υπολογιστικά μέρος της διαδικασίας αυτής είναι η εκτέ-
λεση της μονάδας PTC. Ως εκ τούτου, το συνολικό υπολογιστικό κόστος εξαρτά-
ται κυρίως από τον αριθμό των εκτελέσεων PTC, η οποία συνδέεται στενά με το
πλήθος των διορθώσεων που το σύστημα ελέγχου κυρώσεων αναγκάζεται να
πραγματοποιήσει στις τρέχουσες προτεινόμενες τιμές αντλήσεων.

Να συμπληρώσουμε στο σημείο αυτό ότι στις εργασίες μας [23] και [24] γίνε-
ται αναλυτική περιγραφή τριών ακόμη σεναρίων ανατροφοδότησης του συγκε-
κριμένου υδροφορέα.
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(αʹ) Τιμές υδραυλικής κεφαλής χρησιμοποιώ-
ντας τις βέλτιστες τιμές αντλήσεων.

(βʹ) Τιμές υδραυλικής κεφαλής χρησιμοποιώ-
ντας τις βέλτιστες τιμές αντλήσεων προσαυξη-
μένες κατά 10%.

(γʹ) Τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης
P (QQQ(k)) κατά τη διάρκεια των k = 500 επα-
ναλήψεων.

(δʹ) Τιμές αντλήσεων Qi κατά τη διάρκεια των
k = 500 επαναλήψεων.

Σχήμα 9: Προφίλ DRY_5: Συμπεριφορά του αλγορίθμου ALOPEX/PTC για το
Dry σενάριο με 5 ενεργές γεωτρήσεις, σε ένα τυπικό κύκλο 500 επαναλήψεων.

2.2.7 Αποτελέσματα ALOPEX/PTC διαχείρισης υδροφορέα Χερσονήσου

Ο συνδυαστικός στοχαστικός αλγόριθμος ALOPEX/PTC στην περίπτωση
του υδροφορέα της Χερσονήσου υπήρξε ιδιαίτερα αποτελεσματικός, αφού αφε-
νός μεγιστοποίησε τις αντλήσεις γλυκού νερού από τις υπάρχουσες γεωτρήσεις,
αφετέρου οι γεωτρήσεις αυτές παρέμειναν ασφαλείς από το φαινόμενο της υφαλ-
μύρισης. Η προστασία τους επιτυγχάνεται μέσω της χρήσεως κατάλληλων πε-
ριορισμών ενσωματωμένων στον αλγόριθμο ALOPEX, οι οποίοι επεμβαίνοντας
στις προτεινόμενες από τον αλγόριθμο αντλήσεις, περιορίζουν τη μετακίνηση
του υφάλμυρου μετώπου στο εσωτερικό του υδροφορέα, σε περιοχές εκτός των
περιοχών ασφάλειας που ορίσαμε γύρω από κάθε γεώτρηση. Με τη διαδικα-
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σία αυτή κατέστη δυνατή η αξιοποίηση μεγαλύτερων ποσοτήτων γλυκού νερού
από τις υπάρχουσες γεωτρήσεις, σε σχέση με δεδομένα αντλήσεων γνωστά στη
βιβλιογραφία.

2.3 Συνδυασμός ALOPEX με πλατφόρμα FEniCS για δεδο-
μένα πεδίου.

Σε αυτή την ερευνητική δραστηριότητα έγινε μελέτη της επίλυσης προβλημά-
των υφαλμύρισης υδροφορέων με τη χρήση λογισμικών ανοικτού κώδικα FEniCS
([29], [30]). Η πλατφόρμα αυτή υλοποιεί αριθμητικές μεθόδους πεπερασμένων
στοιχείων υψηλής ακρίβειας για την επίλυση μερικών διαφορικών εξισώσεων.

Πιο συγκεκριμένα έγινε επίλυση των προβλημάτων που μοντελοποιούν την
υφαλμύριση των υδροφορέων της περιοχών Καλύμνου και Χερσονήσου Κρήτης.
H γεωμετρία του πρώτου υδροφορέα επιτρέπει τη διακριτοποίηση μέσω ομοιό-
μορφα δομημένου πλέγματος, ενώ αυτή του δεύτερου τη χρήση μη δομημένων
πλεγμάτων στη κατασκευή των πεπερασμένων στοιχείων της αριθμητικής μεθό-
δου.

2.3.1 Υδροφορέας Καλύμνου

Όπως έχει αναφερθεί ο υδροφορέας της Καλύμνου μπορεί να προσομοιω-
θεί με μια ορθογώνια περιοχή 7 επί 3 χιλιομέτρων. Στη διαφορική εξίσωση, η
επίλυση της οποίας θα προσδιορίσει το δυναμικό ροής, σε αυτή τη περίπτωση
θα έχει συνοριακές συνθήκες Dirichlet μηδέν στην αριστερή πλευρά του χωρίου
όπου υπάρχει η θάλασσα. Στις υπόλοιπες πλευρές οι συνοριακές συνθήκες εί-
ναι τύπου Neumann με τις δυο μεγάλες πλευρές του να έχουν τιμή ίση με μηδέν,
ενώ η άλλη τιμή ίση με 1.23 λόγω του ορεινού όγκου που υπάρχει εκεί και την
τροφοδότηση του υδροφορέα με γλυκό νερό από τα βουνά. Ως προς τη βρο-
χόπτωση έγινε ομοιόμορφη κατανομή κατανομή ύψους 3 εκατοστών σε ετήσια
βάση σε ολόκληρη τη περιοχή του υδροφορέα.

H μελέτη του προβλήματος υφαλμύρισης περιλαμβάνει δυο είδη προσεγγί-
σεων. Το πρόβλημα που αντιστοιχεί στη πρώτη προσέγγιση του ζητήματος πε-
ριλαμβάνει την υπόθεση της ύπαρξης ομοιόμορφης υδραυλικής αγωγιμότητας
K = 100 σε όλη την έκταση του υδροφορέα.

Η δεύτερη προσέγγιση του προβλήματος περιλαμβάνει τη χρήση τεσσάρων
περιοχών με διαφορετικές τιμές υδραυλικής αγωγιμότητας εδάφους, η οποία
ποικίλει μεταξύ των τιμών 25, 35, 50 και 75. Το Σχήμα 10 εμφανίζει τον υδρο-
φορέα σύμφωνα με τις δυο διαφορετικές προσεγγίσεις καθώς και το μέτωπο
της φυσικής υφαλμύρισης για τη περίπτωση μηδενικών αντλήσεων από τα πέ-
ντε πηγάδια της περιοχής του υδροφορέα. Οι γαλάζιοι κύκλοι περιμετρικά των
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Σχήμα 10: Yδροφορέας προβλήματος Καλύμνου με διαφορετικές προσεγγίσεις
ως προς τις υδραυλικές αγωγιμότητες του εδάφους.

πηγαδιών καθορίζουν την απαγορευμένη ζώνη εισόδου του μετώπου της θάλασ-
σας, ενώ τα κόκκινα σημεία στις περιφέρειες τους είναι τα σημεία ελέγχου (guard
points). Η ζώνη αυτή έχει προσδιοριστεί στη κυκλική περιοχή κάθε πηγαδιού με
κέντρο το σημείο του και ακτίνα ίση με 400 μέτρα.

Η διακριτοποίηση του υδροφορέα έγινε χρήση ορθογώνιων τριγώνων, αφού
η γεωμετρία του υδροφορέα το επέτρεπε. Έτσι η αριθμητική μέθοδος επίλυσης
βασίστηκε σε ομοιόμορφα τριγωνικά πεπερασμένα στοιχεία για όλο τον υδρο-
φορέα.

Ως προς τη μέθοδο βελτιστοποίησης των αντλήσεων εφαρμόστηκε ο αλγό-
ριθμος της μεθόδου ALOPEX με τα ίδια ακριβώς χαρακτηριστικά της υλοποίησης
του προβλήματος στην πλατφόρμα λογισμικού PTC.

2.3.2 Υδροφορέας Χερσονήσου Κρήτης

Η γεωμετρία του συγκεκριμένου προβλήματος, όπως έχει ήδη περιγραφεί,
εισήχθη επιτυχώς ψηφιακά στη πλατφόρμα λογισμικού FEniCS. Στο Σχήμα 11
εμφανίζονται οι περιοχές με διαφορετική υδραυλική αγωγιμότητα που απαρτί-
ζουν το γεωλογικό χάρτη του υδροφορέα καθώς και η διακριτοποίηση τους.

Σχήμα 11: Διακριτοποίηση υδροφορέα προβλήματος δοκιμής Χερσονήσου.
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Στη μελέτη επίλυσης του συγκεκριμένου προβλήματος στην πλατφόρμα λογι-
σμικού FEniCS χρησιμοποιήθηκαν κατάλληλες τιμές στις συνοριακές συνθήκες,
καθώς και κατάλληλη κανονικοποίηση της ΜΔΕ, ώστε η τρέχουσα δισδιάστατη
γεωμετρία που εισήχθη στο FEniCS να παράγει παραπλήσια αποτελέσματα με
αυτά που παρήχθησαν από την τρισδιάστατη γεωμετρία που εισήχθη στο PTC.
Τονίζουμε πάντως ότι βρίσκεται υπό μελέτη η τελική προσέγγιση του τρισδιά-
στατου μοντέλου από δισδιάστατες προσεγγίσεις που πιθανόν να οδηγήσει σε
αναθεώρηση των τιμών που έχουν χρησιμοποιηθεί.

Όπως είναι γνωστό σε αυτόν τον υδροφορέα το μέτωπο υφαλμύρισης εμ-
φανίζεται για τιμή δυναμικού ροής ίση με 128.125, άρα στον προσδιορισμό της
θέσης του μετώπου θα πρέπει να αναζητηθούν πεπερασμένα τριγωνικά στοι-
χεία των οποίων οι τιμές του δυναμικού ροής στις κορυφές βρίσκονται εκατέρω-
θεν αυτής της τιμής. Αν λάβουμε υπόψη ότι ο συγκεκριμένος υδροφορέας έχει
έκταση περίπου 18 τετραγωνικά χιλιόμετρα, τότε καταλαβαίνουμε ότι τα πεπε-
ρασμένα στοιχεία του μη δομημένου πλέγματος διακριτοποίησης του θα έχουν
ακμές μερικές δεκάδες ή καλύτερα εκατοντάδες μέτρα. Έτσι ο προσδιορισμός
της θέσης του μετώπου θα γίνεται με απόκλιση αρκετών εκατοντάδων μέτρων
από την πραγματική του θέση αν χρησιμοποιηθούν μόνο οι κορυφές των στοι-
χείων για αυτό το σκοπό. Αυτό δημιουργεί σημαντικές αποκλίσεις στην εύρεση
των βέλτιστων τιμών αντλήσεων των πηγαδιών, διότι η θέση του μετώπου εί-
ναι καθοριστική για την αποδοχή ή όχι των δοκιμαστικών τιμών αντλήσεων από
τη διαδικασία βελτιστοποίησης τους. Οπότε χρειάζεται ακριβέστερος προσδιο-
ρισμός της θέσης του μετώπου στο εσωτερικό των πεπερασμένων στοιχείων.
Αυτό έχει ως αποτέλεσμα τη χρήση της γραμμικής παρεμβολής μεταξύ των ση-
μείων των δυο πλευρών του πεπερασμένου στοιχείου με τιμή δυναμικού ροής
ίση με 128.125. Έτσι θα κατασκευάζεται το τμήμα του μετώπου με μεγαλύτερη
ακρίβεια μέσα σε κάθε πεπερασμένο στοιχείο στο εσωτερικό του οποίου διέρχε-
ται το μέτωπο υφαλμύρισης. Η διαδικασία αυτή μπορεί να περιγραφεί συνοπτικά
με τον ακόλουθο αλγόριθμο.

2.3.3 Αλγόριθμος σχεδίασης μετώπου υφαλμύρισης

Βήμα 1: Εύρεση του πεπερασμένου στοιχείου ei για i = 1 από τα στοιχεία του εξωτερι-
κού συνόρου το οποίο διαπερνά το μέτωπο
Βήμα 2: Υπολογισμός σημείων πλευρών του ei από τα οποία διέρχεται το μέτωπο και
σχεδιασμός του με γραμμική παρεμβολή
Βήμα 3: Αν το πεπερασμένο στοιχείο ei δεν είναι στοιχείο εξωτερικού συνόρου εύρεση
του πεπερασμένου στοιχείου ei+1 από τα γειτονικά στοιχεία του ei το οποίο διαπερνά το
μέτωπο, διαφορετικά εκτέλεση βήματος 5.
Βήμα 4: Για i = i+ 1 εκτέλεση βήματος 2
Βήμα 5: Ολοκλήρωση προσδιορισμού μετώπου
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2.3.4 Αποτελέσματα ALOPEX/FEniCS διαχείρισης υδροφορέα Καλύμνου

Το πρόβλημα μοντελοποίησης της υφαλμύρισης του υδροφορέα Καλύμνου,
όπως περιγράφηκε στην προηγούμενη ενότητα, επιλύθηκε αριθμητικά στη πλατ-
φόρμα λογισμικού FEniCS. Η λύση που παράχθηκε και εμφανίζεται στο Σχήμα
12, αναφέρεται στο δυναμικό ροής κατά τη περίπτωση της φυσικής υφαλμύρι-
σης του υδροφορέα. Το αριστερό γράφημα περιλαμβάνει τη περίπτωση ομοιό-
μορφης αγωγιμότητας εδάφους, ενώ το δεξί αυτή με τις κυμαινόμενες τιμές σε
υποπεριοχές.

Σχήμα 12: Δυναμικό ροής φυσικής υφαλμύρισης προβλήματος Καλύμνου με δια-
φορετικές προσεγγίσεις ως προς τις υδραυλικές αγωγιμότητες του εδάφους.

Η χρήση δομημένου πλέγματος διακριτοποίησης επιτρέπει τον υπολογισμό
της τάξης σύγκλισης της αριθμητικής μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων.
Επειδή τα πολυώνυμα βάσης που έχουν επιλεγεί είναι γραμμικά, αναμένεται η
τάξη σύγκλισης να είναι τετραγωνική. Γιαυτό το σκοπό υπολογίστηκε η L2 νόρμα
του σφάλματος μεταξύ διαφόρων διακριτοποιήσεων, οι οποίες σε κάθε εναλ-
λαγή πλέγματος θα διαθέτουν πεπερασμένα στοιχεία διπλάσιου μήκους κάθε-
των πλευρών κάθε φορά. Η πιο πυκνή διαμέριση είναι αυτή κατά την οποία το
μήκος των κάθετων πλευρών των στοιχείων είναι ίση με 6.25 μέτρα. Το σφάλμα
κάθε προσεγγιστικής επίλυσης σε κάθε πλέγμα υπολογίστηκε ως προς τη λύση
αυτής της διακριτοποίησης. Έτσι επιλύθηκαν προβλήματα με μήκος κάθετων
πλευρών των στοιχείων 12.5, 25, 50 και 100 μέτρα για προβλήματα με ενιαία
τιμή υδραυλικής αγωγιμότητας και διαφορετικής για κάθε υποχωρίο του υδρο-
φορέα. Στους πίνακες που ακολουθούν εμφανίζονται οι τιμές του σφάλματος και
της τάξης σύγκλισης της αριθμητικής μεθόδου για τις περιπτώσεις ομοιόμορφης
(αριστερά) και ανομοιόμορφης (δεξιά) υδραυλικής αγωγιμότητας.

h ||Eh||2 Order of conv.
100 6.29e-1 -
50 1.66e-1 1.92
25 4.71e-2 1.82

12.5 9.75e-3 2.27

h ||Eh||2 Order of conv.
100 2.56 -
50 8.55e-1 1.58
25 3.15e-1 1.44

12.5 9.48e-2 1.73
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Στο Σχήμα 13 εμφανίζονται τα γραφήματα σφάλματος σε ολόκληρη τη περιοχή
του υδροφορέα μεταξύ διακριτοποιήσεων 100 και 6.25 μέτρων. Το αριστερό γρά-
φημα αναφέρεται στη περίπτωση της ομοιόμορφης τιμής υδραυλικής αγωγιμό-
τητας, ενώ το δεξί στη περίπτωση πολλαπλών τιμών υδραυλικής αγωγιμότητας.
Όπως παρατηρούμε οι μέγιστες τιμές σφαλμάτων ανήκουν σε κόμβους πλέγμα-
τος οι οποίοι βρίσκονται κοντά στα πηγάδια.

Σχήμα 13: Σφάλμα προβλήματος Καλύμνου με διαφορετικές προσεγγίσεις ως
προς τις υδραυλικές αγωγιμότητες του εδάφους.

Στη συνέχεια έγινε επίλυση των προβλημάτων με τις δυο προσεγγίσεις κά-
νοντας χρήση πεπερασμένων στοιχείων μήκους κάθετων πλευρών ίσες με 100
μέτρα.

Στην περίπτωση ομοιόμορφης υδραυλικής αγωγιμότητας του υδροφορέα τα
αποτελέσματα συνοψίζονται στα Σχήματα 17-21. Πιο συγκεκριμένα, η βέλτιστη
θέση του μετώπου, που απεικονίζεται στο Σχήμα 14, προέκυψε στο βήμα 28 της
διαδικασίας βελτιστοποίησης και αντιστοιχεί σε συνολική άντληση 3945 m3/day,

Σχήμα 14: Mέτωπο υφαλμύρισης υδροφορέα για τις βέλτιστες τιμές αντλήσεων.

ενώ το δυναμικό ροής που αντιστοιχεί στις βέλτιστες τιμές αντλήσεων επιδεικνύε-
ται στο Σχήμα 15. Επισημαίνουμε ότι οι ανωτέρω βέλτιστες τιμές είναι απολύτως
συμβατές με τι αντίστοιχες τιμές του αναλυτικού μοντέλου.
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Σχήμα 15: Δυναμικό ροής υδροφορέα για τις βέλτιστες τιμές αντλήσεων.

Η συμπεριφορά του αλγορίθμου στοχαστικής βελτιστοποίησης ALOPEX απει-
κονίζεται στα Σχήματα 16 και 17.

Σχήμα 16: Διακύμανση της αντικειμενικής συνάρτησης (αριστερά) και των όρων
noise και feedback (δεξιά) καθ’ όλη τη βελτιστοποίηση.

Σχήμα 17: Διακύμανση αντλήσεων ανά πηγάδι καθ’ όλη τη βελτιστοποίηση.
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Στην περίπτωση μη ομοιόμορφης υδραυλικής αγωγιμότητας του υδροφορέα
τα αποτελέσματα συνοψίζονται στα Σχήματα 18-21. Πιο συγκεκριμένα, η βέλτι-
στη θέση του μετώπου, που απεικονίζεται στο Σχήμα 18, προέκυψε στο βήμα
15 της διαδικασίας βελτιστοποίησης και αντιστοιχεί σε συνολική άντληση 4412
m3/day, ενώ το δυναμικό ροής που αντιστοιχεί στις βέλτιστες τιμές αντλήσεων
επιδεικνύεται στο Σχήμα 19.

Σχήμα 18: Mέτωπο υφαλμύρισης υδροφορέα για τις βέλτιστες τιμές αντλήσεων.

Σχήμα 19: Δυναμικό ροής υδροφορέα για τις βέλτιστες τιμές αντλήσεων.

Σχήμα 20: Διακύμανση της αντικειμενικής συνάρτησης (αριστερά) και των όρων
noise και feedback (δεξιά) καθ’ όλη τη βελτιστοποίηση.
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Η συμπεριφορά του αλγορίθμου στοχαστικής βελτιστοποίησης ALOPEX απει-
κονίζεται στα Σχήματα 20 και 21.

Σχήμα 21: Διακύμανση αντλήσεων ανά πηγάδι καθ’ όλη τη βελτιστοποίηση.

2.3.5 Αποτελέσματα ALOPEX/FEniCS διαχείρισης υδροφορέα Χερσονή-
σου Κρήτης

Υπενθυμίζουμε ότι στη μελέτη επίλυσης του συγκεκριμένου προβλήματος
στην πλατφόρμα λογισμικού FEniCS χρησιμοποιήθηκαν κατάλληλες τιμές στις
συνοριακές συνθήκες, καθώς και κατάλληλη κανονικοποίηση της ΜΔΕ, ώστε η
τρέχουσα δισδιάστατη γεωμετρία που εισήχθη στο FEniCS να παράγει παρα-
πλήσια αποτελέσματα με αυτά που παρήχθησαν από την τρισδιάστατη γεωμε-
τρία που εισήχθη στο PTC. Επιπλέον θεωρήθηκε ότι ο υδροφορέας τροφοδο-
τείται με γλυκό νερό μόνο από τις υπόγειες περιοχές και όχι από την επιφάνεια
μέσω βροχοπτώσεων. Η αρίθμηση των τεσσάρων πηγαδιών είναι από τη θά-
λασσα ή το βορά προς το νότο. Στα δυο πρώτα πηγάδια και προς τη πλευρά της
θάλασσας έχουν τοποθετηθεί τέσσερα σημεία ελέγχου του μετώπου υφαλμύρι-
σης σε απόσταση περίπου 180 μέτρων από το ανάλογο πηγάδι.

Τα αποτελέσματα της βέλτιστης διαχείρισης από την συνδυαστική εφαρμογή
των ALOPEX/FEniCS συνοψίζονται στα Σχήματα 22-25. Πιο συγκεκριμένα, η
βέλτιστη θέση του μετώπου, που απεικονίζεται στο Σχήμα 22, προέκυψε στο
βήμα 66 της διαδικασίας βελτιστοποίησης και αντιστοιχεί σε συνολική άντληση
4868 m3/day, ενώ το δυναμικό ροής που αντιστοιχεί στις βέλτιστες τιμές αντλή-
σεων επιδεικνύεται στο Σχήμα 23. Οι βέλτιστες αντλήσεις κάθε γεώτρησης είναι
1481, 752, 2509 και 126 m3/day και συγκρίνονται επιτυχώς με τις αντίστοιχες
βέλτιστες τιμές (1368, 560, 2519 και 138 m3/day) που είχαν ληφθεί από την
συνδυαστική εφαρμογή των ALOPEX/PTC.

Τέλος, η συμπεριφορά του αλγορίθμου στοχαστικής βελτιστοποίησης ALOPEX
απεικονίζεται στα Σχήματα 24 και 25.
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Σχήμα 22: Mέτωπο υφαλμύρισης υδροφορέα για τις βέλτιστες τιμές αντλήσεων.

Σχήμα 23: Δυναμικό ροής υδροφορέα για τις βέλτιστες τιμές αντλήσεων.

Σχήμα 24: Διακύμανση της αντικειμενικής συνάρτησης (αριστερά) και των όρων
noise και feedback (δεξιά) καθ’ όλη τη βελτιστοποίηση.
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Σχήμα 25: Διακύμανση αντλήσεων ανά πηγάδι καθ’ όλη τη βελτιστοποίηση.

2.4 ΑποτελέσματαALOPEX/Collocation διαχείρισης υδροφο-
ρέα Καλύμνου

2.4.1 Hermite Collocation

Στην ενότητα αυτή παραθέτουμε επιγραμματικά, για λόγους πληρότητας, τον
σχετικό συμβολισμό της μεθόδου Collocation και υπενθυμίζουμε ότι η ανάπτυξη
της μεθόδου παρατίθεται με λεπτομέρεια στην Τεχνικές Εκθέσεις της Δράσης
2.1. Σημειώνουμε ότι στην παρούσα ενότητα μελετάμε το steady state πρόβλημα
που σχετίζεται με τον ομογενή ορθογώνιος υδροφορέα ο οποίος προσεγγίζει τον
υδροφορέα στο Βαθύ Καλύμνου.

Θεωρώντας μία ομοιόμορφη διαμέριση Nx × Ny τετραγωνικών χωρίων μή-
κους h, η HC μέθοδος αναζητά προσεγγιστικές λύσεις u(x, y) ∼ ϕ(x, y) της μορ-
φής:

u(x, t) =
2Nx+2∑
i=1

2Ny+2∑
j=1

αijΦij(x, y) (28)

όπου Φij(x, y) = Φi(x)Φj(y) είναι τα bicubic hermite πολυώνυμα, με κέντρο στον
κόμβο (xi, yj).

Για τον υπολογισμό των αγνώστων συντελεστών αij ≡ αij(t) , i = 1, . . . , Nx+
1 και j = 1, . . . , Ny + 1 η μέθοδος Collocation παράγει ένα σύστημα συνήθων
διαφορικών εξισώσεων, όπου η προσεγγιστική λύση u(x, t) απαιτούμε να μηδε-
νίζεται στα (2Nx +2)× (2Ny +2) εσωτερικά και συνοριακά collocation points. Τα
απαιτούμενα εσωτερικά collocation points, γνωστά ως Gauss Points, που προ-
κύπτουν ως ρίζες του πολυωνύμου Legendre σε κάθε element Iij = [xi, xi+1]×
[yj, yj+1], δίνονται ως εξής:
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σx
2i−1 =

xi + xi+1

2
− h

2
√
3

, σx
2i =

xi + xi+1

2
+

h

2
√
3

σy
2j−1 =

yj + yj+1

2
− h

2
√
3

, σy
2j =

yj + yj+1

2
+

h

2
√
3

Παρατηρούμε ότι κάθε element έχει 16 βαθμούς ελευθερίας και υποθέτοντας ότι
το K είναι βαθμωτό μέγεθος, οι στοιχειώδεις εξισώσεις μπορούν να γραφούν ως
εξής:

K
2i+2∑

k=2i−1

2j+2∑
l=2j−1

αkl
∂2Φkl

∂x2
(σx

K , σ
y
L) +

+K

2i+2∑
k=2i−1

2j+2∑
l=2j−1

αkl
∂2Φkl

∂y2
(σx

K , σ
y
L) = (Q−N) (σx

K , σ
y
L)

(29)

για K = 2i− 1, 2i και L = 2j − 1, 2j.
Εργαζόμενοι όπως στο [2], οι στοιχειώδεις εξισώσεις σε μορφή πινάκων γράφο-
νται ως εξής:

2i+2∑
k=2i−1

2j+2∑
l=2j−1

αkl
∂2Φkl

∂x2
(σx

K , σ
y
L) =

(
C

(2)
i ⊗ C

(0)
j

)
αij (30)

και ισοδύναμα,

2i+2∑
k=2i−1

2j+2∑
l=2j−1

αkl
∂2Φkl

∂y2
(σx

K , σ
y
L) =

(
C

(0)
i ⊗ C

(2)
j

)
αij (31)

όπου C
(0),(2)
i , C

(0),(2)
j , τα οποία ορίζονται στα [1], [2] και αij = αi ⊗ αj για

αi = [α2i−1(t) α2i(t) α2i+1(t) α2i+2(t)]
T (32)

και
αj = [α2j−1(t) α2j(t) α2j+1(t) α2j+2(t)]

T . (33)
Επιπροσθέτως, λαμβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες των πολυωνύμων hermite με
ως προς τις συνοριακές συνθήκες, οδηγούμαστε στις εξισώσεις:

α1j(t) = α(2Nx+2)j(t) = αi2(t) = αi(2Ny+2)(t) = 0. (34)

Οι παραπάνω στοιχειώδεις και συνοριακές Collocation εξισώσεις, καταλήγουν
σε ένα γραμμικό σύστημα της μορφής:
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K
(
C(2) ⊗ C(0)

)
ααα +K

(
C(0) ⊗ C(2)

)
ααα = fff (35)

όπου fff =
[
f(σx

1 , σ
y), f(σx

2 , σ
y), . . . , f(σx

2Nx+2, σ
y)
]

για f(x, y) = (Q−N)(x, y) και σy =
[
σy
1 , σ

y
2 , . . . , σ

y
2Ny+2

]
.

2.4.2 Αριθμητικές προσομοιώσεις και αποτελέσματα

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε τα αποτελέσματα του συνδυαστικού αλγο-
ρίθμου Collocation/ALOPEX και τα συγκρίνουμε, μέσω μιας τυπικής διαδικασίας
500 επαναλήψεων, με τα αντίστοιχα αποτελέσματα που παράγουν τόσο ο αλ-
γόριθμος FEniCS/ALOPEX όσο και ο αλγόριθμος Αναλυτικής Λύσης/ALOPEX
(βλέπε [23], [24] and [25] καθώς Παράγραφο 2.1.7).

Όπως εύκολα διαπιστώνουμε από τις επιμέρους εικόνες του Σχήματος 26,
η προτεινόμενη βέλτιστη λύση σε κάθε περίπτωση, αντιστοιχεί σε ένα σύνολο
αντλήσεων, χρησιμοποιώντας τις οποίες όλα τα πηγάδια παραμένουν ασφαλή.
Το υφάλμυρο μέτωπο δεν μπορεί να εισχωρήσει εντός της περιοχής ασφάλειας
που εμείς ορίσαμε γύρω από κάθε πηγάδι, εξαιτίας της εφαρμογής των φυσικών
περιορισμών του προβλήματος. Η αντικειμενική συνάρτηση, σε λιγότερες από
50 επαναλήψεις, και στις τρεις περιπτώσεις, μεγιστοποιείται προσφέροντας έτσι
τις μέγιστες δυνατές αντλήσεις. Στη συνέχεια, για το υπόλοιπο της διαδικασίας,
οι τιμές της παραμένουν στην περιοχή της μέγιστης τιμής, εξετάζοντας εναλλα-
κτικές αλλά ισοδύναμες βέλτιστες λύσεις. Τέλος, θα πρέπει να επισημάνουμε ότι
ο ALOPEX είναι μια στοχαστική διαδικασία, μέσω της οποίας ένα διαφορετικό
μονοπάτι ακολουθείται κάθε φορά για την εύρεση της βέλτιστης λύσης. Το γεγο-
νός αυτό εξηγεί τις διαφορές που παρουσιάζουν οι τρεις παραπάνω διαδικασίες
στα αποτελέσματά τους τα οποία έχουν συμπεριληφθεί στον Πίνακα 5.

Πίνακας 5: Βέλτιστες Τιμές Αντλήσεων.

Problem Analytical solution Collocation FEniCS
Parameters optimal values optimal values optimal values
k (# iter.) 161 383 446

P (QQQ(k)) 0.62716 0.63195 0.63211

Q
(k)
1 209.75 201.16 202.62

Q
(k)
2 1089.32 317.34 695.46

Q
(k)
3 1069.24 1101.93 1303.02

Q
(k)
4 306.39 1342.76 376.06

Q
(k)
5 1287.18 1068.57 1457.01

S(QQQ(k)) 3961.88 4031.76 4034.18
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(αʹ) Υφάλμυρο μέτωπο, χρησιμοποιώ-
ντας την αναλυτική λύση και τις ολικά
βέλτιστες αντλήσεις

(βʹ) Κοινό υφάλμυρο μέτωπο, χρησι-
μοποιώντας τις Collocation και FEniCS
μεθόδους και τις βέλτιστες αντλήσεις.

(γʹ) Τιμές της αντικειμενικής
συνάρτησης P (QQQ(k)), χρησιμο-
ποιώντας την αναλυτική λύση.

(δʹ) Τιμές της αντικειμενικής
συνάρτησης P (QQQ(k)), χρησιμο-
ποιώντας την Collocation μέ-
θοδο.

(εʹ) Τιμές της αντικειμενικής
συνάρτησης P (QQQ(k)), χρησιμο-
ποιώντας την FEniCS μέθοδο.

(στʹ) Ρυθμοί άντλησης Qi των
ενεργών γεωτρήσεων, χρησιμο-
ποιώντας την αναλυτική λύση.

(ζʹ) Ρυθμοί άντλησης Qi των
ενεργών γεωτρήσεων, χρησιμο-
ποιώντας την Collocation μέ-
θοδο.

(ηʹ) Ρυθμοί άντλησης Qi των
ενεργών γεωτρήσεων, χρησιμο-
ποιώντας την FEniCS μέθοδο.

Σχήμα 26: Συμπεριφορά της αναλυτικής λύσης, της Collocation μεθόδου και της
FEniCS μεθόδου, σε συνεργασία με τον αλγόριθμο στοχαστικής βελτιστοποίη-
σης ALOPEX, για την περίπτωση του υδροφορέα της Καλύμνου, σε έναν τυπικό
έλεγχο 500 επαναλήψεων.

Κλείνοντας την παράγραφο σημειώνουμε με έμφαση ότι για τις βέλτιστες τι-
μές που έχουν συμπεριληφθεί στον Πίνακα 5 δεν έχει προηγηθεί ανάλυση ευ-
στάθειας η οποία βρίσκεται σε εξέλιξη. Είναι ενθαρρυντικό ότι φαίνεται να είναι



Τελική Τεχνική Έκθεση Δ4.3/35

δυνατή η θέσπιση κριτηρίων που να διασφαλίζουν την εκ των προτέρων δια-
σφάλιση της ευστάθειας των αποτελεσμάτων.

3 Μελλοντικές Δράσεις
Στους μελλοντικούς στόχους της ερευνητικής ομάδας του έργου είναι:

• Η θέσπιση κριτηρίων βελτιστοποίησης για την διασφάλιση της ευστάθειας
των αποτελεσμάτων

• Η βελτιστοποίηση των παραμέτρων του συστήματος των penalties που
συνοδεύει τον αλγόριθμο ALOPEX

• Η ανάπτυξη αλγορίθμων Interface Relaxation / ALOPEX

• Η ανάπτυξη και μελέτη HPC παράλληλων τεχνικών

• Η επέκταση του ALOPEX/FEniCS σε τρισδιάστατα μοντέλα

• Η ανάπτυξη και μελέτη του ALOPEX / dDHC για ετερογενείς υδροφορείς.

Τα παραπάνω αποτελούν ένα μικρό υποσύνολο των ερευνητικών δυνατοτήτων
και ερευνητικών θεμάτων που δύνανται πλέον να αντιμετωπιστούν με επιτυχία
και αφορούν σε σημαντικά περιβαλλοντικά προβλήματα.

4 Παραδοτέα
• Τρεις (3) ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και μία (1) τελική τεχνική έκθεση

• Έχουν δημοσιευτεί τα παρακάτω τρία (3) επιστημονικά άρθρα σε πρακτικά
διεθνών συνεδρίων με κριτές:

– PN Stratis, ZA Dokou, GP Karatzas, EP Papadopoulou and YG Saridakis,
Stochastic Optimization andNumerical Simulation for PumpingManagement
of the Hersonissos Freshwater Coastal Aquifer in Crete, Proc. of INASE-
WHH 2015 Recent Advances in Environmental and Earth Sciences
and Economics, pp 329-334, 2015.

– IE Athanasakis, ZA Dokou, EN Mathioudakis, PN Stratis and ND Vilanakis,
Combining Stochastic Optimization and Numerical Methods-Software
for the Pumping Management of Coastal Aquifers: Case Study of a
Rectangular Homogeneous Aquifer, J Math. Mod. Methods in Applied
Sciences, 9, pp. 727-732, 2015
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– PN Stratis, YG Saridakis, MS Zakynthinaki and EP Papadopoulou,
ALOPEX stochastic optimization for pumping management in fresh
water coastal aquifers, 2nd Intern. Conf. on Mathematical Modeling in
Physical Sciences 2013, Journal of Physics: Conference Series 490
(2014) 012112

Επίσης έχουν υποβληθεί δύο (2) άρθρα για δημοσίευση σε διεθνή επιστη-
μονικά περιοδικά:

– PN Stratis, GP Karatzas, EP Papadopoulou, MS Zakynthinaki and
YG.Saridakis,Stochastic optimization for an analytical model of saltwater
intrusion in coastal aquifers, PLOSone (Revised version Submitted
2015)

– PN Stratis, ZA Dokou, GP Karatzas, EP Papadopoulou, and YG.Saridakis,
PTC Simulations, Stochastic Optimization and Safety Strategies for
Groundwater Pumping Management: Case Study of the Hersonissos
Coastal Aquifer in Crete, Applied Water Science (submitted 2015)

5 Συνεργασίες
Η παρούσα εργασία όπως και οι δημοσιεύσεις της που ακολούθησαν, είναι

προϊόν συνεργασίας των παρακάτω μελών του Πολυτεχνείου Κρήτης:

• Ι. Σαριδάκης, Καθηγητής, Σχολή Μηχανικών Παραγωγής και Διοίκησης,
Πολυτεχνείο Κρήτης

• Ε. Παπαδοπούλου, Καθηγήτρια, Σχολή Μηχανικών Ορυκτών Πόρων, Πο-
λυτεχνείο Κρήτης

• Ε. Μαθιουδάκης, Επίκουρος Καθηγητής, Σχολή Μηχανικών Ορυκτών Πό-
ρων, Πολυτεχνείο Κρήτης

• Γ. Καρατζάς, Καθηγητής, Σχολή Μηχανικών Περιβάλλοντος, Πολυτεχνείο
Κρήτης

• Π. Στρατής, Υποψήφιος Διδάκτορας, Σχολή Μηχανικών Παραγωγής και
Διοίκησης, Πολυτεχνείο Κρήτης

• Ζ. Δόκου, Διδάκτορας, Σχολή Μηχανικών Περιβάλλοντος, Πολυτεχνείο Κρή-
της

• Ι. Αθανασάκης, Υποψήφιος Διδάκτορας, Σχολή Μηχανικών Παραγωγής
και Διοίκησης, Πολυτεχνείο Κρήτης
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• Ν. Βιλανάκης, Υποψήφιος Διδάκτορας, Σχολή Μηχανικών Παραγωγής και
Διοίκησης, Πολυτεχνείο Κρήτης

Για την εφαρμογή μεθόδων Interface/Relaxation και Schwarz στα προβλήματα
περιβαλλοντικής μηχανικής η ΚΕΟ Πολυτεχνείου Κρήτης συνεργάστηκε με τις
ΚΕΟ Πανεπιστημίου Θεσσαλίας και Πατρών. Τα αποτελέσματα της συνεργασίας
αναφέρονται στις τεχνικές εκθέσεις άλλων δράσεων.
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1 Περιγραφή Φυσικού Αντικειµένου & Ανάλυση 
Πεπραγµένων 

 
Το επιστηµονικό αντικείµενο του Προγράµµατος αυτού συνίσταται σε τρεις 

διαφορετικές επιστηµονικές περιοχές: 1) Στην επίλυση Μερικών Διαφορικών 
Εξισώσεων (ΜΔΕ), µε αρχικές ή/και συνοριακές συνθήκες, µε µη συνεχείς 
συντελεστές και ορισµένες σε ανοµοιογενή χωρία. Οι µέθοδοι που 
αναπτύχθηκαν είναι κυρίως αριθµητικές µέθοδοι καθώς και η µέθοδος  
Μετασχηµατισµού Φωκά. 2) Στην ανάπτυξη κατάλληλων υπολογιστικών 
τεχνικών και υλοποίηση των µεθόδων σε κατάλληλα σειριακά και παράλληλα 
υπολογιστικά περιβάλλοντα. 3) Στην εφαρµογή των µεθόδων αυτών σε 
προβλήµατα Περιβαλλοντικής Μηχανικής και Ιατρικής, όπως η υφαλµύρινση 
υδροφορέων γλυκών υδάτων λόγω υπεράντλησης και η διάδοση πρωτογενών 
καρκινικών όγκων εγκεφάλου. 

 
Το ερευνητικό έργο υλοποιήθηκε από τρεις ερευνητικές οµάδες: Την 

οµάδα του Πολυτεχνείου Κρήτης (ΚΕΟ 1), ως την κύρια ερευνητική οµάδα, και 
τις οµάδες του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας (ΚΕΟ 2) και του Πανεπιστηµίου 
Πατρών (ΚΕΟ 3). 

 
Πιο συγκεκριµένα, ανά Δράση το Πρόγραµµα υλοποιήθηκε ως εξής: 

 

1.1 Δράση 1: ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΣ ΕΡΓΟΥ 
 

Συντονιστής του έργου σε όλη τη διάρκεια ήταν ο Καθηγητής Ι. Σαριδάκης, 
υπεύθυνος της 1ης ερευνητικής οµάδας (Πολυτεχνείο Κρήτης). Υπεύθυνος της 
ερευνητικής οµάδας του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας ήταν ο Καθηγητής Η. 
Χούστης και της ερευνητικής οµάδας του Πανεπιστηµίου Πατρών, ο 
Καθηγητής Σ. Λυκοθανάσης. Κατά τη διάρκεια του έργου έγιναν 7 τακτικές 
συναντήσεις του συντονιστή µε τους υπευθύνους των άλλων οµάδων, για την 
παρακολούθηση της πορείας του φυσικού και οικονοµικού αντικειµένου, για το 
συντονισµό των συνεργασιών καθώς και για την επίλυση έκτακτων θεµάτων. 
Έγιναν 3 τακτικές ερευνητικές συναντήσεις όπου συµµετείχαν όλα τα µέλη 
των ερευνητικών οµάδων και 6 έκτακτες συναντήσεις. Στις συναντήσεις αυτές, 
µέλη παρουσίαζαν τα µέχρι εκείνη τη στιγµή ερευνητικά τους αποτελέσµατα 
και έθεταν τους επόµενους στόχους. Με τις συναντήσεις αυτές καθώς και µε 
άλλου είδους επικοινωνία όπως τηλεδιασκέψεις, επιτεύχθηκε µια καλή 
όσµωση των ερευνητικών οµάδων που είχε ως συνέπεια την παραγωγή 
υψηλού επιπέδου ερευνητικού έργου. 
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Παραδόθηκαν τα παραδοτέα της Δράσης αυτής: τρεις Ετήσιες Εκθέσεις 
Προόδου, καθώς και η Τελική Έκθεση Πεπραγµένων και Μελλοντικής 
Συνεργασίας. 
 

1.2 Δράση 2.1: ΥΒΡΙΔΙΚΕΣ/ΑΣΥΝΕΧΕΙΣ ΜΕΘΟΔΟΙ 
COLLOCATION 

 
H Δράση 2.1 αφορά στην έρευνα για την ανάπτυξη Υβριδικών - Ασυνεχών 

Μεθόδων Collocation µε στόχο την επίλυση µη κλασικών ΜΔΕ πολλαπλών 
χωρίων (multiphysics, multidomain). Χαρακτηριστικά στοιχεία τους οι 
ασυνεχείς συντελεστές και τα ανοµοιογενή χωρία. Τα προβλήµατα αυτά 
προκύπτουν από τη µοντελοποίηση της εξέλιξης καρκινικών όγκων στον 
εγκέφαλο καθώς και από την εισβολή θαλασσινού νερού σε παράκτιους 
υπόγειους υδροφορείς. Περιγράφονται δε, γενικά, από µία µη γραµµική 
παραβολική ή ελλειπτική ΜΔΕ µε ασυνεχή συντελεστή διάχυσης στις 
διεπαφές. 

 
Η ερευνητική οµάδα του Πολυτεχνείου Κρήτης ανέπτυξε κατ’ αρχήν 

βασικά µαθηµατικά εργαλεία που είναι: 
 

Ø Η εισαγωγή µίας νέας βάσης κυβικών πολυωνύµων παρεµβολής Hermite 
µε ασυνεχή παράγωγο στα σηµεία διεπαφής, που προσοµοιώνει 
συµπεριφορά των λύσεων σε προβλήµατα πολλαπλών πεδίων. 

Ø Την παραγωγή των βασικών πινάκων Collocation, σε επίπεδο στοιχείων 
και σε επίπεδο συντελεστών του παραγόµενου συστήµατος, που 
αντιστοιχούν στους γραµµικούς όρους της ασυνεχούς ΜΔΕ σε µία χωρική 
διάσταση. 

Ø Την παραγωγή των βασικών πινάκων Collocation για ασυνεχείς ΜΔΕ σε 
δύο χωρικές διαστάσεις µε χρήση τανυστικών γινοµένων 
(tensorproducts). 

Ø Την παραγωγή των βασικών πινάκων Collocation που αντιστοιχούν στους 
µη-γραµµικούς όρους της ασυνεχούς ΜΔΕ µε χρήση γινοµένων 
Hadamard. 

 
Έγινε κατάλληλος συνδυασµός των εργαλείων αυτών µε αποτέλεσµα την 

ανάπτυξη της νέας ασυνεχούς Hermite Collocation µεθόδου, για την επίλυση 
Προβληµάτων Αρχικών-Συνοριακών Συνθηκών Πολλαπλών Πεδίων (ΠΑΣΣ-
ΠΠ) στις περιπτώσεις: 

 
Ø Γενικευµένων γραµµικών και µη-γραµµικών παραβολικών και ελλειπτικών 
ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+1 (µία χρόνου + µία χωρική) διαστάσεις όπου 
διαπιστώθηκε σύγκλιση τέταρτης τάξης. 

Ø Γενικευµένων γραµµικών και µη-γραµµικών παραβολικών και ελλειπτικών 
ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+2  διαστάσεις, µε ασυνεχή συντελεστή διάχυσης ως 
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προς τη µία διάσταση µε σύγκλιση τετάρτης τάξης. 
Ø Γενικευµένων γραµµικών και µη-γραµµικών παραβολικών και ελλειπτικών 
ΠΑΣΣ-ΠΠ στις 1+2 διαστάσεις µε γενικό ασυνεχή συντελεστή διάχυσης, 
όπου διαπιστώθηκε µείωση της τάξης σύγκλισης στις εσωτερικές γωνίες. 
Αυτό αντιµετωπίστηκε µε προσέγγιση του ασυνεχούς συντελεστή 
διάχυσης µε µία νέα γενικευµένη κυβική συνάρτηση στις δύο διαστάσεις. 

 
Η προτεινόµενη µέθοδος Collocation συνδυάστηκε µε κατάλληλα υψηλής 

τάξης σχήµατα διακριτοποίησης Runge-Kutta (Diagonally Implicit, Strong 
Stability Preserving, Implicit-Explicit) ως προς το χρόνο. 

 
Μελετήθηκε επίσης η απεικόνιση των µεθόδων αυτών σε σύγχρονα 

παράλληλα υπολογιστικά περιβάλλοντα και κατασκευάστηκαν νέοι 
παράλληλοι αλγόριθµοι, κατάλληλοι για περιβάλλοντα CPU-GPU. Ως µέθοδοι 
για την επίλυση των παραγόµενων Γραµµικών Συστηµάτων, χρησιµοποιήθηκε 
η προρρυθµισµένη BiCGSTAB επαναληπτική µέθοδος, όπου παρατηρήθηκε 
σηµαντική επιτάχυνση. 

 
Τέλος, σε συνεργασία µε την ερευνητική οµάδα του Πανεπιστηµίου 

Θεσσαλίας, αναπτύχθηκε µία υβριδική µέθοδος Collocationη οποία 
χρησιµοποιεί Μεθόδους Χαλάρωσης στις Διεπαφές (ΜΧΔ) για την 
αντιµετώπιση των ασυνεχειών.  

 
Παραδόθηκαν τα παραδοτέα της Δράσης αυτής:  

Ø Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις  και µια τελική. 
Ø Δηµοσιεύτηκαν 5 επιστηµονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων, εκ 
των οποίων δυο πήραν το βραβείο καλύτερης δηµοσίευσης: 

 
1. IE Athanasakis, MG Papadomanolaki, EP Papadopoulou and YG 

Saridakis, Discontinuous Hermite Collocation and Diagonally Implicit 
RK3 for a Brain Tumour Invasion Model, Proceedings of the World 
Congress on Engineering 2013, Vol I, pp 241-246, WCE-ICAEM 2013, 
July 3 - 5, 2013, London, U.K. 

2. IE Athanasakis, EP Papadopoulou and YG.Saridakis, Discontinuous 
Hermite Collocation and IMEX Runge-Kutta for a Treated Quasi-linear 
Heterogeneous Brain Tumor Model, Proc of INASE-PMAMCM 2015 
Recent Advances in Mathematics, pp 183-188, 2015 

3. EN Mathioudakis, ND Vilanakis, EP Papadopoulou and YG Saridakis,  
Parallel Iterative Solution of the Hermite Collocation Equations on 
GPUs, Proceedings of the World Congress on Engineering 2013 Vol II, 
WCE 2013, July 3 - 5, 2013, London, U.K. (Best Paper Award) 

4. IE Athanasakis, EP Papadopoulou and YG.Saridakis, Hermite 
Collocation and SSPRK Schemes for the Numerical Treatment of a 
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Generalized Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov Equation, Proceedings of 
the World Congress on Engineering 2015, Vol I, pp. 137-142, WCE-
ICAEM 2015, July 1 - 3, 2015, London, U.K. (Best Paper Award) 

5. N. Vilanakis and E. Mathioudakis, Parallel iterative solution of the 
Hermite Collocation equations on GPUs II, 2nd International 
Conference on Mathematical Modeling in Physical Sciences 2013, 
Journal of Physics: Conference Series 490 (2014) 012097 

 
Επισηµαίνουµε ότι υπάρχουν και άλλες σχετικές εργασίες µε το γνωστικό 
αντικείµενο της δράσης που αναφέρονται σε άλλες δράσεις. 

 
Ø Παραδόθηκε και είναι διαθέσιµο προς χρήση από κάθε ενδιαφερόµενο, το 
παραγόµενο λογισµικό επαλήθευσης και εφαρµογής των µεθόδων. 

 
Τα παραδοτέα αυτά υπερκαλύπτουν τα υποσχόµενα παραδοτέα της 

πρότασης. 
 
 

1.3 Δράση 2.2: ΜΕΘΟΔΟΙ ΧΑΛΑΡΩΣΗΣ ΣΤΙΣ ΔΙΕΠΑΦΕΣ - 
ΜΧΔ 

 
 

Η Δράση αυτή αφορά στην ανάπτυξη και µελέτη νέων προχωρηµένων 
µεθόδων χαλάρωσης στις διεπαφές σε ανοµοιογενή χωρία, κατάλληλων για 
προβλήµατα σύνθετων ΜΔΕ για την αντιµετώπιση ασυνεχειών στους 
συντελεστές τους. Υλοποιήθηκαν οι επιµέρους στόχοι: 
Ø Ανασκόπηση µεθόδων για επίλυση προβληµάτων πολλαπλών φυσικών 
και χωρίων (multi-domain, multi-physics problems, MDMP problems) µε 
έµφαση σε προβλήµατα Ιατρικής και την Περιβαλλοντικής Φυσικής. 

Ø Ανασκόπηση υπαρχόντων µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή για 
ελλειπτικά και παραβολικά προβλήµατα. 

Ø Έγινε πειραµατική µελέτη των αλγορίθµων ΜΧΔ σε προβλήµατα µε µη 
κανονικά πεδία µε στόχο την προσέγγιση  των σύνθετων γεωµετριών 
όπως η λευκή και φαιά ουσία στην περιοχή του εγκεφάλου για το 
πρόβληµα της Ιατρικής και η αλλαγή στη σύσταση του υπεδάφους στο 
πρόβληµα της Περιβαλλοντικής Φυσικής. 

Ø Υλοποιήθηκαν τα παραπάνω στα προβλήµατα της Ιατρικής και της 
Περιβαλλοντικής Φυσικής 
 
Αρχικά, µελετήθηκαν steady state ελλειπτικά προβλήµατα και 

υλοποιήθηκαν σε λογισµικό FEniCS. 
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Στη συνέχεια έγινε χρήση ΜΧΔ για παραβολικά προβλήµατα ξανά σε 
λογισµικό FEniCS. Μελετήθηκε η συµπεριφορά τους τόσο σε προβλήµατα 
µοντέλα όσο και για το πρόβληµα του εγκεφάλου, µε καλά αποτελέσµατα 
αντίστοιχα µε εκείνα της ασυνεχούς µεθόδου Collocation. 

 
Παραδόθηκαν τα παραδοτέα της Δράσης αυτής:  

Ø Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις  και µια τελική. 
Ø Δηµοσιεύτηκαν 3 επιστηµονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων: 

 
1. M. Vavalis, M. Mu, G. Sarailidis, Finite element simulations of window 

Josephson junctions, J Comp Applied Math, 236, pp3186-3197, 2012 
2. P. Tsompanopoulou, Interface Relaxation Methods for the solution of 

Multi-Physics Problems, 6th International Conference on Numerical 
Analysis(NUMAN2014), Sept. 2-5, 2014, Chania, Greece. pp 260-
265. 

3. A. Korfiati, K. Daloukas, P. Alefragis, P. Tsompanopoulou and S. 
Likothanassis, An Asynchronous Interface Relaxation Method for 
Multi-domain / Multi-Physics Problems, International Conference on 
Numerical Analysis Applications and Methods (ICNAAM), Rhodes, 
Greece, Sept. 23-29, 2015. 

 
Επισηµαίνουµε ότι υπάρχουν και άλλες σχετικές εργασίες µε το γνωστικό 
αντικείµενο της δράσης που αναφέρονται σε άλλες δράσεις.  Για 
παράδειγµα:  
• A.Korfiati, P. Tsompanopoulou, S. Likothanassis, Serial and Parallel 

Implementation of an Interface Relaxation Method, 6th International 
Conferenceon Numerical Analysis (NUMAN2014), Sept. 2-5, 2014, 
Chania, Greece, pp167-173. 

• IRaaS: A Cloud Implementation of an Interface Relaxation Method 
for theSolution of PDEs, A. Korfiati, N. Sfika, K. Daloukas, C. 
Alexakos, P. Tsompanopoulou,S. Likothanassis, The 2015 
International Conference of Parallel and DistributedComputing 
(ICPDC 215), July 1-3, 2015, London, U.K. 

 
Ø Παραδόθηκε πρότυπο λογισµικό για την επαλήθευση της ορθότητας των 

µεθόδων: 
 

1. Προσθήκες στην πλατφόρµα FEniCS για την υποστήριξη των 
µεθόδων χαλάρωσης στη διεπαφή. 

2. Προσθήκες στην πλατφόρµα FEniCS για την εύρεση των interface 
points σε µη κανονικές γεωµετρίες µε χρήση των KD trees. 

3. Προσθήκες στην πλατφόρµα FEniCS για τη δηµιουργία γραφικών 
παραστάσεων των επιµέρους λύσεων στο αρχικό χωρίο του 
προβλήµατος. 
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Τα παραδοτέα αυτά υπερκαλύπτουν τα υποσχόµενα παραδοτέα της 
πρότασης. 

 
Κύρια ερευνητική οµάδα αυτής της δράσης είναι η ΚΕΟ 2 του 

Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας. Αναπτύχθηκε όµως ευρεία συνεργασία µε µέλη 
από άλλες ερευνητικές οµάδες: Με την ΚΕΟ 1  Πολυτεχνείου Κρήτης, κυρίως 
για την υλοποίηση των ΜΧΔ µέσα σε µεθόδους Collocation για την επίλυση 
παραβολικών προβληµάτων µε ασυνέχεια στην παράγωγο. Με την οµάδα 
ΚΕΟ 3 Πανεπιστηµίου Πατρών για τον έλεγχο και την επαλήθευση των 
µεθόδων ΜΔΧ για την επίλυση προβληµάτων µε πολλαπλά χωρία και φυσικά 
µοντέλα µε µεθόδους Πεπερασµένων Στοιχείων µέσα από την πλατφόρµα 
FEniCS σε σειριακή, παράλληλη και ασύγχρονη εκδοχή τόσο για ελλειπτικά 
όσο και για παραβολικά προβλήµατα. Και οι τρεις ερευνητικές οµάδες 
συνεργάστηκαν για την εφαρµογή ΜΔΧ στο πρόβληµα της υπεράντλησης 
νερού, από την Περιβαλλοντική Μηχανική. Η έρευνα πάνω στις ΜΧΔ κυρίως 
µε τεχνικές ΡΟΒ και GEO, φαίνεται ότι είναι υποσχόµενη να δώσει και 
µελλοντικά, σοβαρά θεωρητικά και πρακτικά αποτελέσµατα. 

 
 

1.4 Δράση 2.3: ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ/ΝΤΕΤΕΡΜΙΝΙΣΤΙΚΕΣ 
ΥΒΡΙΔΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ 

 
 

Η Δράσης 2.3 αφορά στην ανάπτυξη υβριδικών µεθόδων επίλυσης 
σύνθετων προβληµάτων ΜΔΕ οι οποίες θα αποτελούνται από τον συνδυασµό 
µίας στοχαστικής διαδικασίας τύπου Monte Carlo, για την κατάτµηση του 
αρχικού σύνθετου προβλήµατος ΜΔΕ σε ένα σύνολο ανεξάρτητων υπο-
προβληµάτων, καθώς και ντετερµινιστικών µεθόδων όπως πεπερασµένων 
στοιχείων ή πεπερασµένων διαφορών για την προσέγγιση των λύσεων των 
υπο-προβληµάτων.  

Έγινε υλοποίηση των σχηµάτων αυτών σε σύγχρονα παράλληλα 
υπολογιστικά περιβάλλοντα. Αυτή παρουσιάζει ενδιαφέρον λόγω της φύσης 
των στοχαστικών µεθόδων να είναι παραλληλίσιµες, αλλά και για το λόγο ότι 
τα σχήµατα αυτά έχουν πλεονεκτήµατα ως προς τη δυνατότητα 
παραλληλισµού τους, όπως µικρό λόγο υπολογισµών/επικοινωνίας, 
ευέλικτους µηχανισµούς ελέγχου ροής, δυνατότητα εύκολης υλοποίησης σε 
διάφορα υπολογιστικά πρότυπα. 

Στα πλαίσια της Δράσης 2.3, πραγµατοποιήθηκε µελέτη των 
αλγορίθµων ΜΧΔ µε ασύγχρονη συµπεριφορά. Σε κάθε επανάληψη, η 
επίλυση των επιµέρους προβληµάτων, αλλά και η χαλάρωση στις διεπαφές, 
µπορεί να πραγµατοποιηθεί παράλληλα για όλα τα υποχωρία. Η 
παραλληλισιµότητα µπορεί να αντιµετωπισθεί συγχρονισµένα αλλά και 
εντελώς ασύγχρονα.  
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Μελετήθηκε η µέθοδος Cholesky καθώς και  τεχνικές για την 
αποδοτικότερη υλοποίησή της σε µνήµες στερεάς κατάστασης (non-volatile 
memories). Διερευνήθηκε η χρήση ενδιάµεσων buffers για την 
πραγµατοποίηση µαζικών (batch) εγγραφών και αναγνώσεων των στοιχείων 
πλήρωσης, καθώς και οι δυνατότητες προ-ανάκτησής τους (pre-fetching) στα 
διάφορα στάδια της παραγοντοποίησης.   Πραγµατοποιήθηκε, επίσης, 
πειραµατική επαλήθευση των προτεινόµενων βελτιστοποιήσεων. Στα 
πειράµατα χρησιµοποιήθηκαν και αραιοί πίνακες που προέκυψαν από τα 
ερευνητικά αποτελέσµατα του έργου. 

Στο επίπεδο της υλοποίησης οικοδοµήθηκε η εµπειρία σε θέµατα 
διατύπωσης, υλοποίησης και πειραµατικής µεθοδολογίας µετα-µεθόδων, που 
εκµεταλλεύονται τις ιδιαιτερότητες των επιµέρους προβληµάτων που 
συνθέτουν το αρχικό πρόβληµα. Τα αποτελέσµατα της Δράσης 2.3 
αξιοποιήθηκαν σε όλες σχεδόν τις δραστηριότητες της Δράσης 4. 

Παραδόθηκαν τα παραδοτέα της Δράσης αυτής:  
Ø Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις  και µια τελική. 
Ø Δηµοσιεύτηκαν 4 επιστηµονικά άρθρα σε διεθνή περιοδικά και σε  
πρακτικά διεθνών συνεδρίων. 
1. Manolis Vavalis, Real Valued Block SOR Iterative Methods for the 

Helmholtz Equation, Intern. J Num. Methods & Appl., 10(3), 99-126, 
2013 

2. Manolis Vavalis and Giorgos Sarailidis, On the Stochastic/Deterministic 
Numerical Solution of Composite Deterministic Elliptic PDE Problems, 
Inter. J of Math.l Models and Methods in Applied Science, 9, 740-747, 
2015 

3. E. Maroudas, N. Vilanakis, Ch. Antonopoulos, E. Mathioudakis, Y. 
Saridakis and M. Vavalis, Schwarz Splitting For The Steady State 
Problem Of Saltwater Intrusion In Coastal Aquifers, Inter. J of Math.l 
Models and Methods in Applied Science, 9, 733-739, 2015 

4. Athanasios Fevgas, Konstantis Daloukas, Panagiota Tsompanopoulou, 
and Panayiotis Bozanis, A Study of Sparse Matrix Methods on New 
Hardware: Advances and Challenges, International Journal of 
Monitoring and Surveillance Technologies Research (IJMSTR), in 
press. 
 

Άλλες σχετικές εργασίες που αναφέρονται σε άλλες δράσεις είναι για 
παράδειγµα οι: 
• Christos Antonopoulos, Manolis Maroudas and Manolis Vavalis, ”On 

PDE problem solving environments for multidomain multiphysics 
problems”, Journal of Mathematics and Statistical Science. Accepted 
10/2015, in press.  

• P. Alefragis, A. Spyrou and S. Likothanassis, “Application of a hybrid 
parallel Monte Carlo PDE Solver on rectangular multidomains”, 
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Numerical Analysis Conference (NumAn 2014), September 2-5, 
Chania, Greece, 2014.  

• A. Korfiati, S. Likothanassis, P. Alefragis, K. Daloukas, P. 
Tsompanopoulou, Αn Asynchronous Interface Relaxation Method for 
Multi-domain/Multi-physics Problems, 13th International Conference of 
Numerical Analysis & Applied Mathematics,Sept 23-29, 2015, Rhodes, 
Greece. 
 

Ø Το παραγόµενο λογισµικό που βρίσκεται στους ιστοχώρους: 
1. https://github.com/mvavalis/Hybrid-numerical-PDE-solvers και  
2. https://github.com/mvavalis/multidomain_multiphysics. 
3. Ιστοσελίδα του έργου 

 
Στη δράση αυτή αναπτύχθηκαν εντατικές, αµφίπλευρες και εκτενείς 
συνεργασίες µε όλα σχεδόν τα µέλη της οµάδας του Πανεπιστηµίου 
Θεσσαλίας και του Πολυτεχνείου Κρήτης καθώς και µονόπλευρη συνεργασία 
µε µέλη της οµάδας εργασίας του Πανεπιστηµίου Πάτρας. Αναπτύχθηκαν 
επίσης συνεργασίες µε εξωτερικά µέλη από Ελλάδα και εξωτερικό, που δεν 
υπάγονται στο ερευνητικό έργο.  

 

1.5 Δράση 2.4: ΜΕΘΟΔΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ ΦΩΚΑ 
 

Η Δράση αυτή αφορά στη µελέτη και προσαρµογή της καινοτόµου 
µαθηµατικής µεθόδου µετασχηµατισµού Φωκά για την επίλυση σύνθετων 
προβληµάτων ΜΔΕ µε ασυνεχείς συντελεστές. Περιλαµβάνεται η ανάπτυξη 
αναλυτικών ή αριθµητικών µεθόδων επίλυσης των γενικευµένων συνθηκών ή 
των αντίστοιχων Dirichlet-Neumann απεικονίσεων στην περίπτωση ασυνεχών 
συντελεστών και η ανάπτυξη λύσεων κλειστής µορφής ως προς τον χρόνο σε 
ευαίσθητα προβλήµατα, όπως εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου.  

Προσαρµόστηκε και επεκτάθηκε η µέθοδος µετασχηµατισµού Φωκά ώστε 
να λύνει σε κλειστή µορφή γραµµικά Προβλήµατα Αρχικών-Συνοριακών 
Συνθηκών Πολλαπλών Πεδίων (ΠΑΣΣ-ΠΠ) που χαρακτηρίζονται από 
ασυνεχή συντελεστή διάχυσης και συνεπώς από ασυνεχή παράγωγο. Η 
µεθοδολογία και τα βασικά εργαλεία που αναπτύχθηκε περιγράφονται ως 
εξής: 

 
Ø Έγινε διακριτοποίηση στο αρχικό πρόβληµα σε υποχωρία που ο 
συντελεστής διάχυσης παραµένει συνεχής και εποµένως η λύση 
ικανοποιεί ιδιότητες αναλυτικής συνάρτησης. Θεωρώντας κατάλληλες 
συνοριακές συνθήκες στα άκρα του υποχωρίου, που είναι και σηµεία 
διεπαφής, έχει δοθεί σε κλειστή µορφή τη λύση του ΠΑΣΣ σε κάθε 
υποχωρίο, µέσω της επέκτασης του κλασσικού φορµαλισµού της µεθόδου 
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Φωκά και µέσω µίας νέας ολικής συνθήκης. Η λύση εξαρτάται από την 
αρχική συνθήκη, αλλά και από τιµές της συνάρτησης και της παραγώγου 
στις διεπαφές που παραµένουν άγνωστες.     

Ø Οι σχέσεις  της ολικής συνθήκης και κατάλληλοι µετασχηµατισµοί τους, 
παράγουν ένα γραµµικό σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων για τον 
υπολογισµό των  άγνωστων ποσοτήτων που ολοκληρώνει την επίλυση 
ενός ΠΑΣΣ-ΠΠ σε κλειστή µορφή. 

Ø Χρησιµοποιήθηκε αριθµητική παραγώγιση σε υπερβολικές καµπύλες για 
την προσέγγιση της αναλυτικής λύσης, µε εκθετική τάξη σύγκλισης.  

Ø Για προβλήµατα µε ασυνέχειες στο χρόνο χρησιµοποιήθηκαν κατάλληλες 
τεχνικές επανέναρξης της διαδικασίας µε νέες αρχικές συνθήκες.  

 
Με κατάλληλους συνδυασµούς των παραπάνω, επιτεύχθηκε η λύση σε 

κλειστή µορφή σύνθετων γραµµικών ΠΑΣΣ-ΠΠ στη χρονική και σε µια 
χωρική(1+1) διάσταση. 

Για την επέκταση των παραπάνω αποτελεσµάτων σε µη γραµµικά 
προβλήµατα καθώς και σε προβλήµατα σε δύο χωρικές (1+2) διαστάσεις, η 
συνεργαζόµενη ερευνητική οµάδα του Πανεπιστηµίου Cambridge και Notre 
Dame µελέτησε την επέκταση της µεθόδου Φωκά για: 

 
Ø Τη γραµµική και µη γραµµική ΜΔΕ του Schrödinger στις 1+1 διαστάσεις 

µε αρχικές και συνοριακές συνθήκες σε χώρους  Sobolev.  
Ø Την επέκταση της γραµµικής εξίσωσης της θερµότητας στις δύο χωρικές 
διαστάσεις µε πλάγιες Neumann συνοριακές συνθήκες. 

 
Παραδόθηκαν τα παραδοτέα της Δράσης αυτής:  

Ø Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις  και µια τελική. 
Ø Δηµοσιεύτηκαν 4 επιστηµονικά άρθρα σε διεθνή επιστηµονικά περιοδικά 
και σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων: 

 
1.  D.Mantzavinos MG Papadomanolaki, AG Sifalakis and YG Saridakis, 

Fokas transform method for a brain tumor invasion model with 
heterogeneous diffusion in 1+1 dimensions, J Applied Numerical 
Mathematics (2014), in press, http:/dx.doi.org/10.1016/j.apnum. 
2014.09.006 

2. M Asvestas, AG Sifalakis, EP Papadopoulou and YG Saridakis, Fokas 
method for a multi-domain linear reaction-diffusion equation with 
discontinuous diffusivity, 2nd International Conference on Mathematical 
Modeling in Physical Sciences 2013, Journal of Physics: Conference 
Series 490 (2014) 012143. 

3. M Asvestas, EP Papadopoulou, AG Sifalakis and YG Saridakis,The 
Unified Transform for a Class of Reaction-Diffusion Problems with 
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Discontinuous Time Dependent Parameters, Proceedings of the World 
Congress on Engineering 2013 Vol I, WCE 2013, July 3 - 5, 2013, 
London, U.K.  

4. AS Fokas, A Alexandrou Himonas and D. Mantzavinos, The Nonlinear 
Schrödinger equation on the half line, Transactions of AMS, (accepted)                 

Στα πλαίσια του έργου εντάσσεται και το άρθρο:  D. Mantzavinos and 
A.S. Fokas, The Unified Transform For The Heat Equation: II. Non-
Separable Boundary Conditions In Two Dimensions, European J 
Applied Math, 2015 (http://dx.doi.org/10.1017/S0956792515000224). 
Το άρθρο δεν µπορεί να θεωρηθεί ως παραδοτέο λόγω µη-ορθής 
σήµανσης.  

Τέλος, άλλα άρθρα που πραγµατεύονται την µέθοδο Φωκά έχουν 
δηµοσιευτεί σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων αλλά αποδίδονται ως παραδοτέα 
της δράσης 4.2. 

Τα παραδοτέα αυτά υπερκαλύπτουν τα υποσχόµενα παραδοτέα της 
πρότασης. 

 
Σηµαντικότατη ήταν η συνεργασία µε τον Καθηγητή Α. Φωκά του 

Πανεπιστηµίου Cambridge, ως µετακαλούµενου Έλληνα ερευνητή του 
προγράµµατος ο οποίος συµµετείχε σε όλα τα αποτελέσµατα της δράσης. 
Καθοριστική επίσης ήταν και η συνεργασία µε τον  ερευνητικό συνεργάτη Δ. 
Μαντζαβίνο του Πανεπιστηµίου Notre Dame.  

 
 

1.6 Δράση 3.1: ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΣΕ CLUSTERS, GRIDS KAI 
CLOUDS 

 
Η Δράση 3 αναφέρεται γενικά στη χρήση σύγχρονων υπολογιστικών 

αρχιτεκτονικών αφενός µεν στην υλοποίηση των αριθµητικών µεθόδων και 
του αντίστοιχου επιστηµονικού λογισµικού, που θα αναπτύχθηκαν στα 
πλαίσια της Δράσης 2 (ιδιαίτερα 2.2 και 2.3), αφετέρου δε στην ανάπτυξη της 
πλατφόρµας λογισµικού της Δράσης 4. Η υλοποίησή του λογισµικού 
πραγµατοποιήθηκε από δύο διαφορετικές δράσεις (3.1 και 3.2).  
Αντικείµενο της συγκεκριµένης δράσης αποτελεί η αποδοτική υλοποίηση 

των αριθµητικών µεθόδων για ασυνεχή προβλήµατα πολλαπλών πεδίων / 
πολλαπλής φυσικής σε σύγχρονες παράλληλες αρχιτεκτονικές. 
Αρχικά η υλοποίηση έλαβε χώρα σε επίπεδο  συστοιχιών υπολογιστών 

(Clusters). Η υλοποίηση των µεθόδων αφορά τόσο σε οµοιογενή, συµµετρικά 
σχήµατα όπου γίνεται χρήση ενός συγκεκριµένου προγραµµατιστικού 
µοντέλου ανταλλαγής µηνυµάτων (MPI), όσο και σε ετερογενή, µη συµµετρικά 
σχήµατα, όπου ο παραλληλισµός των µεθόδων επιτελείται σε πολλαπλά 
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επίπεδα. Σύµφωνα µε αυτά τα συνεργατικά σχήµατα εφαρµόστηκε 
συνδυασµός µοντέλων ανταλλαγής µηνυµάτων (MPI) µε µοντέλα 
προγραµµατισµού κοινής µνήµης (OpenMP, Pthreads) για την περισσότερο 
ευέλικτη αξιοποίηση των επεξεργαστών πολλαπλών πυρήνων που 
περιέχονται σε κάθε κόµβο του Cluster.  
Κατά το επόµενο στάδιο της συγκεκριµένης δράσης η υλοποίηση έγινε σε 

περιβάλλον Cloud µέσω χρήσης υπηρεσιών διαδικτύου (webservices). Στην 
περίπτωση αυτή το παρεχόµενο λογισµικό είναι σε θέση να αξιοποιεί µε 
καλύτερο τρόπο τους διαθέσιµους υπολογιστικούς πόρους, ιδιαίτερα κατά την 
περίπτωση όπου υποβάλλονται µέσω του Cloud αιτήσεις για παράλληλη 
εκτέλεση από περισσότερους του ενός χρήστες. Για το λόγο αυτό στη δράση 
4.1 υλοποιήθηκε το µοντέλο Λογισµικό ως Υπηρεσία (SaaS – Software as a 
Service), που δίνει τη δυνατότητα ενός φιλικού προς το χρήστη διαδικτυακού 
γραφικού περιβάλλοντος που µπορεί να χρησιµοποιηθεί όχι µόνο από 
σταθµούς εργασίας αλλά και από φορητές συσκευές. 

 
Συγκεκριµένα, έγιναν οι παρακάτω ενέργειες:  

Ø Μελέτη σχετικής βιβλιογραφίας 
Ø Εγκατάσταση και δοκιµαστική λειτουργία Πλατφόρµας FEniCS. 
Ø Εγκατάσταση Εικονικού Cluster σε OpenStack (Τµήµα Μηχανικών 
Πληροφορικής – ΤΕΙ Δ. Ελλάδας). 

Ø Παράλληλη υλοποίηση της µεθόδου MonteCarlo σε Cluster (σε 
OpenStack).  

Ø Προετοιµασία FeniCS για παράλληλη υλοποίηση των IR Μεθόδων (π.χ. 
σύνδεση µε βιβλιοθήκες, κ.λ.π.).  

Ø Παράλληλη υλοποίηση της IR GEO στη FeniCS (µε RabbitMQ), σε 
περιβάλλον Cloud. 

Ø Παράλληλη υλοποίηση της IR ROB στη FeniCS (µε RabbitMQ) , σε 
περιβάλλον Cloud. 

Ø Σύγχρονη / ασύγχρονη υλοποίηση της IR GEO στη FeniCS (µε 
RabbitMQ) , σε περιβάλλον Cloud. 

Ø Αξιολόγηση των µεθόδων σε benchmark προβλήµατα. 
Ø Υλοποίηση Μεθόδων Χαλάρωσης στη Διεπαφή σαν Υπηρεσία (IraaS) , 
σε περιβάλλον Cloud. 

 
Παραδόθηκαν τα παραδοτέα της Δράσης αυτής:  

Ø Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις  και µια τελική. 
Ø Δηµοσιεύτηκαν 3 επιστηµονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων:  

1. A. Korfiati, P. Tsompanopoulou, P. Alefragis, S. Likothnassis, 
“Serial and Parallel Implementation of the Interface Relaxation 
Method GEO”, Numerical Analysis Conference (NumAn 2014), 
September 2-5, Chania, Greece, 2014. 

2. P. Alefragis, A. Spyrou and S. Likothanassis, “Application of a hybrid 
parallel Monte Carlo PDE Solver on rectangular multidomains 
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”Numerical Analysis Conference (NumAn 2014), September 2-5, 
Chania, Greece, 2014. 

3. Aigli Korfiati, Niki Sfika, Konstantis Daloukas, Christos Alexakos, 
Panagiota Tsompanopoulou and Spiros Likothanassis, IRaaS: A 
Cloud Implementation of an Interface Relaxation Method for the 
Solution of PDEs, 2015 International Conference of Parallel and 
Distributed Computing (ICPDC’15), Proc World Congress on 
Engineering, Vol. I,  541-546, 2015 (Certificate of Merit). 

 
Σχετική εργασία που αναφέρεται σε άλλη δράση είναι και η: 
• A. Korfiati, K. Daloukas, P. Alefragis, P. Tsompanopoulou and S. 

Likothanassis, “An Asynchronous Interface Relaxation Method for 
Multi-domain / Multi-Physics Problems”, International Conference 
on Numerical Analysis Applications and Methods (ICNAAM), 
Rhodes, Greece, Sept. 23-29, 2015. 
 

Ø Το Software παράλληλης υλοποίησης των αλγορίθµων. 
 
Συνολικά, η ΚΕΟ3 σε συνεργασία µε τις άλλες 2 ΚΕΟ, έχει 

ολοκληρώσει τα παρακάτω παραδοτέα: 
1. 3 Ετήσιες Τεχνικές Εκθέσεις και την Τελική Έκθεση Προόδου  
2. Τα παραπάνω 3 επιστηµονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων 
σχετικά µε το αντικείµενο του έργου.  

3. Στα πλαίσια του έργου ολοκληρώθηκε µια µεταπτυχιακή διπλωµατική 
εργασία, από την εξωτερική συνεργάτιδα κα Αίγλη Κορφιάτη, 
µεταπτυχιακής φοιτήτριας στο µεταπτυχιακό πρόγραµµα ειδίκευσης 
“Επιστήµη και τεχνολογία Υπολογιστών”, του Τµήµατος Μηχανικών 
Η/Υ και Πληροφορικής του Πανεπιστηµίου Πατρών. Η επίβλεψη της 
Μ.Δ.Ε. έγινε από τον Επιστηµονικό Υπεύθυνο της ΚΕΟ3 καθηγητή Σ. 
Λυκοθανάση. Το θέµα της εργασίας είναι: 
«Σχεδιασµός και υλοποίηση προηγµένων µαθηµατικών µεθόδων για την 
επίλυση προβληµάτων πολλαπλών πεδίων σε σύγχρονες 
υπολογιστικές αρχιτεκτονικές». 

4. Είναι υπό συγγραφή 1 επιστηµονικό άρθρο για υποβολή σε 
επιστηµονικό περιοδικό. Θα αφορά την παραλληλοποίηση  των 2 
µεθόδων της Interface Relaxation (GEO, ROB) στην Πλατφόρµα 
FEniCS. 

5. Ο κώδικας των παράλληλων υλοποιήσεων των µεθόδων 
InterfaceRelaxation (GEO, ROB) και MonteCarlo.  
 

Κατά τη διάρκεια του έργου η ερευνητική οµάδα του Πανεπιστηµίου 
Πατρών ΚΕΟ 3, ανέπτυξε συνεργασίες: 
Ø Με την ερευνητική οµάδα του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας ΚΕΟ 2, σε θέµατα 
υλοποίησης της µεθόδου Interface Relaxation στην πλατφόρµα FEniCS (µε 
την Αν. Καθηγήτρια Γ. Τσοµπανοπούλου). Συγκεκριµένα, υλοποιήθηκαν 
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παράλληλα οι µέθοδοςι IR – GEO και η IR – ROB στην Πλατφόρµα 
FEniCS. Επίσης, εκτός από τη σύγχρονη, έγινε και ασύγχρονη υλοποίηση 
της µεθόδου IR – GEO, στη FEniCS. Τέλος   έγινε παράλληλη υλοποίηση 
της µεθόδου Monte Carlo σε p-Threads (µε τον Καθηγητή Μ. Βάβαλη και 
τον υποψήφιο διδάκτορα Μ. Μαρούδα), σε Cluster (σε OpenStack). 

Ø Με όλα τα µέλη της ΚΕΟ 1, σε θέµατα παράλληλης υλοποίησης της 
µεθόδου ALOPEX, για την επίλυση του προβλήµατος Περιβαλλοντικής 
Μηχανικής. Παραλληλοποιήθηκε από την ΚΕΟ3 η µέθοδος Alopex στην 
εφαρµογή της για το πρόβληµα της υφαλµύρινσης υδροφορέων γλυκών 
υδάτων λόγω υπεράντλησης στα πηγάδια στο Βαθύ της Καλύµνου που έχει 
υλοποιηθεί από την ΚΕΟ 1, στη FEniCS.  

 
Επισηµαίνουµε ότι βρίσκεται σε εξέλιξη η διδακτορική διατριβή της 

εξωτερικής συνεργάτιδας κας Αίγλης Κορφιάτη η οποία πραγµατεύεται θέµατα 
που είναι απολύτως σχετικά µε την ερευνητική δραστηριότητα του έργου. Η 
διατριβή βρίσκεται στο 2ο έτος, υπό την επίβλεψη του Επιστηµονικού 
Υπεύθυνου της ΚΕΟ 3 καθηγητή Σ. Λυκοθανάση και έχει θέµα:   

«Σχεδιασµός και υλοποίηση ολοκληρωµένου περιβάλλοντος επίλυσης 
προβληµάτων σε αρχιτεκτονικές υψηλής επίδοσης και εφαρµογές» 

Η εξέλιξη της διατριβής είναι ένας ακόµη επιπρόσθετος λόγος για τον 
οποίο η ΚΕΟ3 θα συνεχίσει την συνεργασία της µε της άλλες δύο ΚΕΟ, 
παρόλο που το έργο ολοκληρώθηκε.  

 

1.7 Δράση 3.2: ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΣΕ FPGAs ΚΑΙ ΠΟΛΥΠΥΡΗΝΑ 
ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ (MULTICORES / MANYCORES) 

 
Η Δράσης 3.2 αφορά στην αποδοτική υλοποίηση των αριθµητικών 

µεθόδων για ασυνεχή προβλήµατα πολλαπλών πεδίων σε αρχιτεκτονικές 
επεξεργασίας γραφικών (Graphics Processor Units, GPU) καθώς και σε 
επαναδιατασσόµενες (reconfigurable) αρχιτεκτονικές (πχ. Field 
Programmable Gate Arrays, FPGAs).  

Με βάση τα αποτελέσµατα της µελέτης µεταφέρθηκαν και 
απεικονίστηκαν τα πακέτα λογισµικού – είτε καθολικά, είτε κατά τµήµατα - στα 
κατάλληλα κατά περίπτωση πολυπύρηνα συστήµατα. Επίσης 
κατασκευάστηκε εξειδικευµένο υλικό για την επιτάχυνση συγκεκριµένων 
υπολογιστικών πυρήνων των εφαρµογών και το απαραίτητο λογισµικό για την 
επικοινωνία µε τον υπολογιστή (Host computer). 

Για την υλοποίηση σε FPGA, χρησιµοποιήθηκε λογισµικό CAD που 
αναπτύχθηκε στο Πανεπιστήµιο Θεσσαλίας. Το λογισµικό αυτό µετατρέπει 
εφαρµογές που έχουν αναπτυχθεί σε OpenCL σε επιταχυντές υλικού 
(hardware accelerators). Επιταχύνθηκε έτσι η ανάπτυξη ενός συστήµατος 
FPGA χωρίς να χρειάζονται γνώσεις της αρχιτεκτονικής του συστήµατος. 
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Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι οι αρχιτεκτονικές GPU και FPGA είναι πολύ 
πιο αποδοτικές όσον αφορά τον χρόνο εκτέλεσης αλλά και την κατανάλωση 
ισχύος σε σχέση µε τις συµβατικές CPUs. Χρησιµοποιώντας διατάξεις 
επαναδιατασσόµενης λογικής (FPGAs) ένας σχεδιαστής τέτοιων συστηµάτων 
µπορεί να υλοποιήσει µια σειρά από αρχιτεκτονικές που καλύπτουν µεγάλη 
γκάµα απόδοσης, κόστους και κατανάλωσης ισχύος. Αυτό το συµπέρασµα 
χρησιµοποιήθηκε για την δηµιουργία ενός ετερογενούς συστήµατος που 
αποτελείται από συµβατικές CPUs οι οποίες µεταφέρουν τµήµατα του 
υπολογισµού µε υψηλές υπολογιστικές απαιτήσεις σε επιταχυντές GPU και 
FPGAs.     
Παραδόθηκαν τα παραδοτέα της Δράσης αυτής:  

Ø Τρεις ετήσιες τεχνικές εκθέσεις  και µια τελική. 
Ø Δηµοσιεύτηκαν 3 επιστηµονικά άρθρα σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων: 

 
1. K. Krommydas, W. Feng, M. Owaida, CD Antonopoulos, N.  Bellas, On 

the Characterization of OpenCL Dwarfs on Fixed and Reconfigurable 
Platforms, 25th	 IEEE	Systems,	Archit.	&	Processors,	 IEEE	Xplore	Proc	ASAP,	
pp	153-160,	2014		(Best	Paper	Candidate) 

2. M. Owaida, CD Antonopoulos, N.  Bellas, A grammar induction method 
for clustering of operations in complex FPGA's designs, IEEE	22nd	 Int.	
Symp.	F.-Prog.	Cust.	Mac.,	IEEE	Xplore	Proc	FCCM,	pp	194-201,	2014 

3. K. Krommydas, W. Feng, CD Antonopoulos, N.  Bellas, OpenDwarfs: 
Characterization of Dwarf-Based Benchmarks on Fixed and 
Reconfigurable Architectures, J	 Sign	 Process	 Syst,	 2015	 (Αποδεκτό για 
δηµοσίευση) 

 
Έχει επίσης υποβληθεί προς δηµοσίευση το άρθρο: 

• P. Skribonis, G. Zindros, I. Parnassos, M. Owaida, Ν. Bellas, P. 
Ienne, Exploring Automatically Generated Platforms in High 
Performance FPGAs, ParaFPGA 2015, Proceedings Advances in 
Parallel Computing. 
 

Ø Το λογισµικό του σχεδιασµού των επιταχυντών υλικού 
(hardwareaccelerators) σε γλώσσα Verilog καθώς και το λογισµικό 
OpenCL για υλοποίηση σε GPU.  

 
Κύρια ερευνητική οµάδα της Δράσης αυτής είναι ΚΕΟ 2 του Πανεπιστηµίου 

Θεσσαλίας. Οι συνεργασίες που έλαβαν χώρα στα πλαίσια της Δράσης 3.2 
ήταν οι εξής: 
Ø Εσωτερικές συνεργασίες µε τις άλλες οµάδες, κυρίως µε µέλη της οµάδας 
του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας.  

Ø Εξωτερικές συνεργασίες µε δύο πανεπιστήµια του εξωτερικού: µε την 
ερευνητική οµάδα του καθηγητή PaoloIenne στο École polytechnique  
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fédérale de Lausanne (EPFL) στην Λωζάννη της Ελβετίας. Επίσης µε την 
ερευνητική οµάδα του καθηγητή Wu-chun Feng στο Virginia Tech στις 
ΗΠΑ.  

 

1.8 Δράση 4.1: ΣΥΓΚΕΡΑΣΜΟΣ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΩΝ ΜΕΘΟΔΩΝ 
ΚΑΙ ΛΟΓΙΣΜΙΚΟΥ 

 
H Δράση 4.1 αφορά στoν συγκερασµό των ερευνητικών δραστηριοτήτων 

στα πλαίσια των υπολοίπων δράσεων του έργου µε στόχο την σχεδίαση και 
την ανάπτυξη περιβάλλοντος επίλυσης προβληµάτων το οποίο θα είναι 
κατάλληλο για τις εφαρµογές ενδιαφέροντος του έργου (Multi-Domain / Multi-
Physics) και ταυτόχρονα θα είναι ικανό να αξιοποιήσει σύγχρονες 
υπολογιστικές αρχιτεκτονικές (multicore CPUs, GPUs, FPGAs, γρήγορα µέσα 
αποθήκευσης, υποδοµή Cloud). 

 
Πιο συγκεκριµένα, οι σηµαντικότεροι στόχοι της δράσης είναι οι ακόλουθοι: 

 
1. Επιλογή βασικού περιβάλλοντος επίλυσης προβληµάτων. 

 
2. Επέκταση του περιβάλλοντος επίλυσης προβληµάτων για την υποστήριξη 
της κλάσης προβληµάτων ενδιαφέροντος του έργου. 

 
3. Επέκταση του περιβάλλοντος επίλυσης προβληµάτων για την αξιοποίηση 
σύγχρονων υπολογιστικών συστηµάτων και πιο συγκεκριµένα ετερογενών 
συστηµάτων, υποδοµής cloud, αλλά και σύγχρονου υλικού αποθήκευσης 
(flash storage). 

 
Για την επιλογή βασικού περιβάλλοντος επίλυσης προβληµάτων η 

ερευνητική οµάδα επέλεξε το πακέτο FEniCS  το οποίο αποτελεί µια συλλογή 
ελεύθερων εργαλείων λογισµικού εξειδικευµένων στην αυτόµατη και 
αποδοτική επίλυση διαφορικών εξισώσεων. 

 
Αναφορικά µε την επέκταση του περιβάλλοντος επίλυσης προβληµάτων 

για την υποστήριξη της κλάσης προβληµάτων ενδιαφέροντος του έργου, ο 
βασικός στόχος των επεκτάσεών της ερευνητικής οµάδας ήταν η σχεδίαση και 
η υλοποίηση ενός περιβάλλοντος µετα-υπολογισµού το οποίο υποστηρίζει 
προβλήµατα Multi-Domain / Multi-Physics, χωρίς να απαιτούνται αλλαγές στα 
χαµηλά επίπεδα του FEniCS (δηµιουργία συστηµάτων, γραµµική επίλυση 
συστηµάτων κλπ). Οι επεκτάσεις αυτές είναι διαθέσιµες στον προγραµµατιστή 
του FEniCS µε απόλυτα ”φυσικό” τρόπο.  

Στα πλαίσια της υποστήριξης προβληµάτων Multi-Domain / Multi-Physics 
υλοποιήθηκαν οι ακόλουθες µέθοδοι χαλάρωσης στις διεπαφές: 
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Ø Μέθοδος Schwarz για προβλήµατα µε επικαλυπτόµενα υποχωρία. 
Ø Στοχαστική µέθοδος εκτίµησης των τιµών στις διεπαφές. 
Ø Μέθοδος Geometric Contraction (GEO). 
Ø Μέθοδος ROB. 

 
Αναφορικά µε τον τρίτο κύριο στόχο της εν λόγω δράσης  υλοποιήθηκαν 

διάφορες επεκτάσεις στο FEniCS για την αξιοποίηση επιλυτών υλοποιηµένων 
σε επιταχυντές, επιλυτών που αξιοποιούν µέσα αποθήκευσης flash, καθώς 
και για την υποστήριξη επιλυτών εξειδικευµένων σε συγκεκριµένες κατηγορίες 
προβληµάτων. Επίσης, πραγµατοποιήθηκε µελέτη της αλληλεπίδρασης 
δηµοφιλών πακέτων επιλυτών (in-core και out-of-core) για συστήµατα 
γραµµικών εξισώσεων µε αραιούς πίνακες, µε αρχιτεκτονικές multicore CPUs, 
GPUs, καθώς και µε συστήµατα που ενσωµατώνουν γρήγορα µέσα 
αποθήκευσης (flash storage). Ακολούθως, σχεδιάστηκαν και αναπτύχθηκαν 
βελτιώσεις στο υποσύστηµα γρήγορης αποθήκευσης ώστε να είναι 
περισσότερο αποδοτικό για τις αριθµητικές µεθόδους που χρησιµοποιούνται 
στα πλαίσια του έργου. Το περιβάλλον επίλυσης προβληµάτων επεκτάθηκε 
ώστε να µπορεί να αξιοποιήσει υπηρεσίες που προσφέρονται στο cloud, 
όπως επίσης και να προσφέρει – µε τη σειρά του – υπηρεσίες στο cloud. Η 
διασύνδεση βασίζεται σε δηµοφιλή πρότυπα (SOAP, WSDL, ebXML). Τέλος, 
σχεδιάστηκε και υλοποιήθηκε προσαρµοσµένη αρχιτεκτονική cloud για την 
επίλυση προβληµάτων Multi-Domain / Multi-Physics που υλοποιεί 
µεθοδολογίες χαλάρωσης στη διεπαφή (Interface Relaxation as a Service – 
IRaaS). 

 
 

Παραδόθηκαν τα παραδοτέα της Δράσης αυτής τα οποία είναι σε 
συµφωνία και µε το τεχνικό δελτίο του έργου, και τα οποία είναι τα ακόλουθα: 

 
Ø Τεχνική έκθεση περιγραφής αποτελεσµάτων.  
 
Ø Πρότυπο λογισµικό για Περιβάλλον Επίλυσης Προβληµάτων το οποίο 
περιλαµβάνει τα ακόλουθα επιµέρους στοιχεία: 

 
• Προσθήκες στην πλατφόρµα FEniCS για την υποστήριξη 
προβληµάτων MDMP (µέθοδοι Schwarz, υβριδική 
αιτιοκρατική/στοχαστική, GEO, ROB). 

 
• Προσθήκες στην πλατφόρµα FEniCS για την υποστήριξη εναλλακτικών 
αρχιτεκτονικών (επέκταση Whale). 

 
• Προσθήκες στην πλατφόρµα FEniCS για την αξιοποίηση cloud µε 
χρήση web services. 
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• Προσθήκες στην πλατφόρµα FEniCS για την αξιοποίηση 
προσαρµοσµένων (custom) µηχανισµών cloud. 

 
• Η προσαρµοσµένη (custom) πλατφόρµα cloud IRaaS.  

 
Ø Επιπλέον των παραδοτέων που προέβλεπε το τεχνικό δελτίο, στα πλαίσια 
της δράσης αυτής παρήχθησαν και οι ακόλουθες 5 δηµοσιεύσεις: 

1. Athanasios Fevgas, Panagiota Tsompanopoulou, Panayiotis 
Bozanis, ”Exploring the Performance of Out-of-Core Linear Algebra 
Algorithms in Flash based Storage”, 6th International Conference on 
Numerical Analysis (NumAn 2014), 02-05 Sep 2014, Chania, Crete, 
Greece. 

2. V. Vasileiadis, CD Antonopoulos, G. Zindros, Automating data 
management in heterogeneous systems using polyhedral analysis, 
PCI 2015, ICPS	ACM	Proc,	pp	317-322,	2015 

3. Athanasios Fevgas, Konstantis Daloukas, Panagiota 
Tsompanopoulou, Panayiotis Bozanis, ”Efficient Solution of Large 
Sparse Linear Systems in Modern Hardware”, 6th International 
Conference on Information, Intelligence, Systems and Applications 
(IISA2015), 06-08 July 2015, Corfu, Greece. 

4. Niki Sfika, Aigli Korfiati, Christos Alexakos, Spiros Likothanassis, 
Konstantis Daloukas and Panagiota Tsompanopoulou, ”Dynamic 
Cloud Resources Allocation on Multidomain/Multiphysics Problems”, 
The 3rd International Conference on Future Internet of Things and 
Cloud (FiCloud 2015), 24-26 August 2015, Rome, Italy. 

5. Christos Antonopoulos, Manolis Maroudas and Manolis Vavalis, ”On 
PDE problem solving environments for multidomain multiphysics 
problems”, Journal of Mathematics and Statistical Science. Accepted 
10/2015, in press. 

 

1.9 Δράση 4.2: ΕΠΙΚΥΡΩΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ ΣΕ 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΙΑΤΡΙΚΗΣ 

Ο κύριος στόχος της Δράσης 4.2 ήταν η επικύρωση των αποτελεσµάτων 
της ερευνητικής οµάδας αναφορικά µε την αποδοτικότητα µεθόδων στο 
πρόβληµα της εξέλιξης καρκινικών εγκεφαλικών όγκων καθώς και η µελέτη 
της εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου, µε χρήση νέων µεθόδων, 
λογισµικού και σύγχρονων υπολογιστικών αρχιτεκτονικών. 

 
Για την εν λόγω δράση η ερευνητική οµάδα χρησιµοποίησε γραµµικά και 

µη-γραµµικά µαθηµατικά µοντέλα ώστε να περιγράψει το πρόβληµα εξέλιξης 
καρκινικών εγκεφαλικών όγκων, τα οποία λαµβάνουν υπόψη την 
ανοµοιογένεια του εγκεφαλικού ιστού αλλά και προσοµοιώνουν την επίδραση 
διάφορων πρωτοκόλλων ραδιοθεραπείας και χηµειοθεραπείας, µε κεντρικό 
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στόχο την επικύρωση των αριθµητικών και αναλυτικών µεθόδων καθώς και 
του λογισµικού που ανέπτυξαν στα πλαίσια του έργου. 

 
Για το σκοπό αυτό η ερευνητική οµάδα: 

 
Ø Χρησιµοποίησε την γενικευµένη µη-γραµµική εξίσωση του  Fisher, η 
οποία περιγράφει γενικά το πρόβληµα της βιολογικής 
εισβολής/µετακίνησης πληθυσµών και διαθέτει αναλυτική λύση, ώστε να 
επικυρωθεί η τάξη σύγκλισης της Hermite Collocation µεθόδου µε 
Hadamard γινόµενα καθώς επίσης και να µελετηθεί η συµπεριφορά της 
όταν συνδυάζεται µε Strong Stability Preserving Runge-Kutta (SSPRK) 
σχήµατα διακριτοποίησης χρόνου.   

Ø Μελέτησε και επικύρωσε τη συµπεριφορά της νέας ασυνεχούς Hermite 
Collocation µεθόδου σε γραµµικά και µη-γραµµικά µοντέλα εξέλιξης 
καρκινικών όγκων στις µία και δύο χωρικές διαστάσεις σε ορθογώνια 
χωρία.  

Ø Μελέτησε και επικύρωσε τη συµπεριφορά της αναλυτικής µεθόδου 
µετασχηµατισµού Φωκά σε γραµµικά µοντέλα εξέλιξης καρκινικών όγκων. 

Ø Επικύρωσε τη συµπεριφορά της υβριδικής Collocation µεθόδου µε 
Μεθόδους Χαλάρωσης στις Διεπαφές (ΜΧΔ) σε γραµµικά µοντέλα 
εξέλιξης καρκινικών όγκων σε συνεργασία µε την ερευνητική οµάδα του 
Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας. 

Ø Εφάρµοσε τεχνικές επανέναρξης της διαδικασίας στο χρόνο για να 
µελετηθεί η συµπεριφορά των µεθόδων Collocation και µετασχηµατισµού 
Φωκά στην αντιµετώπιση εξελικτικών µοντέλων εφοδιασµένων µε 
πρωτόκολλα ραδιοθεραπείας/χηµειοθεραπείας.  

Ø Μελέτησε την απεικόνιση, σε CPU/GPU αρχιτεκτονικές, και επιτάχυνση 
των υπολογισµών που απαιτούνται για την επίλυση των εξισώσεων της 
ασυνεχούς Tensor Product Hermite Collocation µεθόδου, σε συνδυασµό 
µε σχήµατα SSPRK, για δισδιάστατα µοντέλα εξέλιξης καρκινικών 
εγκεφαλικών όγκων. 

 
Παράλληλα, σε συνεργασία µε ιατρική οµάδα του Ναυτικού Νοσοκοµείου 

Χανίων, η ερευνητική οµάδα προχώρησε στην ψηφιακή επεξεργασία 
απεικονίσεων Magnetic Resonance Imaging (MRI) του εγκεφάλου και στην 
ανάπτυξη αλγορίθµων για την οριοθέτηση των περιοχών µε διαφορετικό 
συντελεστή διάχυσης (δηλ. Φαιά και Λευκή ουσία). Εν συνεχεία, κάνοντας 
χρήση εξειδικευµένων πακέτων λογισµικού, επετεύχθη η κατάλληλη 
διακριτοποίηση των χωρίων καθώς και η απαιτούµενη κωδικοποίηση της 
πληροφορίας αυτής προς χρήση από την πλατφόρµα λογισµικού FEniCS. Με 
τον τρόπο αυτό κατέστη δυνατή η µελέτη κατ’ αρχήν γραµµικών µοντέλων 
εξέλιξης καρκινικών όγκων εγκεφάλου σε πραγµατική γεωµετρία πεδίου µε 
την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων.  

 
Παραδόθηκαν τα παραδοτέα της Δράσης αυτής τα οποία είναι σε 
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συµφωνία και µε το τεχνικό δελτίο του έργου, και τα οποία είναι τα ακόλουθα: 
 

Ø Τρεις (3) ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και µία (1) τελική τεχνική έκθεση 
Ø Έχουν δηµοσιευτεί τα παρακάτω τρία (3) επιστηµονικά άρθρα σε 
πρακτικά διεθνών συνεδρίων µε κριτές (εκ των οποίων ένα έχει λάβει 
βραβείο καλύτερης δηµοσίευσης):  

1. IE Athanasakis , EP Papadopoulou and YG Saridakis, Runge-Kutta 
and Hermite Collocation for a biological invasion problem modeled 
by a generalized Fisher equation, 2nd International Conference on 
Mathematical Modeling in Physical Sciences 2013, Journal of 
Physics: Conference Series 490 (2014) 012133. 

2. AG Sifalakis, MG Papadomanolaki, EP Papadopoulou and YG 
Saridakis, The Unified Transform for a Reaction-Diffusion Brain 
Tumor Model that Incorporates Tissue Heterogeneity and 
Radiotherapy, Proc of INASE-PMAMCM 2015 Recent Advances in 
Mathematics, pp 137-142, 2015      

3. IE Athanasakis, ND Vilanakis and EN Mathioudakis, Solving 
Discontinuous Collocation Equations for a Class of Brain Tumor 
Models on GPUs, Proceedings of the World Congress on 
Engineering 2013 Vol I, 2015, July 1 - 3, 2015, London, U.K. (Best 
Paper Award) 

Επίσης έχει υποβληθεί ένα (1) άρθρο για δηµοσίευση σε διεθνές 
επιστηµονικό περιοδικό µε τίτλο: «The Fokas Method For 
Heterogeneous Reaction-Diffusion Brain Tumor Models That 
Incorporate Radiotherapy And Chemotherapy» (by AG Sifalakis, MG 
Papadomanolaki, E.P. Papadopoulou and  Y.G. Saridakis). 

 
 

1.10 Δράση 4.3: ΕΠΙΚΥΡΩΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ ΣΕ 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΤΙΚΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ 

 
 
Ο κύριος στόχος της Δράσης 4.3 ήταν η επικύρωση των αποτελεσµάτων 

της ερευνητικής οµάδας αναφορικά µε την αποδοτικότητα µεθόδων και 
λογισµικού στο πρόβληµα της υφαλµύρινσης (διείσδυση θαλασσινού ύδατος) 
υπόγειων υδροφορέων γλυκών υδάτων καθώς επίσης και η ανάπτυξη 
λογισµικού για τη µελέτη της βέλτιστης διαχείρισης του υδροφορέα µε υψηλής 
ακρίβειας µεθόδους αλλά και αλγορίθµους βελτιστοποίησης. 

 
Για την εν λόγω δράση η ερευνητική οµάδα µελέτησε το πρόβληµα της 
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διείσδυσης θαλασσινού ύδατος σε παράκτιους υπόγειους υδροφορείς γλυκού 
νερού, χρησιµοποίησε το προσεγγιστικό µοντέλο του Strack το οποίο 
βασίζεται στις παραδοχές αφενός µεν ύπαρξης απότοµης σφήνας (sharp 
interface) και συνεπώς ανυπαρξία ζώνης υφάλµυρου νερού (transition zone) 
µεταξύ του γλυκού και αλµυρού ύδατος, και αφετέρου της εξίσωσης Ghyben-
Herzberg η οποία σε συνθήκες σταθερής κατάστασης (steady state) 
προσεγγίζει τη θέση της σφήνας. Η βασική ΜΔΕ του µοντέλου που 
περιγράφει το δυναµικό ροής ανήκει στην κατηγορία των ΜΔΕ πολλαπλών 
πεδίων αφού ο συντελεστής διάχυσης, ο οποίος χαρακτηρίζει την υδραυλική 
αγωγιµότητα, είναι ασυνεχής λόγω γεωλογικής ανοµοιογένειας του εδάφους. 

 
Επίσης κεντρικός στόχος της ερευνητικής οµάδας για την εν λόγω δράση 

αναδείχθηκε η ανάπτυξη και µελέτη ενός συστήµατος βέλτιστης διαχείρισης 
του υδροφορέα µέσω στοχαστικών αλγορίθµων βελτιστοποίησης.   

 
Για το σκοπό αυτό η ερευνητική οµάδα: 

Ø Κατασκεύασε και µελέτησε τη σύγκλιση µίας νέας έκδοσης του ευέλικτου 
στοχαστικού αλγορίθµου βελτιστοποίησης Algorithm of Pattern Extraction 
(ALOPEX ).  
Ø Κατασκεύασε ένα σύστηµα «επιδιόρθωσης» του αλγορίθµου για την 
εφαρµογή των περιοριστικών συνθηκών (constraints) του 
προβλήµατος καθώς και ένα αποτελεσµατικό κριτήριο τερµατισµού του 
αλγορίθµου. 

Ø Μελέτησε  τη συµπεριφορά του νέου αλγορίθµου καθώς και την 
ευστάθεια των λύσεων που παράγει σε ένα αναλυτικό µοντέλο 
εισβολής θαλάσσιου ύδατος σε οµογενείς ορθογώνιους παράκτιους 
υπόγειους υδροφορείς. 

 
Ο προτεινόµενος αλγόριθµος στοχαστικής βελτιστοποίησης εφαρµόστηκε 

µε επιτυχία, στη συνέχεια, σε συνδυασµό µε το εξειδικευµένο λογισµικό PTC 
(Princeton Transport Code), ένα προσοµοιωτή ροής και µεταφοράς µάζας στις 
τρεις (3) διαστάσεις, για να µελετηθεί το πρόβληµα πεδίου του έργου το οποίο 
αναφέρεται στον υπόγειο υδροφορέα της Χερσονήσου (Ηράκλειο Κρήτης). Η 
ευελιξία του αλγορίθµου και η ταχεία σύγκλισή του επέτρεψε την 
αποτελεσµατική µελέτη του προβλήµατος και παραγωγή νέων λύσεων για την 
αντιµετώπιση του προβλήµατος υφαλµύρινσης του υδροφορέα της 
Χερσονήσου.  

 
Παράλληλα, ο αλγόριθµος στη νέα µορφή του κωδικοποιήθηκε σε γλώσσα 

python, ώστε να καταστεί δυνατή η χρησιµοποίησή του από την πλατφόρµα 
λογισµικού FΕniCS. Επίσης η ερευνητική οµάδα προχώρησε και στην 
ψηφιακή επεξεργασία του υδροφορέα της Χερσονήσου και στην οριοθέτηση 
των περιοχών µε διαφορετική υδραυλική αγωγιµότητα καθώς και στην 
κατάλληλη διακριτοποίηση των χωρίων προς χρήση από την πλατφόρµα 
FEniCS. Το µοντέλο, εφοδιασµένο µε τεχνικές εντοπισµού του µετώπου 
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υφαλµύρινσης, είναι διαθέσιµο. 
 

Επίσης, ο αλγόριθµος στοχαστικής βελτιστοποίησης χρησιµοποιήθηκε για 
την επικύρωση των αποτελέσµατων του έργου και την περαιτέρω µελέτη των 
µεθόδων που αναπτύχτηκε  σε προβλήµατα υφαλµύρινσης υδροφορέων.  Πιο 
συγκεκριµένα, η ερευνητική οµάδα χρησιµοποίησε ένα µοντέλο ορθογώνιου 
υδροφορέα ανοµοιογενούς υδραυλικής αγωγιµότητας που προσοµοιώνει το 
υδροφορέα στο Βαθύ της Καλύµνου, για να µελετήσει τη συµπεριφορά της 
ασυνεχούς µεθόδου Collocation αλλά και των Μεθόδων Χαλάρωσης στις 
Διεπαφές καθώς και υβριδικών µεθόδων τύπου Schwarz που αποτελούν 
µέρος της επέκτασης της πλατφόρµας FEniCS που αναπτύχτηκε από την 
οµάδα του έργου στα πλαίσια της δράσης 4.1.  

 
Παραδόθηκαν τα παραδοτέα της Δράσης αυτής τα οποία είναι σε 

συµφωνία και µε το τεχνικό δελτίο του έργου, και τα οποία είναι τα ακόλουθα: 
 

Ø Τρεις (3) ετήσιες τεχνικές εκθέσεις και µία (1) τελική τεχνική έκθεση 
Ø Έχουν δηµοσιευτεί τα παρακάτω τέσσερα (4) επιστηµονικά άρθρα σε 
πρακτικά διεθνών συνεδρίων µε κριτές:  

1. PN Stratis, ZA Dokou, GP Karatzas, EP Papadopoulou and YG 
Saridakis,  Stochastic Optimization and Numerical Simulation for 
Pumping Management of the Hersonissos Freshwater Coastal 
Aquifer in Crete, Proc. of INASE-WHH 2015 Recent Advances in 
Environmental and Earth Sciences and Economics, pp 329-334, 
2015. 

2. IE Athanasakis, ZA Dokou, EN Mathioudakis, PN Stratis and ND 
Vilanakis, Combining Stochastic Optimization and Numerical 
Methods-Software for the Pumping Management of Coastal 
Aquifers: Case Study of a Rectangular Homogeneous Aquifer, J 
Math. Mod. Methods in Applied Sciences, 9, pp. 727-732, 2015 

3. PN Stratis, YG Saridakis, MS Zakynthinaki and EP Papadopoulou, 
ALOPEX stochastic optimization for pumping management in fresh 
water coastal aquifers, 2nd Intern. Conf. on Mathematical Modeling 
in Physical Sciences 2013, Journal of Physics: Conference Series 
490 (2014) 012112 

Επίσης έχουν υποβληθεί δύο (2) άρθρα για δηµοσίευση σε διεθνή 
επιστηµονικά περιοδικά: 
I. PN Stratis, GP Karatzas, EP Papadopoulou, MS Zakynthinaki and 

YG.Saridakis, Stochastic optimization for an analytical model of 
saltwater intrusion in coastal aquifers,  PLOSone (Revised version 
Submitted 2015) 
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II. PN Stratis, ZA Dokou, GP Karatzas, EP Papadopoulou, and 
YG.Saridakis PTC Simulations, Stochastic Optimization and Safety 
Strategies for Groundwater Pumping Management: Case Study of 
the Hersonissos Coastal Aquifer in Crete, Applied Water Science 
(submitted 2015) 

 

1.11 Δράση 6: ΔΙΑΧΥΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 
 
Η Δράση 6 αφορά στις ενέργειες για τη διάχυση των αποτελεσµάτων 

του έργου. 
 
Όπως προβλέπεται και στο τεχνικό δελτίο, η δηµοσιοποίηση των 

αποτελεσµάτων πραγµατοποιήθηκε µε τη δηµιουργία σχετικής ιστοσελίδας 
και µε την οργάνωση επιστηµονικής ηµερίδας, καθώς επίσης µε 
παρουσιάσεις και δηµοσιεύσεις σε διεθνή συνέδρια και επιστηµονικά 
περιοδικά αλλά και µε τη διοργάνωση επιστηµονικών ηµερίδων.  
 

Απολογιστικά, οι κύριες δραστηριότητες για την διάχυση των 
αποτελεσµάτων που αναπτύχθηκαν κατά τη διάρκεια του έργου 
περιλαµβάνουν: 

 
 

I. Παρουσιάσεις/Δηµοσιεύσεις σε Διεθνή Επιστηµονικά Συνέδρια µε 
Σύστηµα Κριτών 

 
 

ΔΙΕΘΝΗ ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΑ ΣΥΝΕΔΡΙΑ 
Αριθµός 20 
Οµιλίες 43 

Δηµοσιεύσεις 24* 

Poster 2 
ΔΙΑΚΡΙΣΕΙΣ 

Βραβείο Καλλίτερης Εργασίας 3 
Βραβείο Καλλίτερης Εργασίας 

Νέου Ερευνητή 1 

Certificate of Merit 1 
Υποψηφιότητα  Καλλίτερης 

Εργασίας 1 
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II. Δηµοσιεύσεις σε Διεθνή Επιστηµονικά Περιοδικά µε Σύστηµα 
Κριτών 

 
ΔΙΕΘΝΗ ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΑ ΠΕΡΙΟΔΙΚΑ 

Δηµοσιευµένα &  
Υπό-Δηµοσίευση Άρθρα                                                      10* 

Υπό-Κρίση Άρθρα 3 
 
*Σηµειώνουµε ότι έχει υπερκαλυφθεί ο στόχος του έργου για 18 

δηµοσιεύσεις σε επιστηµονικά περιοδικά ή/και πρακτικά διεθνών 
συνεδρίων. 

 
III. Διοργάνωση Επιστηµονικών Ηµερίδων/Σεµιναρίων (Workshops) 

 
Διοργανώθηκαν 2 επιστηµονικά workshops στα πλαίσια του διεθνούς 
συνεδρίου NumAn 2014 – 6th International Conference in Numerical 
Analysis µε τίτλο: 
• Workshop on Fokas Method   (10 Presentations) 
• Workshop on Multi-Physics, Multi-Domain Problems (10 

Presentations) 
Τα workshops αυτά τα παρακολουθήσαµε και οι δυο αξιολογητές 

Μ. Βραχάτης και Δ. Νούτσος ως µέλη του παραπάνω Επιστηµονικού 
Συνεδρίου. Οι εντυπώσεις µας ήταν πάρα πολύ καλές. Ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον η συµµετοχή πολλών νέων ερευνητών µε καταπληκτικές 
παρουσιάσεις. 

 
IV. Ιστοσελίδα του έργου 

 
Η τελική µορφή της ιστοσελίδας ολοκληρώθηκε και παραδόθηκε στα 

µέσα του προγράµµατος και ενηµερωνόταν τακτικά έως και τη λήξη του 
από συνεργαζόµενο µέλος της 1ης ερευνητικής οµάδας, ολοκληρώνοντας 
το σχετικό παραδοτέο της δράσης. Περιλαµβάνει πλήρη στοιχεία για τους 
στόχους του προγράµµατος, τις πηγές χρηµατοδότησης, τους 
συνεργαζόµενους εταίρους, τις δηµοσιεύσεις, τα ερευνητικά 
αποτελέσµατα κ.λ.π. Η ιστοσελίδα του έργου λειτουργεί στην ηλεκτρονική 
διεύθυνση 

  
http://www.tuc.gr/index.php?id=5209 

 
V. Διοργάνωση Ηµερίδας Παρουσίασης των αποτελεσµάτων 

 
Διοργανώθηκε η προβλεπόµενη στο έργο Ηµερίδα Παρουσίασης των 

Αποτελεσµάτων (ΗΠΑ) του έργου στις 14 Νοεµβρίου 2015 στο 
Πολυτεχνείο Κρήτης. Παρουσιάστηκαν τα αποτελέσµατα όλων των 
δράσεων µε: 
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• 10 Παρουσιάσεις-Οµιλίες 
•  9  Posters 
Τα πρακτικά (οι παρουσιάσεις και τα posters) σε ηλεκτρονική µορφή 
έχουν αναρτηθεί στην ιστοσελίδα του έργου ολοκληρώνοντας τα σχετικά 
παραδοτέα του έργου. Στην ηµερίδα, την οποία παρακολουθήσαµε και οι 
δύο αξιολογητές του έργου και ήταν ανοικτή στο κοινό, παραβρέθηκαν 
όλα τα µέλη των τριών κεντρικών ερευνητικών οµάδων που ανέλυσαν 
(µέσω των παρουσιάσεων και των posters) το επιστηµονικό αντικείµενο 
και τα αποτελέσµατα των δράσεων. Το επίπεδο των παρουσιάσεων ήταν 
επιστηµονικά και τεχνικά υψηλό και ταυτόχρονα κατανοητό και 
κατατοπιστικό. Έγιναν εκτενείς συζητήσεις µεταξύ των µελών και των 
αξιολογητών. Ήταν εντυπωσιακός ο τρόπος παρουσίασης των 
αποτελεσµάτων που παρήχθησαν καθώς και των µεθόδων και τεχνικών 
που αναπτύχθηκαν στα προβλήµατα Περιβαλλοντικής Μηχανικής και 
Ιατρικής, όπως η υφαλµύρινση υδροφορέων γλυκών υδάτων λόγω 
υπεράντλησης και η διάδοση πρωτογενών καρκινικών όγκων εγκεφάλου. 
Έγινε καθαρό ότι η επιστηµονική έρευνα είχε ως αφετηρία υπαρκτά 
προβλήµατα, όπως τα παραπάνω. Ακολούθησαν οι αριθµητικές τεχνικές 
για την προσέγγιση του µοντέλου που διέπει το πρόβληµα και τέλος οι 
αριθµητικές µέθοδοι συνδυάστηκαν µε την ανάπτυξη υπολογιστικών 
τεχνικών, κυρίως παράλληλων, για την υλοποίησή των. Μέσα από τις 
παρουσιάσεις, τα posters και τις συζητήσεις φάνηκαν τα εξής: 
• Στο υποέργο έγινε έρευνα υψηλού επιπέδου που χαρακτηρίζεται 
έντονα από τη διεπιστηµονικότητα. Συνδυάστηκαν επιστηµονικές 
περιοχές κυρίως της αριθµητικής επίλυσης προβληµάτων αρχικών ή 
συνοριακών τιµών ΜΔΕ µε σύγχρονες τεχνικές υλοποίησης από την 
επιστήµη των Ηλεκτρονικών Υπολογιστών. 

• Η έρευνα χαρακτηρίζεται επίσης διαπανεπιστηµιακή. Φάνηκε ότι έγινε 
πολύ καλή όσµωση των τριών ερευνητικών οµάδων: Πολυτεχνείο 
Κρήτης – Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας – Πανεπιστηµίου Πατρών, καθώς 
και του µετακαλούµενου ερευνητή από το εξωτερικό, Α. Φωκά, µε 
αποτέλεσµα να παραχθούν σηµαντικά αποτελέσµατα. 

• Από το έργο ωφελήθηκαν πολύ νέοι ερευνητές: µεταπτυχιακοί 
φοιτητές, υποψήφιοι διδάκτορες, νέοι διδάκτορες. 

• Άνοιξαν νέα πεδία επιστηµονικής έρευνας για το µέλλον. 
 

 
Συνέντευξη των Μελών των Ερευνητικών Οµάδων από τους 
Αξιολογητές 

 
Την Κυριακή 15-11-2015 έγινε, στο Πολυτεχνείο Κρήτης, συνέντευξη – 
συζήτηση µεταξύ των µελών των ερευνητικών οµάδων και των δυο 
αξιολογητών. Εκεί φάνηκαν ακόµη περισσότερο: 
• Η διεπιστηµονικότητα της έρευνας, 
• Η διαπανεπιστηµιακότητα της έρευνας, 
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• Το δέσιµο των τριών ερευνητικών οµάδων, 
• Τα νέα επιστηµονικά προβλήµατα και οι προοπτικές για µελλοντική 
έρευνα, 

• Η όρεξη των νέων επιστηµόνων να συνεχίσουν την έρευνα στα πεδία 
που ανοίχτηκαν, αλλά και η αγωνία τους για το αν θα βρεθούν 
ευκαιρίες απασχόλησης για αυτούς, σαν αυτή του Προγράµµατος 
ΘΑΛΗΣ.  
 
 

2 ΣΥΝΟΨΗ – ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
 
Συνοψίζοντας, στα πλαίσια αυτού του υποέργου ΘΑΛΗΣ, εκπονήθηκε 

επιστηµονική έρευνα υψηλού επιπέδου η οποία δηµοσιεύτηκε σε πρακτικά 
διεθνών επιστηµονικών συνεδρίων, και σε  υψηλού επιπέδου επιστηµονικά 
περιοδικά. Τα επιτεύγµατα αυτής της έρευνας χαρακτηρίζονται από τα 
παρακάτω: 

 
1. Την ενίσχυση της Αριστείας. 

Η ενίσχυση της αριστείας τεκµηριώνεται από τα παρακάτω: 
• Εκπονήθηκε έρευνα υψηλού επιπέδου από την οποία 
προέκυψαν 26 δηµοσιεύσεις σε πρακτικά διεθνών συνεδρίων, 7 
δηµοσιεύσεις ή υπό δηµοσίευση σε διεθνή επιστηµονικά 
περιοδικά υψηλού κύρους και 4 εργασίες βρίσκονται υπό κρίση. 
Έχουν απονεµηθεί 3 βραβεία καλλίτερης εργασίας, 1 βραβείο 
καλλίτερης εργασίας νέου ερευνητή και 1 Certificate of Merit. 

• Προτάθηκαν λύσεις σε σύγχρονα επιστηµονικά προβλήµατα 
Περιβαλλοντικής Φυσικής και Ιατρικής, τα οποία 
µοντελοποιούνται σε προβλήµατα αρχικών ή συνοριακών τιµών 
ΜΔΕ  σε ανοµοιογενή χωρία, µε φυσικές ασυνέχειες και 
ασυνέχειες στις διεπαφές των υποχωρίων. Στη συνέχεια 
αναπτύχθηκαν αριθµητικές µέθοδοι και αριθµητικές τεχνικές που 
αντιµετωπίζουν αποτελεσµατικά τις ασυνέχειες και είναι 
κατάλληλες για την υλοποίηση σε παράλληλα υπολογιστικά 
περιβάλλοντα. Τέλος, υλοποιήθηκαν αντίστοιχοι αλγόριθµοι, σε 
διάφορες υπολογιστικές πλατφόρµες (CPUs, GPUs, FEniCS) 
και παραδόθηκαν, έτοιµα προς χρήση, λογισµικά.   

• Εφαρµόστηκε η καινοτόµος µαθηµατική µέθοδος 
µετασχηµατισµού Φωκά για την επίλυση σύνθετων 
προβληµάτων ΜΔΕ µε ασυνεχείς συντελεστές και 
αναπτύχθηκαν λύσεις κλειστής µορφής ως προς τον χρόνο σε 
ευαίσθητα προβλήµατα, όπως εξέλιξης καρκινικών όγκων 
εγκεφάλου. Σηµαντικό ρόλο έπαιξε η συµµετοχή του κορυφαίου 
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επιστήµονα Καθηγητή Αθανασίου Φωκά ως µετακαλούµενου 
ερευνητή του εξωτερικού. 
 

2. Την ανάπτυξη της διεπιστηµονικής έρευνας. 
Η έρευνα χαρακτηρίζεται ως διεπιστηµονική αφού έχει αφετηρία 

υπαρκτά προβλήµατα Περιβαλλοντολογικής Μηχανικής και Ιατρικής, 
αναπτύχθηκαν επιστηµονικές περιοχές κυρίως της αριθµητικής 
επίλυσης προβληµάτων αρχικών ή συνοριακών τιµών ΜΔΕ που 
περιγράφουν τα προβλήµατα αυτά και στη συνέχεια αναπτύχθηκαν 
σύγχρονες τεχνικές υλοποίησης από την Επιστήµη των Ηλεκτρονικών 
Υπολογιστών. Συµµετείχαν ερευνητές του επιστηµονικών πεδίων των 
Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών, της Αριθµητικής Ανάλυσης και της 
Επιστήµης Ηλεκτρονικών Υπολογιστών. 
 

3. Τη συνέργεια µεταξύ ερευνητικών οµάδων διαφορετικών 
Πανεπιστηµίων. 

Συνεργάστηκαν αρµονικά επιστήµονες τριών ερευνητικών 
οµάδων από διαφορετικά Πανεπιστήµια, το Πολυτεχνείο Κρήτης, το 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλίας και το Πανεπιστήµιο Πατρών.  

• Η οµάδα του Πολυτεχνείου Κρήτης ασχολήθηκε κυρίως µε την 
επίλυση ΜΔΕ αναπτύσσοντας αριθµητικές µεθόδους, κυρίως 
µεθόδους Collocation για τη διακριτοποίηση, και µε τη µέθοδο 
µετασχηµατισµών Φωκά για την εύρεση λύσεων σε κλειστή 
µορφή. Συνεργάστηκε επιστηµονικά και µε τις δυο άλλες οµάδες.  

• Η οµάδα του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας, στο αριθµητικό 
επίπεδο, εργάστηκε στην ανάπτυξη τεχνικών για τη χαλάρωση 
στις διεπαφές των υποχωρίων, όπου υπάρχουν ασυνέχειες, 
καθώς και µε την ανάπτυξη στοχαστικών µεθόδων για την 
αντιµετώπιση προβληµάτων ασυνέχειας και συνεργάστηκε στο 
επίπεδο αυτό κυρίως µε την οµάδα του Πολυτεχνείου Κρήτης. 
Επίσης, συνεργαζόµενη κυρίως µε την οµάδα του 
Πανεπιστηµίου Πατρών, εργάστηκε στο επίπεδο υλοποίησης και 
ανάπτυξης παράλληλων υπολογιστικών τεχνικών και 
λογισµικού. 

• Η οµάδα του Πανεπιστηµίου Πατρών, εργάστηκε κυρίως στο 
επίπεδο της υλοποίησης των προτεινοµένων αριθµητικών 
µεθόδων και την ανάπτυξη κατάλληλων παράλληλων 
υπολογιστικών περιβαλλόντων για την αποτελεσµατική 
αντιµετώπιση του προβλήµατος. 
ΟΙ συνεργασίες αυτές απέδωσαν άριστα αποτελέσµατα. 
 

4. Την ανάπτυξη συνεργασιών µε ιδρύµατα και ερευνητικά κέντρα 
της χώρας και του εξωτερικού. 

Σηµαντικότατη ήταν η συνεργασία µε τον Καθηγητή Α. Φωκά του 
Πανεπιστηµίου Cambridge, ως µετακαλούµενου Έλληνα ερευνητή του 
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προγράµµατος ο οποίος συµµετείχε σε όλα τα αποτελέσµατα της 
δράσης 2.4. Καθοριστική επίσης ήταν και η συνεργασία µε τον  
ερευνητικό συνεργάτη Δ. Μαντζαβίνο του Πανεπιστηµίου Notre Dame.  

Επίσης, στα πλαίσια της Δράσης 3.2, η ερευνητική οµάδα του 
Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας ανέπτυξε συνεργασία µε δύο πανεπιστήµια 
του εξωτερικού: µε την ερευνητική οµάδα του καθηγητή PaoloIenne στο 
École polytechnique  fédérale de Lausanne (EPFL) στην Λωζάννη της 
Ελβετίας και µε την ερευνητική οµάδα του καθηγητή Wu-chun Feng στο 
Virginia Tech στις ΗΠΑ. 
 
 
Συµπερασµατικά, το ερευνητικό αυτό πρόγραµµα πέτυχε στο ακέραιο 

τους στόχους που έθεσε: Παράχθηκε επιστηµονικό έργο υψηλού επιπέδου το 
οποίο χαρακτηρίζεται από τη διεπιστηµονικότητά του. Συνεργάστηκαν 
ερευνητές από τρία διαφορετικά Ανώτατα Ιδρύµατα του εσωτερικού. 
Αναπτύχθηκαν συνεργασίες µε Ιδρύµατα του εξωτερικού κυρίως µε τον 
µετακαλούµενο ερευνητή του οποίου ήταν καταλυτική η ενεργή του παρουσία. 
Ωφελήθηκαν, κυρίως νέοι ερευνητές από όλες τις ερευνητικές οµάδες. 
Παραδόθηκαν πολύ περισσότερα από τα προβλεπόµενα στην πρόταση 
παραδοτέα. Τέλος, η επιτελούµενη έρευνα και οι τεχνικές που αναπτύχθηκαν, 
έδωσαν νέα επιστηµονικά θέµατα που χρήζουν µελλοντικής έρευνας.  

 
 

 
Οι αξιολογητές 

 
 
 

  
 

Βραχάτης Μιχαήλ     Νούτσος Δηµήτριος 
Καθηγητής      Καθηγητής 

Τµήµα Μαθηµατικών    Τµήµα Μαθηµατικών 
Πανεπιστήµιο Πατρών     Πανεπιστήµιο Ιωαννίνων 
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1 Σκοπός
Με βάση το τεχνικό δελτίο του έργου οι σημαντικότεροι στόχοι της παρού-

σας δράσης είναι η διάχυση των αποτελεσμάτων που θα προκύψουν από το
προτεινόμενο έργο τόσο στην επιστημονική κοινότητα όσο και στο ευρύ κοινό.
Για την επίτευξη των στόχων, αναπτύχθηκε η προβλεπόμενη ιστοσελίδα του έρ-
γου ενώ πραγματοποιήθηκε και η επιστημονική ημερίδα δημοσιοποίησης των
αποτελεσμάτων.

1.1 Ανάπτυξη και υποστήριξη ιστοσελίδας
Στόχος της ιστοσελίδας είναι η ενημέρωση της επιστημονικής κοινότητας αλλά

και του ευρύτερου κοινού για τις δραστηριότητες του έργου και την εξέλιξη του
μέσω της τακτικής ανανέωσης του περιεχομένου της καθώς και η παροχή πλη-
ροφοριών σχετικών με τις πηγές χρηματοδότησης, τους συνεργαζόμενους εταί-
ρους και την υλικοτεχνική υποδομή τους. Η ιστοσελίδα αναπτύχθηκε μέσω της
πλατφόρμας διαχείρισης typo3 του Πολυτεχνείου Κρήτης και αναρτήθηκε στην
ηλεκτρονική διεύθυνση

http://www.tuc.gr/index.php?id=5209.

Η πρόσβαση στην ιστοσελίδα είναι δυνατή μέσω της αρχικής ιστοσελίδας του
Πολυτεχνείου Κρήτης, πατώντας στο σύνδεσμο ’Έρευνα’ και ακολούθως το σύν-
δεσμο ’Θαλής’, και μέσω της ιστοσελίδας του Εργαστηρίου Εφαρμοσμένων Μα-
θηματικών και Ηλεκτρονικών Υπολογιστών του Πολυτεχνείου Κρήτης ακολου-
θώντας το σύνδεσμο ’Έρευνα’. Επιπλέον, η ιστοσελίδα πέραν της έκδοσης στην
Ελληνική γλώσσα, είναι διαθέσιμη σε πλήρη μορφή και στην Αγγλική γλώσσα,
με ανάλογη της Ελληνικής έκδοσης ανανέωση του περιεχομένου της.

Η ενημέρωση και των δυο εκδόσεων του ιστότοπου πραγματοποιείται τα-
κτικά, τουλάχιστον, σε εβδομαδιαία βάση από το διαχειριστή του. Για τη δια-
χείριση του, χρησιμοποιείται η πλατφόρμα διαχείρισης typo3 του Πολυτεχνείου
Κρήτης.

1.2 Ημερίδα παρουσίασης αποτελεσμάτων
Στα πλαίσια της διάχυσης των αποτελεσμάτων του έργου και όπως προβλέ-

πεται από το ΤΔ, διοργανώθηκε επιστημονική ημερίδα παρουσίασης των απο-
τελεσμάτων του έργου στο Πολυτεχνείο Κρήτης. Η ημερίδα πραγματοποιήθηκε
στις 14 Νοεμβρίου 2015 με τη συμμετοχή μελών των ερευνητικών ομάδων που
συμμετείχαν στο έργο και του κοινού. Στα πλαίσια της ημερίδας παρουσιάστηκαν
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τα αποτελέσματα του έργου.

Σχήμα 1: Παρουσίαση στην Ημερίδα Παρουσίασης Αποτελεσμάτων

1.3 Επιστημονικές Ημερίδες
Σταπλαίσια του Διεθνούς Συνεδρίου Αριθμητικής Ανάλυσης 2014 (NumAn2014)

που διεξήχθη στα Χανιά, από 1 ως 5 Σεπτεμβρίου 2014, διοργανώθηκαν επιστη-
μονικές ημερίδες με σκοπό την παρουσίαση της εξέλιξης του έργου. Συγκεκρι-
μένα, κατά τη διάρκεια του συνεδρίου, διοργανώθηκε ημερίδα με θέμα τη Μέ-
θοδο Φωκά (Workshop on Fokas Method) και ημερίδα με θέμα Προβλήματα
Πολλαπλών Πεδίων (Workshop on Multiphysics, Multidomain Problems). Κατά
τη διάρκεια τους πραγματοποιήθηκαν παρουσιάσεις σχετικές με την εξέλιξη της
ερευνητικής τους εργασίας από μέλη των ερευνητικών ομάδων. Αναλυτικά,

Ημερίδα στη Μέθοδο Φωκά

• Numerical Solution of the Unified Transform for Linear Elliptic PDEs
in Polygonal Domains, Α.Φωκάς

• Fokas transform method for classes of advection-diffusion IBVPs, Α.
Σηφαλάκης

Ημερίδα στα Προβλήματα Πολλαπλών Πεδίων

• Application of a hybrid parallel Monte Carlo PDESolver on rectangular
multi-domains, Σ. Λυκοθανάσης
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• InterfaceRelaxationMethods for the solution ofMulti-Physics Problems,
Π. Τσομπανοπούλου

• Serial and Parallel Implementation of the Interface Relaxation Method
GEO, Α. Κορφιάτη

• DiscontinuousHermite Collocation andRunge-Kutta schemes formulti-
domain linear and non-linear brain tumor invasion models, Ι. Αθανα-
σάκης

• Solving discontinuous collocation equations for a class of brain tumor
models on GPUs, Ν. Βιλανάκης

• Significance-BasedComputing for Reliability and PowerOptimization,
Ν. Μπέλλας

• SOpenCL: An Infrastructure for Transparently Integrating FPGAs in
Heterogeneous, Accelerator-Based Systems, Χ. Αντωνόπουλος

• Software Platforms forMulti-DomainMulti-Physics Simulations,Μ.Μα-
ρούδας

• Exploring the Performance of Out-of-Core Linear Algebra Algorithms
in Flash based Storage, Α. Φεύγας

• On the Numerical Solution of Power Flow Problems, Ε. Βάβαλης

Επιπλέον, παρουσιάσεις στην ημερίδα της μεθόδου Φωκά πραγματοποιή-
θηκαν και από τους παρακάτω συμμετέχοντες στο συνέδριο:

Ημερίδα στη Μέθοδο Φωκά

• Unified Tranforms and classical spectral theory of operators, B. Pelloni
• Functional Analytic Framework of the FokasMethod for Elliptic Boundary
Value Problems, A. Ashton

• Stochastic Riez-Fractional Partial Differential Equation withWhite Noise
on the Half-Line, M. Arciga

• Fokasmethod and Kelvin transforma-tion applied to potential problems
in non convex unbounded domains, M. Hadjinikolaou

• Eigenvalues and eigenfunctions for the LaplaceOperator, K. Kalimeris
• Two numerical implementations of the Fokasmethod for elliptic equations
in a polygon, K. Crooks

• Solving Wiener-Hopf problems without kernel factorisation, E. Luca
• The FokasMethod and Initial-Boundary Value Problems forMultidimensional
Integrable PDEs, I. Hitzazis
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Σχήμα 2: Παρουσίαση στην Ημερίδα για τη Μέθοδο Φωκά

Σχήμα 3: Παρουσίαση στην Ημερίδα για τα Προβλήματα Πολλαπλών Πεδίων
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1.4 Διεθνή Συνέδρια
Στο πλαίσιο διάχυσης των αποτελεσμάτων παρουσιάσαμε τις επιστημονικές ερ-
γασίες μας στα ακόλουθα συνέδρια:

ΔΙΕΘΝΗ ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΑ ΣΥΝΕΔΡΙΑ
ΤΙΤΛΟΣ ΤΟΠΟΘΕΣΙΑ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΕΙΣ ΔΗΜΟΣΙΕΥΣΕΙΣ ΒΡΑΒΕΙΑ

NUMAN 2012
Ιωάννινα
Sept 2012 3 - -

PDE Software
Frameworks

Münster
Jun 2012 1 (Poster) - -

ICAEM 2013
London
Jul 2013 1 1 -

ICPDC 2013
London
Jul 2013 1 1 1

IC-MSQUARE
2013

Prague
Sept 2013 4 4 -

MCQMC2014
Leuven

April 2014 1 1 -
IEEE FCCM

2014
Boston

May 2014 1 1 -
IEEE ASAP

2014
Zurich

Jun 2014 1 1 1

ΝumAn 2014
Chania

Sept 2014 12 3 1

CMA 2014
Kuwait

Nov 2014 3 - -

ICAEM 2015
London
Jul 2015 2 2 1

ICPDC 2015
London
Jul 2015 2 2 2

PMAMCM 2015
Zakynthos
Jul 2015 2 2 -

WHH 2015
Zakynthos
Jul 2015 1 1 -

IISA 2015
Cofru

Jul 2015 1 1 -

FICloud 2015
Rome

Aug 2015 1 1 -

ParCo 2015
Edinburgh
Sept 2015 1 1 -

ICNAAM 2015
Rodos

Sept 2015 1 1 -

PCI 2015
Athens
Oct 2015 1 1 -

MMCTSE 2015
Bratislava
Nov 2015 3 3 -
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2 Παραδοτέα

2.1 Ανάπτυξη και υποστήριξη ιστοσελίδας
Η ανάπτυξη και η οργάνωση της ιστοσελίδας πραγματοποιήθηκε λαμβάνο-

ντας υπ’όψιν την ανάγκη για ένα δικτυακό τόπο επιστημονικού περιεχομένου
σε λιτό πλαίσιο γραφικών, με έμφαση στην ευκολία της πλοήγησης και τη σα-
φήνεια του περιεχομένου του. Το περιεχόμενο του ιστότοπου οργανώθηκε έτσι
ώστε να υπάρχει η δυνατότητα εύκολης μετάβασης του χρήστη από μια σελίδα
σε άλλη, προκειμένου να καθίσταται εύκολη και η αναζήτηση των πληροφοριών.
Για το λόγο αυτό επιλέχθηκε σταθερή οριζόντια μπάρα πλοήγησης, στην οποία
και καταχωρήθηκαν οι βασικές σελίδες με το περιεχόμενο. Επιπλέον, σταθερές
αποφασίστηκε να παραμένουν η περιοχή κάτω από τη μπάρα πλοήγησης με
τον τίτλο του έργου και φωτογραφίες από συναντήσεις και παρουσιάσεις ερευ-
νητικών εργασιών, η περιοχή του υποσέλιδου με το χάρτη του ιστότοπου και
τα λογότυπα των ερευνητικών ιδρυμάτων που συμμετέχουν στο έργο. Τέλος,
σε σταθερές θέσεις κατά τη διάρκεια της πλοήγησης βρίσκονται τόσο το λογό-
τυπο του Εθνικού Στρατηγικού Πλαισίου Αναφοράς, πηγής χρηματοδότησης του
έργου, όσο και το λογότυπο του ερευνητικού προγράμματος ΘΑΛΗΣ (πάνω αρι-
στερά και πάνω δεξιά αντίστοιχα). Το φόντο της ιστοσελίδας σε όλη τη διάρκεια
της πλοήγησης παραμένει το ίδιο, εμφανίζοντας μια κατάλληλα επεξεργασμένη
απεικόνιση της γραφικής παράστασης των πολυωνύμων Hermite, σε δύο δια-
στάσεις, τα οποία χρησιμοποιούνται στην αριθμητική μέθοδο Collocation.
Ακολουθούν οι βασικές σελίδες οι οποίες συναποτελούν τον ιστότοπο καθώς και
πληροφορίες για τις επιμέρους σελίδες τους, με τους τίτλους στην Ελληνική και
την Αγγλική:

Αρχή/Home Η Αρχική σελίδα της ιστοσελίδας
Στην αρχική σελίδα της ιστοσελίδας παρουσιάζονται ο τίτλος του έργου
και οι χρονικά τελευταίες τέσσερις ανακοινώσεις. Σε κάθε περιοχή υπάρχει
ενεργός σύνδεσμος ο οποίος οδηγεί στην αντίστοιχη διεύθυνση (εικόνα 4).

Περιγραφή Έργου/The Project Περιγραφή του έργου με πληροφορίες για τις
δραστηριότητες του έργου
Στη σελίδα Περιγραφή Έργου δίνεται αρχικά μια εισαγωγή στα Προβλή-
ματα εφαρμογών ετερογενών υλικών με τα οποία ασχολείται το έργο και
γίνεται αναφορά στους γενικούς στόχους (εικόνα 5). Ενεργοί σύνδεσμοι κα-
τευθύνουν το χρήστη σε σελίδες με αναλυτική περιγραφή κάθε προβλήμα-
τος που μελετάται στο έργο (Προβλήματα Ιατρικής, Προβλήματα Περιβαλ-
λοντικής Μηχανικής (εικόνα 8). Η πρόσβαση στην αναλυτική περιγραφή
των Προβλημάτων είναι δυνατή και από το υπομενού της οριζόντιας μπά-
ρας πλοήγησης.
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Επιλέγοντας το σύνδεσμο Δράσεις-Παραδοτέα στην Περιγραφή Έργου, ο
χρήστης μπορεί να πάρει πληροφορίες για τα πέντε Πακέτα Εργασίας του
έργου και τις δράσεις οι οποίες προβλέπονται στο Τεχνικό Δελτίο για κάθε
Πακέτο (εικόνα 6). Ακολουθώντας το σύνδεσμο κάθε δράσης, εμφανίζε-
ται η αναλυτική της περιγραφή, τα παραδοτέα που ορίζει το ΤΔ καθώς και
η Ερευνητική Ομάδα που έχει αναλάβει να υλοποιήσει το μεγαλύτερο μέ-
ρος της (εικόνα 7). Τέλος, η επιλογή του συνδέσμου Σύνδεσμοι δίνει στο
χρήστη τη δυνατότητα μετάβασης στους ιστοτόπους του Προγράμματος
ΕΣΠΑ-ΘΑΛΗΣ, της διαδικτυακής Πύλης ΘΑΛΗΣ, του Αποθετηρίου ΘΑΛΗΣ
και των συνεργαζόμενων ερευνητικών ιδρυμάτων μέσω ανακατεύθυνσης
(εικόνα 9).

Ερευνητικές Ομάδες/Research Teams Οι συνεργαζόμενοι εταίροι
Η σελίδα Ερευνητικές Ομάδες/Research Teams περιλαμβάνει πληροφο-
ρίες για τα μέλη των Κύριων Ερευνητικών Ομάδων (Κ.Ε.Ο) και των Ομά-
δων Εξωτερικών Συνεργατών που απασχολούνται ή απασχολήθηκαν σε
δράσεις του έργου, ομαδοποιημένα με βάση το Εκπαιδευτικό Ίδρυμα στο
οποίο ανήκουν (εικόνα 10). Επιλέγοντας το σύνδεσμο κάθε Ερευνητικής
Ομάδας, ο χρήστης μπορεί να λάβει πληροφορίες για τις δράσεις στις
οποίες συμμετέχει, τα μέλη της (ονοματεπώνυμο, τίτλο, ιδιότητα) καθώς
και την εργαστηριακή υποδομή της, μέσω του παρεχόμενου συνδέσμου
(εικόνα 11). Επίσης, υπάρχει δυνατότητα αποστολής ηλεκτρονικής αλλη-
λογραφίας σε κάθε μέλος, μέσω κατάλληλου λογισμικού, πατώντας το σύν-
δεσμο σε κάθε όνομα.
Επιπλέον, από τη συγκεκριμένη σελίδα υπάρχει δυνατότητα πρόσβασης
στη σελίδα των ετήσιων συναντήσεων των Ερευνητικών Ομάδων (εικόνα
12). Σε αυτήν, υπάρχουν πληροφορίες για το αναλυτικό πρόγραμμα της
συνάντησης, φωτογραφίες καθώς και οι παρουσιάσεις που πραγματοποι-
ήθηκαν, οι οποίες είναι και διαθέσιμες για λήψη.

Δημοσιεύσεις/Publications Οι δημοσιεύσεις του έργου
Στη σελίδα Δημοσιεύσεις ο χρήστης μπορεί να βρει όλες τις ερευνητικές
εργασίες που έχουν πραγματοποιηθεί καθώς και τις διατριβές που έχουν
εκπονηθεί στα πλαίσια του έργου . Η σελίδα χωρίζεται σε τρεις ενότη-
τες: Δημοσιεύσεις σε Πρακτικά Διεθνών Συνεδρίων (εικόνα 13), Δημοσιεύ-
σεις σε Διεθνή Επιστημονικά Περιοδικά και Διατριβές (εικόνα 14). Σε κάθε
αναφορά δημοσίευσης ακολουθούν πληροφορίες για τους συγγραφείς και
το συνέδριο στο οποίο παρουσιάστηκε ή το περιοδικό στο οποίο δημο-
σιεύτηκε, και βραβείο το οποίο πιθανόν απέσπασε, ενώ κατάλληλος σύν-
δεσμος δίνει τη δυνατότητα ανακατεύθυνσης στην ιστοσελίδα του συνε-
δρίου/περιοδικού. Επίσης υπάρχει η δυνατότητα ανάγνωσης ή λήψης του
αρχείου της ερευνητικής εργασίας.
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Μέσω της οριζόντιας μπάρας πλοήγησης της σελίδας Δημοσιεύσεις, υπάρ-
χει επίσης πρόσβαση στη σελίδα Workshops@NumAn 2014 (εικόνα 15).
Στη συγκεκριμένη σελίδα, μπορεί να βρεθεί το σύνολο των παρουσιάσεων
των συμμετεχόντων μελών του έργου στα Workshops του Διεθνούς Συ-
νεδρίου Αριθμητικής Ανάλυσης 2014, που πραγματοποιήθηκε στα Χανιά
Κρήτης, απο 2 εώς 5 Σεπτεμβρίου 2014. Παράλληλα, ενεργός σύνδεσμος
στη σελίδα δίνει τη δυνατότητα ανακατεύθυνσης στην Ψηφιακή Βιβλιοθήκη
του Εργαστηρίου Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Ηλεκτρονικών Υπολο-
γιστών του Πολυτεχνείου Κρήτης, όπου και μπορεί να γίνει λήψη του συ-
νόλου των ερευνητικών εργασιών του συνεδρίου.

Νέα/News Το σύνολο των ανακοινώσεων στα πλαίσια του έργου
Στη σελίδα προστίθενται όλα τα νέα και οι ανακοινώσεις στην εξέλιξη του
έργου. Ο χρήστης μπορεί να βρει πληροφορίες για συμμετοχές σε συνέ-
δρια, συναντήσεις ερευνητικών ομάδων, βραβεύσεις, κτλ (εικόνα 16).

Επικοινωνία/Contact Στοιχεία επικοινωνίας με μέλη των ερευνητικών ομάδων
Η σελίδα Επικοινωνία περιλαμβάνει τα αναλυτικά στοιχεία επικοινωνίας με
το συντονιστή του έργου, τους υπευθύνους των ερευνητικών ομάδων και
το διαχειριστή του ιστοτόπου (εικόνα 17).

Το σύνολο των πληροφοριών των παραπάνω σελίδων είναι διαθέσιμες και
στην αντίστοιχη έκδοση Αγγλικής γλώσσας του ιστότοπου.

Στη συνέχεια ακολουθούν εικόνες των επιμέρους σελίδων της ιστοσελίδας
που αναπτύχθηκε στα πλαίσια του έργου, όπως περιγράφηκε παραπάνω.
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Σχήμα 4: Η αρχική σελίδα του έργου
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Σχήμα 5: Περιγραφή Έργου
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Σχήμα 6: Δράσεις - Παραδοτέα
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Σχήμα 7: Αναλυτική Περιγραφή Δράσης
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Σχήμα 8: Προβλήματα Ιατρικής
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Σχήμα 9: Σύνδεσμοι
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Σχήμα 10: Ερευνητικές Ομάδες
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Σχήμα 11: Αναλυτική Περιγραφή Ερευνητικής Ομάδας
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Σχήμα 12: Πληροφορίες συναντήσεων
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Σχήμα 13: Δημοσιεύσεις σε Πρακτικά Συνεδρίων
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Σχήμα 14: Δημοσιεύσεις σε Διεθνή Επιστημονικά περιοδικά και Διατριβές
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Σχήμα 15: Πληροφορίες για τις παρουσιάσεις στα Workshops του NumAn2014
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Σχήμα 16: Ανακοινώσεις
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Σχήμα 17: Επικοινωνία



Τεχνική Έκθεση 2013 Δ2.4/25

2.2 Πρακτικά ημερίδας σε ηλεκτρονική μορφή
Στις 14 Νοεμβρίου 2015 πραγματοποιήθηκε η Ημερίδα Παρουσίασης των

Αποτελεσμάτων του έργου. Η ημερίδα ήταν ανοικτή στο κοινό ενώ παραβρέθη-
καν και παρακολούθησαν όλες τις διαλέξεις οι αξιολογητές του έργου και αντι-
προσωπεία της Πρυτανείας του Πολυτεχνείου Κρήτης. Συμμετείχαν όλα τα μέλη
των ερευνητικών ομάδων και παρουσιάστηκαν τα αποτελέσματα όλων των δρά-
σεων του έργου μέσα από 10 διαλέξεις και 9 πόστερ. Όλο το ψηφιακό υλικό, που
αποτελεί και τα πρακτικά της ημερίδας, είναι διαθέσιμο από την Ιστοσελίδα του
έργου στη διεύθυνση Ημερίδα Παρουσίασης Αποτελεσμάτων.

Συνοπτικά αναφέρουμε ότι δόθηκαν οι εξής διαλέξεις:

• Απολογισμός Έργου

• Αριθμητικές Μέθοδοι Collocation / Απεικόνιση σε σύγχρονες Υπολογιστι-
κές Αρχιτεκτονικές

• Αναλυτικές Μέθοδοι Μετασχηματισμού Φωκά

• Στοχαστικές Μέθοδοι Βελτιστοποίησης ALOPEX

• Μέθοδοι Χαλάρωσης στις Διεπαφές

• Στοχαστικές/Ντετερμινιστικές Υβριδικές Μέθοδοι

• Υβριδικές Πλατφόρμες Επίλυσης ΜΔΕ

• Πλατφόρμα Πεπερασμένων Στοιχείων FEniCS

• Παράλληλες Υπολογιστικές Αρχιτεκτονικές

• FPGA’s & Πολυπύρηνα Συστήματα

και εκτέθηκαν τα εξής πόστερ:

• Υβριδικές / Ασυνεχείς Μέθοδοι Collocation

• Μέθοδοι Χαλάρωσης στις Διεπαφές

• Υβριδικές Πλατφόρμες Επίλυσης ΜΔΕ

• Μέθοδοι Μετασχηματισμού Φωκά

• Υλοποίηση σε παράλληλες αρχιτεκτονικές: IRaaS

• Υλοποίηση σε FPGAs και Πολυπύρηνα Συστήματα
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• Συγκερασμός Αριθμητικών Μεθόδων και Λογισμικού

• Επικύρωση αποτελεσμάτων σε Προβλήματα Ιατρικής

• Στοχαστικές Μέθοδοι Βελτιστοποίησης ALOPEX για Διαχείριση αντλήσεων
παράκτιων υδροφορέων

3 Συνεργασίες
Στην παρούσα Δράση υπήρξε συνεργασία μεταξύ μελών όλων των ερευνη-

τικών ομάδων του έργου τόσο στις προδιαγραφές της ιστοσελίδας όσο και στη
προετοιμασία των ημερίδων. Την ευθύνη ανάπτυξης και διαχείρισης της ιστοσε-
λίδας καθώς και την επιμέλεια του περιεχομένου ανέλαβε ο εξωτερικός συνερ-
γάτης Υπ. Διδ. Νικόλαος Βιλανάκης ενώ την επιμέλεια των γραφικών της ιστο-
σελίδας και την ανάρτηση σε δικτυακό τόπο του Πολυτεχνείου Κρήτης οι εξω-
τερικοί συνεργάτες Βασίλειος Πιτσόνης και Στέφανος Καρασαββίδης αντίστοιχα.
Τα Workshops του Διεθνούς Συνεδρίου Αριθμητικής Ανάλυσης 2014 και η ημε-
ρίδα παρουσίασης των αποτελεσμάτων οργανώθηκαν με τη συνδρομή όλων
των μελών της ερευνητικής Πολυτεχνείου Κρήτης σε συνεργασία με τις ερευνη-
τικές ομάδες Θεσσαλίας και Πατρών.
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